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Fiur Roswitha



Vorwort

Es gibt eine grofte Zahl hervorragender Lehrbiicher iiber Quantenmechanik
und Quantenphysik. Fast all diesen Biichern ist gemeinsam, dass die Quan-
tenmechanik dort als eine der wichtigsten und erfolgreichsten Theorien zur
Lésung von Problemen dargestellt wird. Dies ist ganz im Sinne der meisten
Physiker, die bis in die 70er Jahre des 20. Jahrhunderts in einer ,ersten Re-
volution“ die Quantenmechanik mit iiberwéltigendem Erfolg nicht nur auf
die Atomphysik sondern auf fast alle Wissenschaftszweige bis in die Chemie,
Biologie oder die Astrophysik hinein anwendeten, ohne iiber grundsétzliche,
offene Fragen innerhalb der Theorie selbst nachzudenken.

Diese Situation hat sich seit den letzten Jahrzehnten des 20. Jahrhun-
derts gedndert. Seitdem gibt es in der Quantenoptik, in der Atom- und Io-
nenphysik sowie in der Nanoelektronik Experimente, die Entscheidungen iiber
Grundannahmen der Quantenmechanik zulassen, die also die Quantentheorie
an sich beriihren und auf den Priifstand stellen. Solche Fragestellungen, wie
z. B. nach der Bedeutung des Begriffs der Verschrédnkung sind dariiber hinaus
grundlegend fiir sich rasant entwickelnde Gebiete wie Quantenteleportation,
Quantenkryptographie oder Quanteninformation allgemein.

Von dieser ,zweiten Quantenrevolution“, wie Alain Aspect, einer der
Pioniere des Gebiets, diese Weiterentwicklung des quantenphysikalischen
Denkens nennt, erwartet man nicht nur ein tieferes Verstandnis der Quanten-
physik selbst, sondern auch eine ingenieurméfige Anwendung der Grundprin-
zipien wie Teilchen-Welle-Dualismus oder Verschrankung u. 4. Man spricht in
diesem Zusammenhang manchmal schon von Quantum-Engineering.

Vor diesem Hintergrund habe ich das vorliegende Buch geschrieben. Die
speziellen Quantenphdnomene an sich stehen mehr im Vordergrund des In-
teresses als der mathematische Formalismus. Dabei bevorzuge ich eine mehr
anschauliche und oft intuitive Beschreibung dieser Phénomene, und dies ge-
stiitzt auf neueste experimentelle Befunde und Ergebnisse aus der Forschung
an nanoelektronischen Systemen. Auch die Verbindungen zu anderen Gebie-
ten wie der Elementarteilchenphysik, der Quantenelektronik, der Quantenin-
formation oder Anwendungen der Kernspinresonanz in der Medizin werden
gestreift.

Beim Formalismus beschrinke ich mich im Wesentlichen auf die ersten
Néherungsschritte, die fiir Experimentalphysiker oder Ingenieure bei der An-
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wendung der Theorie oder einer gréfsenordnungsméfigen Abschitzung expe-
rimenteller Ergebnisse von Interesse sind. Andererseits wird die Diracsche
Bra-Ket-Formulierung quantenmechanischer Ausdriicke anschaulich in Ana-
logie zu dreidimensionalen Vektoren eingefiihrt und verwendet. Ahnliches gilt
fiir die Kommutator-Algebra, die im Grunde nur einfaches Addieren und Sub-
trahieren von Symbolen (Operatoren) verlangt. Demnach werden an mathe-
matischer Kenntnis nur einfachste Funktionen und Differentialgleichungen
sowie Grundkenntnisse der Matrizenalgebra vorausgesetzt. Ich entschuldige
mich bei meinen mehr mathematisch interessierten Kollegen fiir manchmal
fehlende mathematische Schirfe.

Statt einer axiomatischen Einfiithrung wesentlicher Begriffe und Gleichun-
gen habe ich es vorgezogen, die ,,Erfindung” wichtiger Grundgleichungen wie
der Schrédinger-Gleichung oder der mathematischen Ansétze zur Quantisie-
rung von Feldern durch physikalisch naheliegende Gedankengénge plausibel
zu machen.

Das Buch ist aus Manuskripten zu Vorlesungen entstanden, die ich vor
Physik- und Elektrotechnikstudenten iiber Quantenphysik und Nanoelektro-
nik gehalten habe. Dabei sind natiirlich wesentliche Erweiterungen durch
meine eigene wissenschaftliche Tétigkeit im Bereich der Quantenelektronik
miteingeflossen. Hierbei hat vor allem die Betreuung von Doktoranden in
diesem Arbeitsgebiet und die vielen Gesprache mit ihnen grofien Einfluss auf
die Art der Darstellung gehabt; ihnen muss ich danken fiir diese Diskussio-
nen, die mir selbst eine tiefere Einsicht in dieses faszinierende Gebiet der
Quantenphysik ermdglichten.

Mein Dank gilt weiterhin meinen fritheren Mitarbeitern Arno Forster, Mi-
chel Marso, Michael Indlekofer und Thomas Schépers, die in vielen , heiften
Auseinandersetzungen zur Klarung mancher Fragen beigetragen haben.

Fiir Hilfe bei der Fertigstellung der Abbildungen danke ich Wolfgang Al-
brecht und fiir das Schreiben des Manuskriptes und manchen klugen Hinweis
auf zu behebende Inkonsistenzen Beate Feldmann. Sie beide haben in der
Endphase der Fertigstellung des Buches vor allem ermutigend auf mich ein-
gewirkt.

Mein ganz besonderer Dank gilt meiner Frau Roswitha, die mich nicht
nur in jeder Weise bei der Arbeit am Buch unterstiitzt hat, sondern auch
den Untertitel ,Schréodingers Katze bei den Zwergen“ erfunden hat. Dieser
Titel bringt treffend zum Ausdruck, dass das Buch sich bemdiiht, die tiefe-
ren physikalischen und auch philosophischen Zusammenhénge (Paradigma:
Schrodingers Katze) darzulegen, und dies vor allem im Zusammenhang mit
der Nanowelt, den ,,Zwergen“. Sie konnte diesen Aspekt des Buches nach
einigen Diskussionen anschaulich in Worte fassen, die mir fehlten.

Jilich und Aachen, Juli 2008 Hans Liith
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1 Einleitung

Die Quantenphysik gilt zu Recht als eine der grofsten geistigen Leistungen
des 20. Jahrhunderts. IThre Geschichte begann beim Umbruch vom 19. zum
20. Jahrhundert. Thre tief greifenden naturwissenschaftlichen, technologischen
und philosophischen Implikationen beschéiftigen uns heute mehr denn je.
Nicht nur in wissenschaftlichen Originalarbeiten und in Lehrbiichern, sondern
auch in der populdrwissenschaftlichen Literatur hdufen sich Titel mit den Be-
griffen Quantentheorie, Quantenmechanik, Quantenphysik, Quantenwelt u. &.
Manchmal dienen diese Titel sogar dazu, recht fragwiirdige okkulte und eso-
terische Abhandlungen mit einem quasi-wissenschaftlichen Hintergrund zu
versehen. Was hat es also auf sich mit diesem Gebiet der Quantenphysik,
das zu Recht die wichtigste Sdule in der Ausbildung von Physikern und hof-
fentlich, was die Grundlagen angeht, bald auch von Chemikern, Biologen,
Ingenieuren und Philosophen darstellt?

1.1 Allgemeine und historische Bemerkungen

Isaak Newton schuf vor mehr als 300 Jahren mit der Aufstellung seiner Bewe-
gungsgesetze fiir feste Kérper und mit seiner Gravitationstheorie die Grundla-
gen fiir das, was wir heute als klassische Physik bezeichnen. Der Erfolg dieser
Theorie fiir die deterministische Beschreibung von Bewegungen, insbesondere
der von Himmelskorpern leitete Newton wohl auch dazu, dem Licht Korpus-
kelcharakter zuzuschreiben. Er konnte mit der Vorstellung von Lichtteilchen,
die sich in einem Lichtstrahl geradlinig bewegen, eine Reihe interessanter
optischer Phinomene, bis hin zur Brechung von Lichtstrahlen konsistent er-
kldren. Die Beugungs- und Interferenzexperimente von Christian Huygens,
einem Zeitgenossen von Newton, und etwas spéter, zu Anfang des 19. Jahr-
hunderts von Thomas Young und Augustin Fresnel jedoch ebneten den Weg
fiir die Wellentheorie des Lichtes, damals noch Wellen in einem nicht verstan-
denen Ather.

Der Triumph der Wellentheorie des Lichtes war nicht mehr aufzuhalten,
als es dem bedeutenden schottischen Physiker James Clark Maxwell gelang,
die Natur des Lichtes auf die wellenférmig sich ausbreitenden Anderungen
elektrischer und magnetischer Felder zuriickzufiihren und damit die Synthese
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zwischen Optik und Elektrizitat herzustellen. Die Entdeckung von Radiowel-
len durch Heinrich Hertz um 1887 fithrte dann zu dem uns vertrauten theo-
retischen System der Elektrodynamik und der elektromagnetischen Wellen.

Gleichzeitig formte sich im 19. Jahrhundert der Begriff des Atoms und
Molekiils gegen vielféiltige philosophische Einwénde heraus. Meilensteine, die
das Bild vom atomaren Aufbau der Materie erhérteten, waren sicherlich die
kinetische Gastheorie von Ludwig Boltzmann gegen Ende des 19. Jahrhun-
derts und die Erklédrung der Brownschen Molekularbewegung durch atomare
Stoke mit Pollenkérnern durch Einstein 1905.

Zu Beginn des 20. Jahrhunderts hduften sich Entdeckungen, die dann we-
sentlich zur Entwicklung einer neuen Physik, der Quantenphysik, beitrugen.
Es seien nur genannt die Entdeckung der Kathodenstrahlen in Vakuumroh-
ren, die der Rontgenstrahlen und die Radioaktivitat. Vor allem aber ist das
Rutherfordsche Atommodell zu nennen, das Ernest Rutherford vorschlug,
um seine Streuexperimente mit a-Teilchen an Metallfolien zu erkléren. Hier
wird das Atom schon vorgestellt als ein massiver Kern, in dem fast die ganze
Atommasse konzentriert ist, und eine ausgedehnte Elektronenwolke, die die
Ausdehnung der Atome bestimmt.

Hier nun beginnt das Zeitalter der Quantenphysik. Wegen der Unmdg-
lichkeit, mittels der erfolgreichen, von Maxwell entwickelten Elektrodynamik
die Emission scharfer Spektrallinien angeregter Atome zu erkléren, kam Bohr
zu den von ihm aufgestellten heuristischen Postulaten iiber stabile Bohrsche
Elektronenbahnen. Es gelang ihm 1913 das Spektrum des von Wasserstoff
ausgesendeten Lichtes zu erkldren, oder besser: plausibel zu machen.

Vorher jedoch war schon Max Planck ein sehr wichtiger Schritt in das
unverstandene Neuland der Physik gelungen. Gegen Ende des 19. Jahrhun-
derts gab es das Rétsel der Hohlraumstrahlung. Ein sogenannter Schwarzer
Korper sendet ein Spektrum von Lichtwellen aus, das in seiner Gestalt stark
von der Temperatur des Hohlraums abhéngt. Mittels der klassischen elek-
tromagnetischen Theorie rechnete man fiir die kiirzesten Wellen immer ein
unendliches Ansteigen der Strahlungsleistung aus, die sogenannte Ultraviolett
(UV)-Katastrophe. Planck, der im tiefsten Inneren ein konservativer Physi-
ker war, machte die revolutionire Annahme, dass der schwarze Korper mit
dem Lichtfeld Energie nur in kleinsten Quanten austauschen kann; er konnte
so die UV-Katastrophe beheben. In einer Art von Verzweiflung muss er wohl
diesen Schluss der Quantelung des Lichtfeldes gezogen haben, der in krassem
Widerspruch zur elektromagnetischen Feldtheorie von kontinuierlichen elek-
trischen und magnetischen Feldern stand. Die Annahme fiihrte in der Tat
auf die verworfene Korpuskulartheorie des Lichtes von Newton zuriick. Er
formulierte den Begriff Quanten, der dem ganzen spéteren Gebiet, der Quan-
tenphysik, den Namen gab. In seiner theoretischen Annahme miissen diese
Quanten eine Energie E haben, die proportional zur Frequenz v des Lich-
tes ist. Die Konstante h = E/v ist zu seinen Ehren Plancksche Konstante
genannt worden.
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Es folgen eine Serie sehr aufschlussreicher Entdeckungen (Kap. 2), vor
allem die Erklarung des Photoeffektes durch Einstein (Abschn. 2.1), die dann
zur Formulierung der heutigen Quantenphysik fithren.

1.2 Bedeutung fiir Wissenschaft und Technik

Wahrend die Quantentheorie urspriinglich als eine Theorie zum Verstéandnis
der atomaren Welt, der Atome, Molekiile und Elementarteilchen, vor allem
des Elektrons, konzipiert war, hat sich mittlerweile herausgestellt, dass diese
Theorie universelle Bedeutung fiir das Verstdndnis der ganzen uns umge-
benden Welt, bis hin zu kosmologischen Fragestellungen hat; kein Wunder,
denn unsere Welt besteht ja aus Atomen, Elementarteilchen und Feldern von
Energie, die in enger Wechselwirkung mit Materie sind. So lasst sich etwa die
Stabilitat der uns umgebenden Materie nur durch diese Theorie verstehen
(Abschn. 5.7.2).

Die Grundprinzipien der Quantentheorie, wie der Teilchen-Welle-Dualis-
mus, die Unschérferelation, das fundamental statistische Geschehen im ato-
maren Bereich sind deshalb an irgendeiner Stelle in fast jeder modernen
Natur- oder Ingenieurwissenschaft zu beriicksichtigen, auch wenn weite Be-
reiche dieser Wissenschaftsgebiete, zum Teil aus historischen, zum Teil aus
praktischen Gesichtspunkten mit Modellen der klassischen Physik, Mecha-
nik, Chemie u.é&. operieren. Dies ist in Abb. 1.1 in etwas qualitativer Wei-
se veranschaulicht. Alle dort aufgefithrten Wissenschaftsgebiete partizipieren
mehr oder weniger in ihren theoretischen Modellen, apparativen Hilfsmitteln
oder Denkansétzen an dieser allumfassenden Quantenphysik. Hier ist nicht
gemeint, dass die in den jeweils betrachteten Bereichen vorliegenden Phéno-
mene oder Systeme nur zum Teil der Quantenphysik gehorchen. Nein, alles,
was an Materiellem in der Medizin oder in der Chemie, bis hin zur Astro-
physik betrachtet wird, unterliegt nach unserem Versténdnis den atomaren
Gesetzen und daher der Quantenphysik. Das mehr oder weniger starke Hin-
einragen in den Kreis der Quantenphysik (Abb. 1.1) soll in einer qualitativen
Weise vermitteln, bis zu welchem Grad man sich in den jeweiligen Disziplinen
quantenmechanischer Methoden oder Uberlegungen bedient.

Nehmen wir als Beispiel die Chemie. Alles was chemisch im Labor, in der
Industrie usw. geschieht, hat mit chemischen Bindungen zu tun und unterliegt
den Gesetzen der Quantenphysik. Dennoch muss ein im Labor arbeitender
Chemiker nicht immer an die Gesetze der Quantenphysik denken. Uber viele
Jahre hinweg haben sich typisch chemische Regeln fiir die Reaktionsfdhigkeit
zwischen Molekiilkomplexen und Radikalen entwickelt, die man anwenden
muss, um ein gewisses Produkt herzustellen. Aber der erfolgreiche Chemi-
ker wird bei schwierigen Fragen bis in Details der chemischen Bindungen,
ihre quantenphysikalischen Grundlagen vordringen miissen, um eine spezielle
Fragestellung mit Erfolg zu beantworten.
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Quantenphysik

Abb. 1.1. Qualitative Darstellung des Uberlappens wichtiger Wissenschaftsgebiete
mit der Quantenphysik. Das Uberlappen mit dem ,,Quantenphysikkreis* soll ange-
ben, inwieweit man sich in den verschiedenen Disziplinen quantenphysikalischer
Methoden, experimentell und theoretisch, bedient

Ahnlich in der Medizin, bei den bildgebenden Verfahren NMR (nucle-
ar magnetic resonance, Abschn. 6.5.3) oder PET (positron emission tomo-
graphy) ist meist die in der Medizin-Ausbildung erworbene Fiahigkeit zur
Interpretation von Bildern ausreichend. Aber in schwierigen Grenzfillen der
Interpretation muss man bis zu den Elementarprozessen, z. B. der Abklingzeit
einer Spin-Prizession, vorstofen, um zu einer Aussage zu gelangen. Ahnliches
gilt fiir alle nuklear-medizinischen Methoden der Krebsbehandlung, wo die
Wechselwirkung hoch-energetischer Strahlung mit Biomolekiilen im Vorder-
grund steht, typisch quantenphysikalische Fragestellungen.

Die Biologie stellt ein sehr breites Wissenschaftsfeld dar, das von der Tier-
beobachtung, der Evolutionsbiologie (Theorie) iiber die Zellbiologie bis hin
zur Molekularbiologie reicht. Dieser letzte Teil, der einen immer starkeren
Einfluss zur Erklarung auf atomarer und molekularer Ebene liefert, ist durch
die Quantenphysik erst ermoglicht worden. Die Entschliisselung der DNA und
ihrer Funktion bei der Vererbung geschah auf dem Boden der Quantenphysik.
Die Berechnung von Faltungsmoglichkeiten und damit verbundener biologi-
scher Aktivitdt von Proteinen geschieht mit quantenphysikalischen Methoden
auf Grofrechnern.

Dass Astrophysik und Kosmologie nur etwa zur Hélfte in den Quanten-
physik-Kreis hineinragen, liegt daran, dass in diesen Wissenschaftszweigen
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neben der Quantenphysik die Relativitéatstheorie in allen Modellen und Denk-
ansdtzen eine ebenso wichtige, wenn nicht noch bedeutendere Rolle spielt.
Ahnliches gilt fiir die Plasmaphysik (Kernfusion), wo neben der Quantenphy-
sik der Elementarprozesse in Plasmen die klassische Disziplin der Magneto-
Hydrodynamik eine sicherlich vergleichbare Rolle zum Verstdndnis spielt.

Die Disziplinen Kern- und Teilchenphysik sowie die Physik der konden-
sierten Materie ragen fast ganz in den Kreis Quantenphysik hinein. Beide
Disziplinen sind auf der Basis der Quantenmechanik entstanden und sind
nur in diesem Rahmen zu verstehen. Klassisch physikalische Modelle werden
manchmal nur fiir Analogieschliisse herangezogen.

Interessant sind die Gebiete der Materialwissenschaft, der Mikro- und
Nanoelektronik sowie der Nanowissenschaft (Wissenschaft von nanostruktu-
rierten Materialien). Diese Disziplinen ragen zu einem merklichen Teil in
den Quantenkreis hinein, weil viele theoretische Modelle und experimentel-
le Methoden nur mit Quantenphysik zu erfassen sind. Man denke an die
Beschreibung des elektrischen Widerstandes, der die Streuung von Ladungs-
tragern an atomaren Storstellen und Gitterschwingungen beinhaltet, oder
an das Raster-Elektronen-Tunnelmikroskop, das Strukturuntersuchungen auf
atomarer Ebene erlaubt. Auf der anderen Seite existieren in diesen Gebieten
viele klassisch makroskopische Untersuchungs- und Prédparationsmethoden,
bei denen man ohne Quantenphysik auskommt; man denke an Hartepriifungs-
methoden in der Materialforschung oder an Schaltungsentwurf in der Mikro-
und Nanoelektronik. In diesen Gebieten ist jedoch der deutliche Trend zu
atomistischen Denkansétzen und zu Strukturen auf der Nanometer-Skala zu
beobachten (Transistoren mit 5-10 nm Dimensionen). Dies setzt mehr und
mehr quantenphysikalisches Denken und Experimentieren voraus. Diese Ge-
biete werden sich also in absehbarer Zeit wesentlich stirker in den Quanten-
kreis hineinbewegen, als dies in Abb. 1.1 angedeutet ist.

Die Informatik, charakterisiert durch ihre historischen Wurzeln, das Shan-
nonsche Informationsmaf und die Turing-Maschine (abstraktes Modell eines
Rechners) kam bis vor kurzem weitgehend ohne Quantenphysik aus. Natiir-
lich arbeiten Rechner mit Halbleiterchips nach Quantengesetzen; doch dies
ist nicht das Wissenschaftsgebiet der Informatik. Dies hat sich geéndert, seit-
dem Quanteninformation ein starkes und sich schnell entwickelndes Gebiet
der Informatik geworden ist. Superpositionszustédnde, die nur in der Quan-
tenphysik moglich sind (Abschn. 7.1), erlauben eine extrem parallele Daten-
verarbeitung. Thre Realisierung in Quantencomputern (Abschn. 7.5) sowie
die Erstellung dementsprechend angepasster Algorithmen ist ein méchtiger
Zweig der Informatik geworden.

Hand in Hand mit der Bedeutung der Quantenphysik fiir die Wissen-
schaftswelt (Abb. 1.1) kann ihr Einfluss auf die Alltagswelt gar nicht hoch
genug eingeschétzt werden. Viele industrielle Produkte, derer wir uns oh-
ne Nachdenken bedienen, wéiren ohne Quantenphysik nicht vorhanden. Die
Entwicklung des Lasers, ein Produkt der Quantenphysik, flihrte zu wichti-
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gen Anwendungen in der Augenheilkunde, der Materialverarbeitung und zu
unseren CD (compact disk)-Spielern. Unsere Parabolspiegel-Antennen zum
Fernsehempfang enthalten Verstéarkertransistoren, die nur durch quantenphy-
sikalische Entwicklungen in der Mikroelektronik erméglicht wurden. Atomuh-
ren, die beim Betrieb unserer Navigationssysteme (GPS) zum Einsatz kom-
men, sind Produkte der Quantenphysik. Gleiches gilt fiir alle bildgebenden
Verfahren (NMR, CT, PET ...) der Medizin. Unser ganzes Informationszeit-
alter, basierend auf integrierten Halbleiterchips, wurde nur méglich, weil man
mithilfe der Quantenmechanik die elektronische Struktur der Halbleiter zu
verstehen lernte (Physik der kondensierten Materie, Abb. 1.1) und auf dieser
Basis Transistoren entwickeln konnte. Wettervorhersage und Klimamodelle
konnen nur auf Grofirechnern ermittelt werden, die durch Halbleiterelektro-
nik mdoglich wurden.

Quantenphysik ist eine wichtige Basis unserer modernen Welt, in der
Wissenschaft wie im Alltag. Es gibt eine Schitzung, dass etwa ein Viertel
des erwirtschafteten Bruttosozialproduktes auf Entwicklungen zuriickgeht,
die direkt oder indirekt durch die Quantenphysik ermoglicht wurden. Nicht
umsonst enthélt die Broschiire ,,Die Hightech-Strategie fiir Deutschland* des
Bundesministeriums fiir Bildung und Forschung der Bundesrepublik Deutsch-
land an entscheidender Stelle ein Kapitel mit der Uberschrift ,,Innovation aus
der Quantenwelt“. [1]

1.3 Philosophische Implikationen

In Abb. 1.1 ist ein deutliches Eindringen der Disziplin Philosophie in den
Quantenkreis angedeutet. Wenn irgendeine physikalische Theorie fiir Auf-
regung bei den Philosophen, zumindest bei denen mit einem Blick fiir die
Naturwissenschaften und die Erkenntnistheorie, gesorgt hat, dann ist es die
Quantenphysik. Dies liegt daran, dass keine andere physikalische Theorie sich
so extrem in philosophische Fragestellungen eingemischt hat wie in Probleme:
was ist real, was konnen wir prinzipiell erkennen, ist unser Wissen iiber die
Natur reine Vorstellung usw.?

Doch sehen wir uns zuerst einmal die Bedeutung der Quantentheorie fiir
das Gesamtgebdude der physikalischen Erkenntnis an. In ihren Grundaussa-
gen, z.B. dem prinzipiell statistischen Geschehen auf atomarer Ebene, dem
Teilchen-Welle-Dualismus (Kap. 3), der Unschérferelation fiir gewisse Mess-
grofen (Abschn. 3.3) und der Existenz quantisierter Felder (Kap. 8) stellt sie
einen nichtklassischen Rahmen des Denkens dar, der in all den Unterdiszipli-
nen, wie Elementarteilchenphysik, Physik der kondensierten Materie, Astro-
physik usw. immer wieder zu experimentell bestdtigten Ergebnissen fiihrte.
Diese Grundaussagen gelten nach unserem bisherigen Wissen, unabhéngig
davon, ob wir die nichtrelativistische Naherung der Schrédinger-Theorie fiir
die Beschreibung von kondensierter Materie oder die hoch entwickelten Feld-
theorien des Standardmodells (Abschn. 5.6.4) der Elementarteilchenphysik
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(Chromodynamik etc.) betrachten. Die Grundaussagen der Quantenphysik
sind damit als die einer ,,Hypertheorie“ aufzufassen, denen wahrscheinlich
auch alle noch aufzustellenden Theorien iiber noch unbekannte Phéanomene,
z. B. die Dunkle Materie des Kosmos oder die Vereinigung von Quanten- und
Relativitdtstheorie (Quantengravitation) gehorchen miissen.

In die Klasse solcher Hypertheorien fallen sicherlich auch die Relativitéts-
theorie und die Darwinsche Evolutionstheorie in der Biologie. Kein serioser
Biologe, oder allgemeiner, Naturwissenschaftler wiirde es wagen, eine Theorie
aufzustellen, die im Widerspruch zu den Grundannahmen der Darwinschen
Theorie, nicht zu irgendwelchen Seitenannahmen, steht. Genau so liefert die
Relativitdtstheorie das Grundgeriist fiir unsere Vorstellung von Raum und
Zeit sowie Gravitation, dem jede physikalische Theorie zumindest ndherungs-
weise gehorchen muss. Jedoch muss hier eine Einschrénkung gemacht werden.
Die Relativitétstheorie, in der wohldefinierte Raum-Zeit-Kurven existieren,
ist verglichen mit der Quantentheorie eine klassische Theorie. Es gibt nicht
den Teilchen-Welle-Dualismus und keine Unschérferelation. Von daher erwar-
ten wir, dass in einer noch zu entwickelnden Vereinheitlichung der Quanten-
und der Relativitédtstheorie letztere sich den Grundprinzipien der Quanten-
physik anpassen muss. In diese Richtung gehen jedenfalls die ersten Ansétze
zu einer Theorie der Quantengravitation (Loop-Theorie, String-Theorie).

Es ist interessant festzustellen, dass in beiden Hypertheorien, der Quanten-
und der Evolutionstheorie von Darwin, der Zufall eine iibergeordnete Rolle
spielt. Beide Theorien gewinnen ihre wesentlichen Aussagen aus der {iberge-
ordneten Rolle zufilligen Geschehens. Zufillige Mutationen ermdoglichen erst
Entwicklung zu Neuem in der Biologie (,,Zufall und Notwendigkeit”, wie es
Jaques Monod [2] treffend ausdriickt). Hierbei ist der Begriff der Mutati-
on in der biologischen Evolutionstheorie direkt verkniipft mit dem zufélligen
Geschehen auf molekularer Ebene, wie es in der Quantenphysik definiert ist.

Die weitaus starkste Wechselwirkung zwischen der Quantenphysik und der
Philosophie ist zweifellos auf dem Gebiet der Erkenntnistheorie (Epistomo-
logie) gegeben. Zwei fundamentale Aussagen der Quantentheorie haben vor
allem das philosophische Denken beunruhigt, das inhdrent statistische, somit
nicht-deterministische Geschehen auf der Ebene elementarer atomistischer
Prozesse und die Verwicklung des menschlichen Beobachters im physikali-
schen Messprozess, also die Mitbestimmung unseres Wissens iiber die Natur
durch das beobachtende Subjekt. Lange Zeit dachte man, dass der ,,Kollaps
des Wellenpaketes“ bei einer Messung und der Ubergang eines vorliegenden
quantenmechanischen Zustandes in einen Eigenzustand der gemessenen Ob-
servablen (Abschn. 3.5) Ausdruck dafiir ist, dass unser Wissen nicht eine
externe Realitdt des Seins betrifft, sondern zum iiberwiegenden Teil durch
die Messanordnung und den Beobachter bedingt ist. Die Kopenhagener In-
terpretation der Quantenmechanik (Bohr, Heisenberg) hat in diesem Sin-
ne manchmal subjektivistische und idealistische Ziige, in der eine Realitét
auferhalb unseres Erkenntnishorizontes geleugnet wird. Sowohl ein besse-
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res Verstidndnis des quantenphysikalischen Messvorganges (Abschn. 7.4) wie
auch Entwicklungen in der Philosophie, wie z.B. in der Evolutionéren Er-
kenntnistheorie [3], haben hier eine Riickkehr zu einer kritisch realistischen
Betrachtungsweise der Erkenntnis bewirkt.

Vor allem die philosophischen Entwiirfe der Evolutioniren Erkennt-
nistheorie [3] im Zusammenhang mit einem Hypothetischen Realismus
[4] sind der Quantenphysik angemessen und stellen ihre Erkenntnisse in einen
grokeren philosophischen Zusammenhang. So fithrt Popper eine detaillierte
Analyse zum Realismus und Subjektivismus in der Physik aus und kommt
zu dem Schluss [5]:

Es gibt also nicht den geringsten Grund, entweder die Heisenbergsche
oder Bohrsche subjektivistische Interpretation der Quantenmechanik
zu akzeptieren. Die Quantenmechanik ist eine statistische Theorie,
weil die Probleme, die sie 16sen will — z. B. spektrale Intensitdten —,
statistische Probleme sind. Es besteht also keinerlei Notwendigkeit fiir
irgendeine philosophische Verteidigung ihres akausalen Charakters.

Dies ist vor allem vor dem Hintergrund zu sehen, dass die Quantenphysik
zwar auf der Ebene elementarer Ereignisse nicht-deterministisch und akau-
sal ist, dass aber die Berechnung von Wahrscheinlichkeiten und mittleren
Messwerten fiir grofe Ensembles von Teilchen deterministisch durch Diffe-
rentialgleichungen mit Rand- und Anfangswerten geschieht (Abschn. 3.5).

Das Problem des physikalischen Messprozesses, das in der Vergangen-
heit zu viel Diskussion um Realitidtserkenntnis und Subjektivismus Anlass
gab, ist in der Quantenphysik mittlerweile durch neuere Experimente (Ab-
schn. 2.4.2, Abschn. 8.2.4) und durch den Begriff der Verschrankung (Ab-
schn. 7.2) entschérft. Der menschliche Beobachter spielt in dieser Argumen-
tation nur die Rolle des Zuschauers. Die Verschrankung (spezifisch quanten-
mechanische Korrelation) zwischen Messapparatur und real existierendem,
zu erkennendem Objekt steht zwischen uns erkennenden Menschen und der
Realitdt draufken. Dies besagt, dass wir uns aufgrund unserer Experimente
zwar nur ein Abbild von der auferhalb existierenden Realitdt machen kon-
nen, aber dass wir Schritt fiir Schritt dieser Realitdt in unserer Erkenntnis
néher kommen kénnen.

Wie in der Erkenntnistheorie des hypothetischen Realismus ausgefiihrt,
haben alle Aussagen iiber die Welt Hypothese-Charakter, die dann nach
Popper [5] falsifiziert werden miissen, um Schritt fiir Schritt mittels besse-
rer Hypothesen die Realitdt addquater zu beschreiben. Die ,,Erfindung” der
Schrodinger-Gleichung oder der Feldquantisierung (Abschn. 3.5, Kap. 8) sind
geradezu Musterbeispiele fiir das Aufstellen von Hypothesen. Diese Hypothe-
sen konnten in ihren Geltungsbereichen (fiir die Schrodinger-Gleichung der
nichtrelativistische Bereich) bisher nicht falsifiziert worden, sie haben also
soweit Giiltigkeit zur Beschreibung der Realitét.

Wesentlich ist, dass die moderne Quantenphysik in diesem Sinn die Exis-
tenz einer strukturierten Realitdt aufserhalb unserer Sinne und unserer Er-
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kenntnis nicht negiert. Es ist ganz im Sinne dieser Theorie, wenn Vollmer [3]
sagt:

Wir nehmen an, dass es eine reale Welt gibt, dass sie gewisse Struk-
turen hat und dass diese Strukturen teilweise erkennbar sind, und
priifen, wie weit wir mit diesen Hypothesen kommen.

Hierbei miissen wir uns immer wieder vor Augen halten, dass ein philosophi-
scher Realismus nicht beweisbar, weder verifizierbar noch falsifizierbar ist [6].
Aber nach Popper [5] und vielen anderen philosophischen Realisten ist es wohl
die verniinftigste Hypothese, um sich als Mensch in dieser Umwelt zurecht zu
finden.

Im Sinne dieser realistischen Philosophie bereitet der unanschauliche Cha-
rakter der Quantenphysik, z. B. der Teilchen-Welle-Dualismus, der sich zwar
mathematisch formal, aber nicht anschaulich unseren Sinnen erschlieftt, keine
Schwierigkeiten. In der Evolutiondren Erkenntnistheorie ist die menschliche
Erkenntnis mafigeblich durch die Begrenztheit unserer Sinneswahrnehmung
und der Struktur unseres Gehirns bestimmt, beides Folgen der biologischen
Evolution des Menschen, der sich an eine makroskopische, nicht an eine ato-
mistische Umwelt optimal anpassen musste. A. Shimony driickt dies so aus [7]:

Die menschliche Wahrnehmungsféahigkeit ist genauso ein Ergebnis der
natiirlichen Auslese wie jedes andere Merkmal von Organismen. Da-
bei begiinstigt die Selektion im allgemeinen ein besseres Erkennen der
objektiven Ziige der Umwelt, in der unsere vormenschlichen Ahnen
lebten.
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2 Einige grundlegende Experimente

Es ist sehr interessant, die Entwicklung der heutigen Quantenmechanik his-
torisch anhand von Interpretationsschwierigkeiten wichtiger experimenteller
Befunde zu verfolgen. Vor allem gegen Ende des 19. und Anfang des 20. Jahr-
hunderts hauften sich empirische Fakten, die bei ihrer Interpretation die Un-
zulénglichkeit der klassischen Physik, der Newtonschen Mechanik und auch
der Theorie elektromagnetischer Felder (Maxwell Theorie) aufzeigten. Ein
solcher historischer Zugang ist jedoch nicht im Sinne des vorliegenden Buches;
wir wollen statt dessen einige wenige grundlegende Experimente herausgrei-
fen, die unmittelbar auf die Eigentiimlichkeiten atomarer Systeme hinweisen.
Die Experimente sind so ausgewéhlt, dass sie wesentliche Grundannahmen
der Quantenmechanik direkt begriinden.

2.1 Photoelektrischer Effekt

Bestrahlt man eine Metalloberfliche mit Licht der Frequenz w (ultraviolett
oder auch sichtbares Licht bei Alkalimetallen), so werden Elektronen aus dem
Metall emittiert. Fiir die Durchfiithrung des Experiments kann das elektronen-
emittierende Metall als Kathode in einer Elektronenrchre ausgebildet sein
und die Elektronen werden iiber eine positiv vorgespannte Anode abgesaugt
(Abb. 2.1). Diese Anordnung ist der Grundbaustein jedes Sekundérelektro-
nenvervielfachers, bei dem durch eine Reihe von Zusatzanoden der Elektro-
nenstrahl um ein Vielfaches kaskadenartig verstarkt wird, bevor er an der
letzten Anode gemessen wird.

Man beobachtet bei Beleuchtung, auch bei verschwindender Zugspan-
nung, schon einen Photostrom, ja selbst bei Anliegen einer Bremsspannung
(beleuchtetes elektronenemittierendes Metall positiv) treten noch Elektro-
nen aus. Der emittierte Strom verschwindet erst oberhalb einer maximalen
Bremsspannung Upax (Abb. 2.1c). Diese Messung erlaubt also die Messung
der Energie der austretenden Elektronen, ndmlich vermittels der Energie-
differenz eUy,ax, gegen die sie noch anlaufen kénnen. Hierbei gilt natiirlich
eUmax = mv? /2. Nach der klassischen Elektrodynamik, wo die Energiestrom-
dichte im Lichtstrahl durch den Poynting-Vektor S = £ x H gegeben ist,
wiirde man bei kleiner Lichtintensitit erwarten, dass erst nach einer gewissen
Zeit geniigend Energie tibertragen worden ist, um Elektronen herauszulosen.
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Abb. 2.1a—e. Der Photoeffekt. a Experimentelle Anordnung, bei der durch Licht
einer Photonenergie hiw aus einer Photokathode Elektronen befreit werden, die
durch eine Vorspannung U einen Photostrom I erzeugen. b Photostrom I als Funk-
tion der Lichtfrequenz w. ¢ Photostrom I als Funktion der angelegten Spannung U.
Positives U bedeutet, dass die belichtete Elektrode die Kathode ist. Umax ist die
grofite negative Vorspannung, gegen die die Elektronen noch anlaufen kénnen. Der
Sattigungsstrom I hangt in seiner Stidrke von der Lichtintensitdt ab. d Maximale
Bremsenergie eUmax als Funktion der Lichtfrequenz w. Aus dieser Auftragung
lassen sich die Naturkonstante h als Steigung und die Austrittsarbeit W der
Elektronen aus dem Kathodenmetall als Achsenabschnitt bestimmen. e Erklarung
des Photoeffekts durch das Potentialtopfmodell freier Elektronen (schattiert) im
Metall. Die eingestrahlte Photonenenergie hAw reicht aus, um ein Metallelektron
iber die Austrittsarbeit W hinaus anzuregen, sodass es dann noch die kinetische
Energie E¢ besitzt

Die Energie eUy,ax der Photoelektronen, gemessen iiber die Bremsspannung
sollte mit zunehmender Strahlungsleistung zunehmen. Dies ist nicht der Fall.
Man findet, dass die Energie der Photoelektronen nicht von der Lichtinten-
sitdt, d. h. der Strahlungsleistung abhéngt. Stattdessen beobachtet man eine
charakteristische Abhéngigkeit des Effektes von der Frequenz w des Lich-
tes. Es existiert eine Grenzfrequenz wegrenz = 2MVgrenz, Unterhalb derer keine
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Emission von Elektronen beobachtet wird (Abb. 2.1b). Diese Grenz{requenz
ist materialspezifisch. Ferner setzt die Elektronenemission schon bei geringer
Strahlungsintensitdt des Lichtes ein, wenn auch mit kleinen Stromstéarken,
d.h. geringer Anzahl austretender Elektronen. Trigt man die Energie FEq
der emittierten Elektronen (= eUpax, gemessen iiber Bremsspannung) gegen
die Frequenz des Lichtes auf, so findet man einen linearen Zusammenhang

1
Eeo = eUpax = §mv2 =hw—W. (2.1a)

Hierbei ist W die sog. Austrittsarbeit des Metalls, die iiberwunden werden
muss, bevor ein Elektron das Metall verlassen kann. Die Konstante

h="h/2n =6,6-10"'%eVsec (2.1b)

ist die Plancksche Konstante, die experimentell auf die beschriebene Weise
bestimmt wird.

Eine Erklarung all dieser Phanomene wurde erst mdglich durch die Ein-
steinsche Lichtquantenhypothese [1] (1905, Nobelpreis an Einstein 1921). Ein-
steins entscheidende Grundannahme ist, dass das Lichtfeld aus kleinsten Par-
tikeln, den Photonen besteht, deren Energie gerade gleich hw = hv ist. Nur
in solchen Quanten kann das Licht Energie an das Metall iibertragen und
Elektronen herauslosen. Jeweils ein Elektron, das mit der Energie (2.1a) das
Metall verlasst, hat die Energie eines Photons ibernommen. Die Intensitét
eines Lichtstrahls, d. h. die Energiestromdichte bei einer festen Photonenener-
gie hw ist dann proportional zur Anzahl der Photonen Aw, die im Strahl sind.

Wir kénnen noch weitere Aussagen iiber diese Photonen machen. Aus
der Relativitdtstheorie wissen wir, dass die Lichtgeschwindigkeit ¢ die grofste
iiberhaupt denkbare Geschwindigkeit und dies fiir alle sich relativ zueinander
bewegenden Inertialsysteme ist. Photonen, die kleinsten Lichtquanten (Parti-
kel), bewegen sich also mit der Geschwindigkeit ¢ in Fortpflanzungsrichtung
des Lichtes (Wellenvektor k). Aus der Konstanz der Lichtgeschwindigkeit
folgt in der Relativitdtstheorie fiir die Energie einer Masse m die sich mit
dem Impuls p bewegt

E =+/p?c® + m?c*. (2.2)

Licht und damit auch seine charakteristischen Partikel, die Photonen, sind
masselos. Weiterhin kennen wir die Dispersionsbeziehung fiir Lichtwellen w =
ck; damit folgt aus (2.2):

E = hw = hck = pc . (2.3)
Wir miissen also diesen masselosen Lichtpartikeln, den Photonen, einen Im-
puls p = hk zuordnen. Damit kommt man zu dem Schluss, dass das auf

makroskopischer Skala kontinuierlich erscheinende elektromagnetische Feld
aus Partikeln, den Photonen, aufgebaut ist, denen wir die

Energie £ = fuww = hv  und den (2.4a)
Impuls p = 7k (2.4b)
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zuordnen miissen. Das in der klassischen Maxwellschen Feldtheorie konti-
nuierliche Lichtfeld hat offenbar einen ,kornigen* Charakter; es kann mit
Materie nur Energie in Quanten der Energie iw austauschen.

2.2 Compton-Effekt

Ganz deutlich zeigt sich der Teilchencharakter des Lichtes auch im Compton-
Effekt, der von Compton und Simon 1925 entdeckt wurde [2]. Streut man
Réntgenstrahlung, z.B. mit einer Photonenenergie hv zwischen 10° und
105eV an freien oder schwach gebundenen Elektronen, so tritt neben der
Rayleigh-Streustrahlung (gleiche Wellenlange A wie einfallende Strahlung)
noch ein zweiter um A\ verschobener Anteil von Streustrahlung auf, der un-
abhéngig vom Streumaterial ist (Abb. 2.2). Rayleigh-Streuung entsteht, weil
Elektronen ihrerseits Strahlung mit der Frequenz aussenden, mit der sie zu
Schwingungen angeregt wurden (z.B. im Feld der positiven Kerne). Die zu-
sétzliche in ihrer Wellenldnge verschobene Streustrahlung zeigt nun eine Ab-
hingigkeit der Wellenldngenverschiebung AX vom Streuwinkel ¢ (Abb. 2.2).
Dieser Effekt kann quantitativ nur erklért werden, wenn man einen elas-
tischen Stoff mit Energie- und Impulserhaltung zwischen Elektronen und

00
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o
)
- 45°
=
a2 ©
= 5
S
= 90°
£
‘@
5 o
E Abb. 2.2. Originalmesskur-
= ven des Compton-Effektes [2].
% 135° K,-Strahlung von Mo fallt
\ auf Graphit und wird unter
verschiedenen Winkeln 9 zur
R F& Einfallsrichtung (0° bis 135°)
teils elastisch (A = 0,71 A)
0,700 0,705 0,710 0,715 ohne A-Verschiebung, teils

5 inelastisch mit A-Erhéhung
Wellenliinge A (Angstrom ) gestreut
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Lichtpartikeln, den Photonen, als zugrundeliegenden Mechanismus fordert.
Versuchen wir diesen Ansatz und schreiben entsprechend Abb. 2.3b die Im-
pulserhaltung in x und y-Richtung hin:

hv  hV

= —cost?+mucosy, (2.5a)
c c
h /
0= —Vsinﬁ—mvsingo. (2.5b)
c
Rontgen-Strahlung
> ( Probe >
A &
)Detektor
a)
y 1

Abb. 2.3a—c. Schema des Compton-Effektes. a Experimentelle Anordnung. b Er-
klarung der Streuparameter und der Teilchenparameter fiir das Rontgenlicht (hv
Energie, hv/c Impuls) und das gestreute Elektron (mv?/2 Energie, mv Impuls).
c Impulserhaltung beim Compton-Effekt
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Hierbei ist natiirlich m die bewegte Masse des Elektrons, die nach der Rela-
tivitatstheorie wie folgt mit der Ruhemasse m, zusammenhingt.

m=my(1 —0v?/)~Y2 (2.6)

Weiterhin haben wir wie schon bei der Interpretation des Photoeffekts
(2.4b) dem Photon den Impulsbetrag p = hk = h/\ = hv/c zugeordnet.
Der Impulsénderung des Photons bei der Streuung Ap entspricht damit eine
Frequenzinderung Av = v — v/ des Rontgenlichts.

Neben der Impulserhaltung (2.5) muss die relativistische Energieerhaltung
fiir die Teilchen gelten, d.h. mit F = hr (2.4a) fiir die Energie des Photons
muss gelten

hv +mec® = hv' +mc? . (2.7)

Hierbei wurde das Elektron zu Beginn als ruhend (Ruhemasse m,) angenom-
men. Durch Quadrieren von (2.7) und mithilfe von (2.6) erh&lt man nach
Umschreiben auf die Frequenzénderung Av:

h? (Av)? + 2moc?hAv = m2ct = i i (2.8)

Aus (2.5) lassen sich sing und cos¢ eliminieren, indem man sin? ¢ +
cos? ¢ = 1 benutzt. Man erhiilt nach Umformung:

2
B2 [ (Av)? 4 2v (v + Av) (1 — cos ) | = mict 5 v 5 - (2.9)
2 —v
Aus (2.8) und (2.9) ergibt sich durch Gleichsetzen der linken Seiten:
moc?hAv = h*v (v + Av) (1 — cos¥) . (2.10)
Mit A
c c cAv
= - _ = 2.11
A v v+Av v(v+Av) (2.112)
folgt aus (2.10)
AN = 1—cos®?) = A (1—cos?) . 2.11b
- (1 —cos?) (1 —cos¥) ( )
Hierbei ist h
Ae = =3,86-10 " cm (2.12)
MeC

die sogenannte Compton-Wellenlénge, die nur noch Naturkonstanten enthilt.
Dies ist eine interessante Grofe, da die Quantenenergie einer Strahlung mit
der Wellenldnge A, gerade gleich der Ruheenergie des Elektrons ist:

h
A—C = hv = moc® = 511keV (2.13)

C
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Gleichung (2.11) beschreibt quantitativ die bei der Streuung beobachtete Fre-
quenzverschiebung Av, bzw. AX in Abhéngigkeit vom Beobachtungswinkel 4.
Wem die relativistische Rechnung (2.5-2.12) zu aufwendig ist, der iiber-

zeuge sich mittels einer nichtrelativistischen Rechnung (Abb. 2.3¢) fiir den
Grenzfall kleiner Frequenzidnderungen und m = mg von der Richtigkeit des
Ergebnisses (2.11) auch im nichtrelativistischen Grenzfall. Fiir den Grenz-
fall v = v/ ergeben sich in Abb. 2.3c¢ fast gleich lange Impulsvektoren
hv/c ~ hy' /c fiir das einfallende und das gestreute Photon, sodass man aus
den beiden rechtwinkligen Dreiecken SCB und SCA mittels der Impulserhal-
tung (mv = AB) abliest:

1 hy . 0

5Mu = ——sing . (2.14)
Damit schreibt sich die Anderung der kinetischen Energie des Elektrons (zu
Beginn ruhend), an dem die Photonen gestreut werden, als Anderung der
Photonenenergie (hv — hv'):

1 1 2 4ht?sin?9/2
—mv? = - (mo) = vZsin 9/ =hv—h'. (2.15)
2 2 m 2mc?
Mit v/ ~ v und Kiirzen durch hv? folgt:
2h 5,0 v—=v 1 1
@ sin 5 = 2 ~ ; — ; . (216)

Umgeschrieben in eine Anderung der Wellenlinge A) ergibt sich:

2h 9 h
AN=)N - A= "—sin? = = — (1 —cos?) . (2.17)
me 2 mc
Fiir den nichtrelativistischen Grenzfall (m a m, ) ist diese Gleichung identisch
mit der allgemeineren relativistischen Beziehung (2.11).

2.3 Beugung von Materieteilchen

Wahrend die experimentellen Befunde zum Photoeffekt und zum Compton-
Effekt nur durch den Partikelcharakter (Photon) der elektromagnetischen
Strahlung erklért werden koénnen, gibt es mittlerweile Beugungsexperimen-
te mit Strahlen von fast allen Materieteilchen, z. B. Elektronen, Neutronen,
Atomen, Molekiilen usw. die zweifelsfrei zeigen, dass die Ausbreitung dieser
Teilchen im Wellenbild beschrieben werden muss.

Schon 1919 beobachteten Davisson und Germer bei der Reflexion lang-
samer Elektronen an Kristalloberflichen Intensitdtsmodulationen im reflek-
tierten Elektronenstrahl als Funktion des Beobachtungswinkels [3]. Die Er-
klarung wurde durch die De Brogliesche Hypothese moglich, dass die Bewe-
gung der Elektronen mit Wellenausbreitung verkniipft ist [4]. Analog zum
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Lichtteilchen, dem Photon, forderte De Broglie auch fiir Materieteilchen die
fundamentale Beziehung (2.4b) p = h/X zwischen Impuls und Wellenlénge.
Driickt man den Impuls p = mv durch die kinetische Energie Eyj, = %mv2
des Teilchens aus, so folgt fiir die Wellenldnge der Elektronenwelle

_1
2

A=h (2mEkin) , (218&)

d. h. Elektronen, die eine Beschleunigungsspannung von U Volt durchlaufen
haben, entspricht eine Wellenlénge

A=123A/VU .

Aus dem Experiment von Davisson und Germer hat sich eine Standard-
charakterisierungsmethode fiir die atomare Struktur von Festkorperoberfla-
chen entwickelt, das LEED (low energy electron diffraction), das in jedem
oberflachenphysikalischen Laboratorium heute anzutreffen ist. Die experi-
mentelle Anordnung eines LEED-Experiments ist schematisch in Abb. 2.4
dargestellt. In einer Vakuumkammer (Druck iiblicherweise <1070 Torr)
ist die Kristalloberflache vor einem gekriimmten Leuchtschirm angeordnet.
Durch eine Offnung im Schirm fillt der Elektronenstrahl mit einer wohlde-
finierten kinetischen Teilchenenergie FEy;, = eU, die durch eine Beschleu-
nigungsspannung U in der Gréfienordnung 30V bis 200V eingestellt wird.
Damit die von der Kristalloberflache zuriick gestreuten Elektronen auf dem
Leuchtschirm sichtbar gemacht werden kénnen, miissen sie durch eine Span-
nung von einigen 1000V am Beschleunigungsgitter vor Auftreffen auf den
Schirm beschleunigt werden. Bei kristallinen Proben beobachtet man immer
mehr oder weniger scharfe helle Intensitdtsmaxima auf dem Leuchtschirm,
sog. LEED-Reflexe. Die an einer ZnO-Kristalloberfliche beobachteten Refle-
xe sind in Abb. 2.5 abgebildet.

(2.18b)

Abb. 2.4a,b. Schema

eines LEED (low ener-

Elektronenstrahl —I. — gy electron diffraction)-
- Beugungsexperimentes mit
langsamen Elektronen. a Ex-
Beschleunigungs-  perimentelle Anordnung im
a) Leuchtschirm "N\ gitter Ultrahochvakuum (UHV).
b Darstellung der Beugung
gestreuter . .
Strahl eines einfallenden Elektro-
nenstrahls an der obersten
o o Atomlage eines Kristalls. Von
den Atomen A und B ge-
einfallender 9 ° hen Kugelwellen aus, die sich
Strahl A A °I a je nach Gangunterschied As
B ©° entweder verstirken (Bragg-
°© o Reflex) oder ausloschen. a ist
b) o o der Atomabstand



2.3 Beugung von Materieteilchen 19

Abb. 2.5. LEED-Beugungsbild
von Elektronen einer kinetischen
Energie eU = 140eV an einer
Zn0(1010)-Oberfliiche. Die Elek-
tronen fallen senkrecht auf die
Kristalloberflichen und helle
Punkte zeigen als Bragg-Reflexe
die sich verstirkende Uberlage-
rung der Wellen an. Der dunkle
Schatten im Bild rihrt vom
Kristallhalter her

Die Erkldrung des Reflexmusters ist nur moglich, indem man den Elek-
tronen im Strahl eine Welle zuordnet. Trifft diese Elektronenwelle auf die
Atome des Kristallgitters (Abb. 2.4), so gehen von diesen gestreute Kugel-
wellen aus, die sich in gewissen Raumrichtungen konstruktiv iiberlagern und
sonst gegenseitig ausloschen.

Da Elektronen niedriger Energie (~100€V) iiberwiegend an der ersten
Atomlage gestreut werden, ergibt sich nach Abb. 2.4b fiir den Gangunter-
schied zweier Teilwellen, die von Streuung an den Atomen A und B beriih-
ren, As = asin® mit a als Atomabstand. Fiir konstruktive Interferenz muss
As einem Vielfachen der Wellenlénge der Elektronenwelle entsprechen; damit
folgt als Bedingung

asin?d = nA\ . (2.19)

Beugungsintensitiit wiirde man also auf einem Kegel mit dem Offnungs-
winkel (5 —4J) um die Atomreihe lings A und B erwarten. Die Kristallober-
fliche ist jedoch zweidimensional, sodass eine zu (2.19) analoge Bedingung
fiir konstruktive Interferenz auch fiir die Richtung senkrecht zu AB existiert.
Dies schrénkt die konstruktive Interferenz auf nur eine Richtung, d.h. einen
speziellen LEED-Reflex ein. Die verschiedenen Beugungsreflexe in Abb. 2.5
resultieren aus héheren Ordnungen, d.h. verschiedenen n in (2.19) und der
analogen zweiten Gleichung fiir die dazu senkrechte Richtung. Bei der quan-
titativen Auswertung des Beugungsbilds errechnet man aus der kinetischen
Energie des einfallenden Elektronenstrahls (2.18a) bzw. der Beschleunigungs-
spannung U die Elektronenwellenldnge und kann aus dem Beugungswinkel 9
Information iiber den Atomabstand bekommen. Dies ist mittlerweile eine
Standardmethode in der Oberflichenphysik; jedes dieser Experimente, im-
mer wieder ,rund um den Erdball“ ausgefiihrt, belegt den Wellencharakter
von Elektronen.
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Nicht nur die Bewegung von Elektronen gehorcht Gesetzen der Wellen-
ausbreitung. Schon 1930 wiesen Estermann und Stern [5] nach, dass He und
Hj-Strahlen an Festkorperoberflichen Beugungsphdnomenen unterliegen. Ein
schones Beispiel aus neuerer Zeit sind Beugungsexperimente mit He-Strahlen
an Platinoberflichen [6], die durch einen prézisen Schriganschliff eine regel-
miifige Abfolge von atomaren Stufen im Abstand a = 20 A aufweisen. Der
fiir die Beugungsversuche verwendete He-Atomstrahl wird durch Uberschall-
expansion aus einer Diise hergestellt und in einer Vakuumkammer (Druck
p < 10719 Torr) auf die gestufte Pt-Oberfliiche geschossen. In Abb. 2.6
ist die gebeugte Intensitédt als Funktion des Streuwinkels ¢, bei einem fes-
ten Einfallswinkel ©; = 85° zur Oberflichennormalen dargestellt. Die be-
obachteten Beugungsmaxima im reflektierten Strahl riithren nicht von den
Pt-Oberflichenatomen her, sondern von den in regelméfigem Abstand an-
geordneten Stufen, von denen gestreute Wellen ausgehen, die miteinander
interferieren. Da Stufen eindimensionale Streuzentren sind, lasst sich zur Be-
schreibung der Beugungsfigur unmittelbar Gleichung (2.19) anwenden, nur

20 3 4

Zihlrate (10%s)

85 75 65 55
a) Streuwinkel O, (Grad)

He-Strahl

— / | " Pt-Oberfliiche

b) AS;‘ ASr

Abb. 2.6a,b. Beugung eines He-Atomstrahls an einer Pt-Oberfliche mit regelma-
Big angeordneten Stufen im Abstand von a = 2nm [6]. Wie bei einem Echelette-
Gitter in der Lichtoptik erhélt man maximale Intensitét in den Beugungsordnungen,
die in Richtung der Spiegelreflexion am Wechselwirkungspotential liegen. a Gebeug-
te Intensitit als Funktion des Streuwinkels 1,; Einfallswinkel 9; = 85° zur Norma-
len der Pt-Oberflache. Die mit 0,1,...,5 gekennzeichneten Reflexwinkel sind aus
dem Stufenabstand a = 2 nm errechnet. b Schema der Streugeometrie. Die Gang-
unterschiede As; und As, bestimmen die Reflexionswinkel, unter denen Beugungs-
reflexe erscheinen
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dass sich der Gangunterschied zwischen zwei benachbarten Strahlen aus den
Betragen As; und As,. in der einfallenden und reflektierten Welle zusammen-
setzt. Damit wird die Lage der Beugungsmaxima beschrieben durch

a (sinv; — sinv,) = nA . (2.20)

Aus der nach (2.18a) berechneten Wellenliinge A der He-Strahlen von 0,56 A
und dem Stufenabstand a = 20 A ergeben sich die in Abb. 2.6a eingezeichne-
ten und mit n = 0, 1,2, ... durchnummerierten Maxima. Sie stimmen in ihrer
Winkellage hervorragend mit den experimentellen Beugungsmaxima iiberein.
Wie bei einem optischen Echelett-Gitter wird dabei die Richtung der Spie-
gelreflexion (Maxima 3 und 4) intensitdtsméafig bevorzugt.
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Abb. 2.7. Neutronenbeugung an einer FeCo-Legierung [7]. a Ungeordnete und
geordnete Phase von FeCo. b Neutronendiffraktogramm der geordneten und der
ungeordneten Phase von FeCo. Wegen der niedrigen Zahlraten in der Neutronen-
streuung sind lange Messzeiten erforderlich
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Neutronen wechselwirken wegen ihrer fehlenden Ladung nur sehr schwach
mit Materie. Sie durchdringen grofere kristalline Proben fast ungeschwacht.
Aber auch hier beobachtet man neben dem direkt durchgehenden Strahl ei-
ne Reihe von wohldefinierten scharfen Strahlen unter gewissen Beugungs-
winkeln, bezogen auf die Primérstrahlrichtung (Abb. 2.7). Die quantitative
Auswertung der Experimente basiert wieder, &hnlich wie bei Elektronen und
He-Atomen, auf der Beugung der dem Neutron zugeordnete Welle an den
regelmifig angeordneten Atomen, genauer den Atomkernen [7].

All diese Experimente zeigen, dass es eine allgemeine Eigenschaft aller
Materieteilchen ist, dass sie bei ihrer Bewegung im Raum durch eine Wel-
lenausbreitung beschrieben werden miissen. Anders kénnte man die immer
wieder beobachteten Beugungs- und Interferenzphénomene nicht verstehen,
die mittlerweile in Standardcharakterisierungsverfahren der Festkorper- und
Oberflachenphysik zur strukturellen Untersuchung von Festkérpern einge-
setzt werden.

2.4 Teilcheninterferenz am ,,Doppelspalt*

Beugung am Doppelspalt und die hinter dem Spalt auf einem Schirm beob-
achtbaren hellen und dunklen Interferenzlinien fithrten schon in der Friihge-
schichte der Physik Th. Young zur Welleninterpretation des Lichtes. Statt
zweier Spalte benutzte A.J. Fresnel das sog. Biprisma (Abb. 2.8a) zur De-
monstration der gleichen Art von Doppelspaltinterferenz.

In diesem experimentellen Aufbau féllt Licht einer festen Wellenldnge A
von einem Spalt S auf ein Doppelprisma mit geringen Prismenwinkeln. Das
Biprisma vereinigt zwei Teilbiindel auf einem dahinter stehenden Schirm. In-
folge ihres geringen Gangunterschieds sind die Teilbiindel kohdrent. Wie aus
Abb. 2.8a ersichtlich scheinen diese beiden Teilbiindel von zwei eng benach-
barten virtuellen Spalten S’, S” zu kommen; auf dem Beobachtungsschirm
erzeugen sie also das gleiche Interferenz-Streifenmuster, als ob sie von zwei
reellen Spalten wie im Youngschen Experiment kdmen. Die Intensitét I er-
reicht immer dann ein Maximum, wenn der Gangunterschied der von S’ und
S” herkommenden Strahlen sich gerade um ein Vielfaches n der Lichtwellen-
lainge A unterscheidet. Ausloschung resultiert aus Gangunterschieden eines
ungeraden Vielfachen von A\/2. Solche Interferenzmuster (Abb. 2.8a) konnen
nur durch Ausbreitung von Wellen erklart werden; eine Interpretation im
Teilchenbild ist ausgeschlossen.

2.4.1 Doppelspaltexperimente mit Elektronen

Ein Doppelspaltexperiment fiir Elektronen wurde schon 1956 von G. Méllen-
stedt und H. Diicker mittels eines Biprismas fiir Elektronen durchgefiihrt [8].
Das Biprisma bestand in diesem Fall aus einem positiv geladenen metalli-
schen Faden zwischen zwei planaren Elektroden auf Erdpotential (Abb. 2.8b).
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Abb. 2.8a—c. Doppeltspaltbeugung von Licht und von Elektronen. a Anordnung
zur Beobachtung optischer Zweistrahlinterferenz von monochromatischen Licht-
wellen mittels eines optischen Biprismas. b Analoge Anordnung zur Zweistrahl-
Elektronenbeugung. Das Biprisma wird durch einen positiv geladenen Metallfaden

in einer Elektronenmikroskopséule realisiert. ¢ Elektronenbeugungsbild, das mittels
der Biprisma-Anordnung in (b) erzeugt wurde [8]

Durch diese Anordnung wird ein Elektronenstrahl, der in einer Elektronen-
mikroskopséule im Fokus F' fokussiert wurde, in zwei Teilstrahlen getrennt.
Die Elektronen fliegen an dem positiv aufgeladenen Metallfaden vorbei und
werden von ihm zur Mitte hin abgelenkt. Das Feld eines solchen Drahtes
ist proportional zu r~! (r Abstand vom Draht). Ein Elektron, das nahe am
Draht vorbei fliegt, erfahrt eine starke seitliche Kraftkomponente, aber nur
fiir kurze Zeit. Fliegt das Elektron in groferem Abstand vorbei, dann ist die
seitlich ablenkende Kraft kleiner, aber wirkt ldngere Zeit. Im Feld des Drah-
tes héngt daher iberraschenderweise der Gesamtablenkwinkel eines Elektrons
nicht vom Abstand vom Draht ab, sondern nur von seiner Energie. Elektro-
nen einer bestimmten Energie verhalten sich also genau so wie monochroma-
tisches Licht am Fresnel-Biprisma oder beim Youngschen Doppelspaltexperi-
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10 Elektronen 100 Elektronen

4 Elektronen

Abb. 2.9a—d. Sukzessive Ausbildung eines Zweistrahl-Elektronenbeugungsbilds,
das mit einer Biprisma-Anordnung nach Abb. 2.8b erzeugt wurde [9]. Die Elektro-
nendichte im Strahl ist so niedrig, dass jeweils nur ein einzelnes Elektron die Séule
des Elektronenmikroskops passiert und jeweils nur einzelne Elektronen nacheinan-
der auf dem 2-dimensionalen, ortlich auflésenden Detektorschirm als Pixel detek-
tiert werden. Die Beugungsbilder (a) bis (d) wurden nach Passieren verschiedener
Elektronenzahlen aufgenommen

ment. Sie erzeugen auf einer hinter dem Biprisma angeordneten Photoplatte
ein Interferenzstreifenmuster (Abb. 2.8¢), wiederum ein klarer Beweis fiir die
wellenartige Ausbreitung der Elektronenstrahlen.

Das Experiment von Mollenstedt und Diiker wurde 1989 von Tonomura
et al. [9] mit verfeinerten technischen Mitteln wiederholt. Insbesondere ver-
wendeten diese Autoren modernste ortsauflésende Halbleiterdetektoranord-
nungen zur bildhaften Aufzeichnung des Elektroneninterferenzmusters. Diese
Halbleiterdetektoren besitzen eine so hohe Nachweisempfindlichkeit, dass das
Auftreffen einzelner Elektronen registriert wird. Ein detektiertes Elektron er-
zeugt einen Stromimpuls im Detektor, der auf einem elektronisch angekop-
pelten Bildschirm vergrofert einen Lichtblitz lokal aufgeldst erzeugt. Der Ort
des Lichtblitzes auf dem Schirm entspricht dem Ansprechen eines gewissen
lokal definierten Detektors (Pixel) in der Gesamtanordnung von Detektoren.
Das Ergebnis der Experimente (Abb. 2.9) zeigt ganz klar das unerwartete
und anschaulich nicht zu verstehende Verhalten von Elektronen bei ihrer Be-
wegung durch den Raum.
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Elektronen breiten sich geméifs den Gesetzen von Wellen aus, sie erzeu-
gen Interferenzmuster. Diese werden aber nur sichtbar, wenn geniigend viele
Elektronen beobachtet wurden. Betrachtet man den Bildschirm, nachdem
nur 10 Elektronen das Biprisma passiert haben (Abb. 2.9a), so sehen wir
das statistisch verteilte Aufblitzen dieser 10 Elektronen auf dem Bildschirm.
Ein Interferenzmuster ist nicht zu erkennen. Offenbar spricht irgendein Pixel-
Detektor auf der Detektoranordnung irgendwo, irgendwann an. Sammelt man
die Ereignisse, indem 100, 3000 oder gar 70 000 Elektronen die Anordnung
passiert haben und detektiert wurden, so ist das Doppelspaltinterferenzmus-
ter klar zu erkennen (Abb. 2.9d). In ihrer Gesamtheit gehorchen die Elektro-
nen Gesetzen der Wellenausbreitung, aber das einzelne Elektron wird statis-
tisch, v6llig unvorhersehbar irgendwo auf der Detektoranordnung als ,,punkt-
féormige Anregung“ registriert. Es hat dort die ihm zukommende kinetische
Energie an den speziellen Pixel-Detektor abgegeben.

Es ist besonders hervorzuheben, dass in der betrachteten experimentel-
len Anordnung eine Elektron-Elektron Wechselwirkung ausgeschlossen wer-
den kann, weil aufeinander folgende Elektronen sich zeitlich und rdumlich
nicht ,,sehen” konnten. Wéhrend ein Elektron im Detektor gerade registriert
wird, ist das darauf folgende Elektron noch nicht einmal aus der Kathode
des Elektronenmikroskops emittiert worden, so gering ist die Intensitdt im
Elektronenstrahl.

Einzelne Elektronen haben die Wahl, den einen oder den anderen Weg —
durch den einen oder den anderen Spalt — zu gehen, sie werden als Teil-
chen punktférmig, statistisch verteilt auf dem Pixel-Detektor registriert. Wir
wissen nicht, welchen Weg sie genommen haben, aber in ihrer Gesamtheit
formen sie das Interferenzbild, ohne etwas ,,voneinander zu wissen*. Dieser
Teilchen-Welle-Dualismus, der jeder Anschauung widerspricht, ist das ,,Herz*
der Quantenmechanik. Feynman [10] beschreibt dieses Verhalten, das sich
im Doppelspaltexperiment zeigt als: ,,impossible, absolutely impossible to ex-
plain in any classical way, and has in it the heart of quantum mechanics®. Wir
miissen uns also daran gewOhnen, dass auf atomarer Ebene und auf Grofen-
skalen darunter die Natur sich vollig unanschaulich verhélt, nach Gesetzen,
an die wir Menschen mit einer ,natiirlichen* Léngenskala von Zentimeter bis
Meter nicht gewohnt sind. Es wére auf der anderen Seite aber auch erstaun-
lich, wenn unsere Wahrnehmungsorgane und unser Gehirn, das sich in mehr
als 100 Millionen Jahren biologischer Evolution in Anpassung an die uns mit
unseren Augen und Hénden zugéngliche Umwelt entwickelt hat, die Realitét
des Gesamtkosmos, des sehr Kleinen und sehr Grofien erfassen konnte. In
diesen Phasen der iiberlebensnotwendigen Anpassung von Lebewesen an eine
Umwelt im Mikrometer, Zentimeter und MetermaRstab war es fiir das Uber-
leben wichtiger, den Abstand zwischen Asten eines Baumes und die Breite
eines Wassergrabens abschétzen zu konnen als den Weg einzelner Elektronen
auf einer Skala im Nanometerbereich verfolgen zu kénnen. Wir sollten uns al-
so nicht dariiber wundern, dass das atomare und subatomare Geschehen, wie
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es sich in der Quantenmechanik zeigt, unserer begrenzten Vorstellungswelt
nicht zugénglich ist. Wundern sollten wir uns allerdings, dass wir mithilfe
der Mathematik — und sei es nur in der Beschreibung statistischen Gesche-
hens — in der Lage sind, uns ein abstraktes Abbild dieses unanschaulichen
Geschehens auf subatomarer Skala zu machen, das auch noch nachpriifbare
und nachmessbare Ergebnisse vorherzusagen gestattet. Eine mdgliche Erkla-
rung dafiir ist, dass es offensichtlich eine wohlstrukturierte Realitdt aufserhalb
und iiber unsere Wahrnehmung hinaus gibt, die logischen Gesetzen gehorcht.
Mathematik und Logik reichen offenbar iiber die unseren Sinnen zugéngliche
Welt hinaus und gestatten die Erstellung theoretischer Systeme, wie das der
Quantenmechanik, die weitere Bereiche der Realitdt beschreiben als unsere
Zentimeter- und Meter-Umwelt.

2.4.2 Teilcheninterferenz und ,,Welcher Weg*“-Information

Noch ,,verriickter wird das Verhalten von atomaren oder subatomaren Teil-
chen im Doppelspaltexperiment, wenn wir die Frage stellen, durch welchen
Spalt ist das Teilchen nun wirklich geflogen, falls wir die in Abschn. 2.4.1
beschriebene Interferenz beobachten. Schon in den frithen Jahren der Quan-
tenmechanik um 1920 wurde diese Frage ausfiihrlich von Heisenberg, Einstein
und anderen sowie spéter von Feynman [10] anhand von Gedankenexperimen-
ten diskutiert. Die wesentliche Schlussfolgerung aller Diskussionen war im-
mer, dass die Interferenz nur beobachtbar ist, wenn wir auf die Information,
durch welchen Spalt das Teilchen geflogen ist (,, Welcher Weg‘“-Information)
verzichten. Jede denkbare Messung des detaillierten Weges, zum Beispiel iiber
Streuung an einem Photon vor einem der beiden Spalte (siehe Compton-
Streuung, Abschn. 2.2) iibertragt an das Elektron soviel Impuls p = &k, dass
das Interferenzbild verwischt wird. In der Argumentation von Heisenberg und
Feynman kénnen wir zwar die Photonenenergie des Messlichts so gering ma-
chen, dass der Einfluss auf das Elektron vernachldssigt werden kann; dann
muss man jedoch die Wellenldinge A des Messlichts wegen p = hk = h/) so
grof machen, dass der rdumliche Abstand zwischen den beiden Spalten nicht
mehr aufgeldst werden kann (mikroskopische Abbildung einer Strukturgro-
ke d verlangt \ < d).

Und schon ist eine Ortsbestimmung, der Elektrontrajektorie (durch wel-
chen Spalt?) nicht mehr moglich. In diesem Gedankenexperiment wird aber
das Auftreten der Elektronen-Doppelspaltinterferenz damit verkniipft, dass
die Bewegung des Teilchens nicht durch den Einfluss, d.h. den Impulsiiber-
trag eines Messteilchens gestort wird. Eine Messung der genauen Trajektorie
verlangt eine Lichtwellenlénge A < Spaltabstand, die mit einem merklichen
Impulsiibertrag an das Teilchen verbunden ist, der zu einer Ausléschung des
Interferenzmusters fiihrt.

In jiingster Zeit nun sind wirkliche Experimente moglich geworden, bei
denen die Auslesung der ,, Welcher Weg“-Information ohne merklichen Uber-
trag von Impuls an das gebeugte Teilchen im Doppelspaltexperiment gelingt.
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Und siehe da! Das Interferenzmuster verschwindet. Es ist nur zu sehen, wenn
man auf die Information verzichtet, durch welchen Spalt, d. h. iiber welchen
Weg das Teilchen gelaufen ist. S. Diirr, T. Nonn und G. Rempe [11, 12| ha-
ben ein Experiment mit Rb-Atomen durchgefiihrt, bei dem ein Strahl dieser
Atome an stehenden Laserlichtwellen gebeugt wird. Wie wir spéiter in Kap. 8
sehen werden, stellen hochintensive stehende Lichtwellen mit ihren raumlich
konstanten Knoten (Intensitdt = 0) und Béuchen fiir einen Atomstrahl ein
Beugungsgitter mit einem Gitterabstand der halben Lichtwellenldnge dar,
so wie in Abschn. 2.3 die periodische Anordnung von Atomen im Kristall.
Gemél Abb. 2.10a fiihrt die Beugung der Rb-Atome an einer ersten ste-
henden Welle zu einem durchlaufenden Strahl C' (0. Beugungsordnung) und
einem in erste Ordnung abgebeugten Strahl B. Diese Atomstrahlen treffen
auf eine zweite stehende Laser-Lichtwelle und werden durch Beugung in die
Atomstrahlen D, F und F, G zerlegt, die paarweise miteinander interferie-
ren und die beiden phasenméifig gegeneinander verschobenen Interferenzmus-
ter in einem ortsauflésenden Detektor dahinter erzeugen. Abbildung 2.10b
zeigt die wirklich gemessenen Interferenzintensitéten fiir zwei verschiedene
Laser-Lichtwellenldngen mit Knotenabstand (Gitterperiode) d = 1,3 und
3,1 um.

Das Besondere an diesem Experiment besteht nun darin, dass es sich
um gebeugte Atome handelt, die auker durch ihre , Ortskoordinate, d.h.
die Wahrscheinlichkeit fiir ihr Vorhandensein an einem gewissen Ort, auch
noch durch innere Freiheitsgrade, zum Beispiel die Anregung in gewisse An-
regungszustinde (Spineinstellung etc.) charakterisiert werden kénnen. Die
Details dieses Experiments werden wir erst viel spéater in diesem Buch (Ab-
schn. 8.2.4), nachdem wir viel {iber Quantenmechanik gelernt haben, ver-
stehen konnen. Dennoch sei hier vorweggenommen, dass man durch Ein-
strahlung von Mikrowellenstrahlung der Frequenz 3 GHz die Rb-Atome vor
ihrem Eintritt in das erste Beugungsgitter (1. Laserwellenfeld) in einen inne-
ren angeregten Zustand versetzen kann, sodass nach der Aufspaltung in die
zwei Teilbiindel B und C ein weiterer Mikrowellenimpuls die Unterscheidung
moglich macht, ob das in den Interferenzfiguren (Strahlen D und E bzw. F'
und G) beteiligte Atom, aus dem Teilbiindel B oder C' herriihrte.

In diesem Experiment sind die Teilchenstrahlen aus den beiden Spalten
also durch die Teilbiindel B und C realisiert und mittels Mikrowellenim-
pulsen vor und nach Durchlaufen des ersten Beugungsgitters (1. stehende
Laserwelle) kann zwischen dem Weg iiber B oder C' unterschieden werden.
Man kann leicht abschédtzen, dass mit den Mikrowellenimpulsen einer Fre-
quenz von 3 GHz kein Impulsiibertragung auf die schweren Rb-Atome iiber-
tragen werden kann, der zu einer Verschmierung des Interferenzbilds fiithren
kénnte. Dennoch fiithrt das Einschalten der Mikrowellenstrahlung zur volli-
gen Ausloschung des Interferenzbilds (Abb. 2.10c). Nur ein monotoner In-
tensitétsuntergrund, der dem Mittelwert der ankommenden Rb-Atomdichte
in den Strahlen D und E bzw. F und G entspricht, wird detektiert. Dieses
Messresultat wird gefunden, unabhéngig davon, ob die Information iiber den
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Abb. 2.10a—c. Zweistrahl-Interferenz zweier Rb-Atomstrahlen, bei denen ein inne-
rer Freiheitsgrad der Atome (Spineinstellung) eine Information dariiber ermoglicht,
welchen Weg ein einzelnes Atom genommen hat [11, 12]. a Schema des Atom-
Interferometers: Bragg-Reflexion an einer stehenden Laser-Lichtwelle teilt den ein-
fallenden Strahl A in zwei Teilbiindel B und C'. Eine zweite stehende Lichtwelle
spaltet diese Teilstrahlen in die Atomstrahlen D und E bzw. F' und G auf, die paar-
weise miteinander interferieren. Einstrahlen von Mikrowellen kann die Rb-Atome
vor Eintritt in das erste optische Gitter (Laser-Welle) anregen und ein zweiter
Mikrowellenimpuls zwischen den beiden optischen Gittern (1. und 2. Laserwelle)
dient dazu, die ,,Welcher Weg‘-Information iiber die interferierenden Atomstrahlen
auszulesen (siehe auch Abschn. 8.2.4 und Abb. 8.5). b Gemessene Atomstrahlin-
terferenzen aus den Biindeln D und E bzw. F' und G, wenn die ,,Welcher Weg"-
Information nicht abgefragt wurde (keine Mikrowellenimpulse); zwei verschiedene
Gitterperioden (Knotenabstinde der Laser-Wellen) d = 1,3um und d = 3,1 um
wurden eingestellt. Die durchgezogenen Kurve wurden theoretisch ermittelt. ¢ Ge-
messene Strahlintensitéiten in der Uberlagerung von D und E bzw. F und G bei
abfragen der ,,Welcher Weg"-Information

Weg, B oder C' (welcher von den beiden Spalten?), ausgelesen wird, oder ob
die Messung ohne Auslesung und Registrierung durch den Experimentator
durchgefiihrt wurde.

Was kénnen wir aus diesem Experiment lernen?

Einmal sehen wir, dass nicht der beobachtende Experimentator (Mensch)
entscheidend ist, ob die Doppelspalt-Interferenz erscheint oder nicht. Allein
die Funktion der Messordnung fiir die ,,Welcher Weg“-Information ist ent-
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scheidend; ob sie an- oder ausgeschaltet ist, allein dies hat Einfluss auf das
Erscheinen des Interferenzbilds.

Die ,,reale Welt“ schert sich nicht darum, ob ein Mensch sie beobachtet
oder nicht. (Realismus statt Idealismus!) Weiterhin muss es eine Korrelati-
on zwischen den zu beobachtenden Teilchen und der Messanordnung geben,
die nicht auf Impuls- oder Energietibertrag vom Messsystem auf die Teilchen
zuriickzufiihren ist. Dies ist ein Phdnomen, das offenbar typisch fiir atomare
und subatomare Teilchen ist und das jenseits unserer klassischen Vorstellung
existiert. Wir werden dieses Phdnomen, das man ,,Verschrankung* (Entan-
glement) nennt, spater im Rahmen der Quantenmechanik besser verstehen
(Kap. 7).
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3 Teilchen-Welle-Dualismus

3.1 Die Wellenfunktion und ihre Interpretation

Die in Kap. 2 beschriebenen Experimente zeigen zweifelsfrei, dass sowohl
Lichtwellen, die sich im Raum ausbreiten als auch atomare und subatoma-
re Teilchen, wie zum Beispiel Elektronen und Atome, die sich von einem
Ort zum anderen bewegen, eines gemeinsam haben. Thre Ausbreitung bzw.
Bewegung gehorcht Gesetzen der Wellenlehre. Nur diese kann das Zustande-
kommen von Beugung und Interferenz, wesentlich nicht lokale Ph&nomene,
beschreiben. Andererseits zeigen sowohl elektromagnetische Strahlung wie
auch Elektronen und Atome bei der Detektion und bei Streuexperimenten
(Compton-Effekt) ihren Teilchencharakter. Man kann vereinfacht sagen: ,, Al-
les, Materie und Energiefelder, ist zugleich Welle und Teilchen*.

Wir kommen so zu der aus den Experimenten in Kap. 2 folgenden Ent-
sprechung des Teilchen- und Wellenbilds beziiglich Energie £ und Impuls p:

1
E=§mv2:hw, (3.1)
2m k
= mv = hk = h— — . 2
p =mv = hk h)\|k| (3.2)

Hierbei sind Masse und Geschwindigkeit v die dem Teilchenbild addquaten
Grofen, wihrend Frequenz w und Wellenzahlvektor k bzw. Wellenlénge A die
Beschreibung im Wellenbild erméglichen. Gleichungen (3.1) und (3.2) kon-
nen zuvor zur ersten quantitativen Beschreibung der Experimente herangezo-
gen werden; aber es muss noch eine tiefergehende kohédrente mathematische
Theorie der Dynamik von Teilchen und Wellen entwickelt werden, die die auf
den ersten Blick widersprechenden Phénomene Teilchen und Welle konsistent
beinhaltet. Dies gelang zum ersten Mal mit Schrodingers Wellenmechanik:

Die Propagation eines Teilchens, zum Beispiel eines Elektrons wird durch
eine Wellenfunktion v, im einfachsten Fall eines sich geradlinig bewegenden
Teilchens, mit einer ebenen Welle beschrieben:

¥ (r,t) = cellkr—wt) (3.3)

bei der Wellenvektor k und Frequenz w gerade tiber (3.1) und (3.2) die Bezie-
hung zum Teilchenbild herstellen. Diese Wellenfunktion 1) ist analog zur Welle
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eines Lichtfelds. Sie erlaubt die Beschreibung der Interferenzexperimente in
Abschn. 2.4. Insbesondere ergibt sich das Interferenzmuster des Doppelspalt-
experiments fiir Elektronen (Abschn. 2.4.1), indem wir zwei Wellen ¢ und
19, die von den beiden Spalten 1 und 2 (Orte rq, r2) ausgehen, in grofer
Entfernung auf einem Detektorschirm bei r additiv iiberlagern.

In grofser Entfernung kénnen Kugel- oder Zylinderwellen (je nachdem ob
bei rq, ro runde Locher oder Spalte sind) als ebene Wellen dargestellt wer-
den. Es gilt deshalb in einer Entfernung r, d. h. am Beobachtungspunkt der
Interferenz

Y =Py + by mit ¢ = el FTrImwt (3.4)

Wie bei Lichtwellen fordern wir, dass die beobachtbare Grofe ,, Intensitéit
des Interferenzmusters” (bei Licht die Intensitét als Quadrat der Feldampli-
tude) das Absolutquadrat der komplexen Wellenamplitude # ist. Die Intensi-
tat I, d. h. die bei groen Elektronenzahlen in Abb. 2.9 beobachtete ,,Schwar-
zung“ des Schirms in Form heller und dunkler Interferenzstreifen muss sich
so ergeben als

I =[x, t)> = [¢1]* + |¢o]* + 2P cosk - (r2 —11) . (3.5)

Hierbei wurde fiir die beiden Teilstrahlen aus r; und ro der Wellenvektor
angenahert gleich k angenommen (Abb. 3.1).

Der cos-Term, in dem die den Teilchen zugeordnete Wellenldnge A = 27 /k
und der Abstand der beiden Spalte (ro —r;) die Periodizitéit des Interferenz-
Streifenmusters bestimmen, beschreibt dabei genau das im Experiment be-
obachtete Interferenzmuster.

k- (ro —ry) ist der Gangunterschied der beiden Teilwellen 7 und 9 in
Einheiten der Teilchenwellenlénge und bestimmt damit das Auftreten von In-
terferenzmaxima und -minima. Andererseits stellen die Amplitudenquadrate
|91|> und |1p2|? einen Intensititsuntergrund dar. Dieser Untergrund ist das
Signal, das man im Doppelspaltexperiment von Abb. 2.10c beobachtet, wenn
durch eine zusétzliche Messung ,,Welcher-Weg“ Information gewonnen wird,
die das Interferenzmuster des Doppelspalts zum Erléschen bringt. Eine mog-
liche Information {iber den Weg, den das Teilchen nimmt, ob durch Spalt 1
oder 2, 16scht also den cos-Term in (3.5) aus.

Abb. 3.1. Schema der Doppelspalt-
beugung zweier Teilchenwellen 1
und 2. Eine n#dherungsweise ebe-
ne Welle (eigentlich Kugelwelle) er-
zeugt an den Spalten bei r; und ra
zwei neue Teilwellen, die am Ort r
interferieren

A
W
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Aus den Ergebnissen des Doppelspaltexperiments mit variierender Ge-
samtzahl von Elektronen (Abb. 2.9) wissen wir, dass das durch die Wellen-
ausbreitung erzeugte Interferenzmuster nur bei geniigend grofer Elektronen-
zahl in Erscheinung tritt. Jedes einzelne Elektron wird statistisch zuféllig auf
dem Beobachtungsschirm detektiert. Uber das Einzelteilchen lisst sich nichts
Definitives sagen, sein Verhalten ist statistisch und regellos.

Daraus folgt, dass 1 (r,t) nur eine statistische Aussage machen kann, die
fiir sehr viele Elektronen erst Giiltigkeit hat. Je mehr Elektronen beobachtet
werden, umso besser beschreibt (3.5) das Interferenzmuster. Wir werden so
unmittelbar zu der Aussage gefiihrt, dass |¢(r,¢)|? in (3.5) proportional zur
Wahrscheinlichkeit ist, ein Elektron bei r zur Zeit ¢ anzutreffen. Fragen wir
aber nach der Wahrscheinlichkeit dP ein Teilchen in einem Raumvolumen
d3r anzutreffen, so ist diese umso gréfer, je groker d3r gewihlt wird und
umso grofer []? dort ist, d. h.

dP oc |¢(r, t) P d3r . (3.6)

|p|? ist also eine Wahrscheinlichkeitsdichte fiir den Aufenthalt eines Elek-
trons bei r zur Zeit ¢t. Dementsprechend bezeichnen wir die Wellenfunktion
¥ (r,t) als eine Wahrscheinlichkeitsamplitude.

Wenn das Elektron, oder allgemeiner irgendein Teilchen, das durch eine
Wellenfunktion 4 (r,t) beschrieben wird, sich irgendwo in unserer Apparatur
mit einem Volumen V' aufhalten muss — wir wissen aber nicht wo — dann
kénnen wir nur sagen, das Teilchen ist mit Sicherheit im Volumen V. Es
kann irgendwo bei ry,ro,r3,...,r, innerhalb von V sein. Die Gesamtwahr-
scheinlichkeit, es entweder bei r; oder ro, ... oder r,, d. h. irgendwo in V' zu
finden, ist dann identisch gleich eins. Das Teilchen wird mit Sicherheit irgend-
wo im Volumen V gefunden. Wahrscheinlichkeiten unabhéngiger Ereignisse —
,entweder oder” — addieren sich zur Gesamtwahrscheinlichkeit. Deshalb muss
fiir die Gesamtwahrscheinlichkeit das Teilchen, irgendwo im Volumen V' zu
finden, gelten

P(Teilchen in V) = / Eriy @) =1. (3.7)
v
Die Wellenfunktion muss als Wahrscheinlichkeitsdichte im Sinne von (3.7)
iber dem Volumen V' des Gesamtsystems, das wir betrachten, normiert sein.
Je nach Problemstellung, werden wir sehen, kann V' auch der gesamte un-
endliche Raum, das Weltall, sein.

Wie iiblicherweise in der Beschreibung elektromagnetischer Wellen und
Wechselstrome haben wir in (3.4) eine komplexwertige Wellenfunktion auch
fiir die Beschreibung der Teilchenausbreitung angenommen. Fiir elektroma-
gnetische Wellen geschieht dies aus reiner Bequemlichkeit, weil man mit Ex-
ponentialfunktionen leichter als mit cos- oder sin-Funktionen rechnen kann.
Alle wirklichen physikalischen Grofien sind immer die Real- oder Imaginértei-
le der Wellenamplituden, z. B. gemessene elektrische oder magnetische Feld-
starken. Fiir die Wellenfunktion einer Teilchenwelle in der Quantenmechanik
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ist dies grundsétzlich anders. Stellen wir uns einen rdumlich ausgedehnten,
homogenen Elektronenstrahl vor, in dem ein Elektron durch eine ebene Wel-
le (3.3) beschrieben wird, dann ist die Wahrscheinlichkeitsdichte |¢)|? = ¢*1)
eine Konstante c?, genau so wie wir es fordern miissen, damit ein Elektron
iiberall im Strahl mit gleicher Wahrscheinlichkeit angetroffen wird. Wiirden
wir hingegen sin- oder cos-Wellen, d.h. nur realwertige Wellenfunktionen
zulassen, dann hitten die Aufenthaltswahrscheinlichkeiten cos?- bzw. sin*-
Charakter, d. h. rdumlich und zeitlich auftretende Bereiche, wo sich Elektro-
nen nicht aufhalten diirfen. Damit kénnten wir keine rdumlich konstante Auf-
enthaltswahrscheinlichkeit fiir ein Elektron beschreiben. Die Wellenbeschrei-
bung der Teilchenausbreitung verlangt also komplexwertig Wellenfunktionen
Y(r, t). Wir werden sehen, dass die allgemein komplexwertige Wellenfunktion
fiir gewisse Probleme auch einmal nur einen Real- oder Imaginérteil haben
kann. Dennoch muss man festhalten: Teilchenwellen (r, t) miissen im Allge-
meinen eine Amplitude und eine Phase haben, bzw. sie miissen durch einen
Real- und Imaginéarteil beschrieben werden.

Wir fassen zusammen: Atomare und subatomare Teilchen werden durch
komplexwertige Wellenfunktionen ¢ (r, t) beschrieben, die fiir Teilchen geméaf
(3.7) auf eins normiert sein miissen. Die geradlinige freie Bewegung eines Teil-
chens im Raum wird dabei durch eine ebene Welle (3.3) dargestellt, wobei
der Wellenvektor k in seiner Richtung die Bewegungsrichtung des Teilchens
angibt. Aussagen iiber ein einzelnes Teilchen sind jedoch aufgrund der Wel-
lenfunktion unméglich, da sie in Form ihres Absolutquadrats |4 (r,t)|? nur
eine Wahrscheinlichkeitsdichte fiir den Aufenthalt an einem Ort r zur Zeit ¢
angibt. Fiir sehr viele Teilchen (siche Abb. 2.9) beschreibt ||? das Verhalten
der Gesamtheit korrekt. Das ,,Schicksal* eines einzelnen Teilchens ist prin-
zipiell unbestimmt. In diesem Punkt ist die statistische Aussage der Quan-
tenmechanik fundamentaler als die in der klassischen Physik benutzte sta-
tistische Theorie vieler Teilchen. Klassische Bewegungsgesetze erlauben bei
Kenntnis der Anfangsbedingungen (Ort und Geschwindigkeit) eine genaue
Vorhersage iiber die Zukunft eines einzelnen Teilchens. Die statistische Be-
schreibung (z. B. kinetische Gastheorie, Brownsche Molekularbewegung etc.)
eines Ensembles vieler Teilchen ist dort ein Konstrukt, das uns hilft, trotz un-
genauer Angaben iiber die Anfangsbedingungen dennoch eine Aussage iiber
das Verhalten des Ensembles insgesamt zu machen. Nach allem was wir bis-
her wissen — und unser Wissen ist mittlerweile experimentell sehr fundiert
begriindet — gibt es keine sogenannten ,,verborgenen Parameter”, die die Be-
wegung eines einzelnen atomaren Teilchens beschreiben und die unterhalb
der statistischen Beschreibungsebene der ¥-Funktion die ,,Welt regieren‘.

Noch eine Bemerkung zur Wellenfunktion und zum Teilchencharakter:
Was von beiden, das Teilchen in seiner uns gewohnten raumlich begrenz-
ten Partikelgestalt, oder die ausgedehnte Welle als ,,Vehikel“ fiir eine Wahr-
scheinlichkeitsaussage ist realer? Wir sollten uns hiiten, dem einen oder dem
anderen mehr Realitdtsgehalt zuzuordnen. Die Wellenfunktion ist jedem ein-
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zelnen Teilchen gleichermafsen zugeordnet, obwohl nur sehr viele Teilchen un-
abhingig voneinander im Experiment ein Verhalten zeigen, dass durch [1)|?
beschrieben wird.

3.2 Wellenpaket und Teilchengeschwindigkeit

Mittels der Energie-Frequenzbeziehung (3.1) und der Verkniipfung von Teil-
chenimpuls mit Wellenzahl &k (3.2) sowie der Beschreibung der Teilchenaus-
breitung durch eine Welle v (r,¢) (3.3 und 3.4) ist der Ausgangspunkt fiir
den Teilchen-Welle-Formalismus geschaffen. Insbesondere die statistische In-
terpretation der Wahrscheinlichkeitsdichte 1)*1) fiir den Aufenthalt eines Teil-
chens am Ort r zur Zeit ¢ hilft uns, die anschaulich schwierige Situation des
Teilchen-Welle-Dualismus fiir Materie in einem mathematischen Formalis-
mus auszudriicken. Es besteht noch die Schwierigkeit, dass fiir eine rdumlich
ausgedehnte Welle — im Grenzfall iiber den unendlichen Raum — die Ge-
schwindigkeit eines Teilchens nicht zu beschreiben ist. Mit dem Begriff der
Geschwindigkeit ist zweifellos die Geschwindigkeit eines mehr oder weniger
rdumlich begrenzten ,,Etwas* verkniipft, eben eines in seiner Ausdehnung be-
grenzten Teilchens. Wie ist dieses Bild der Teilchen-Propagation mit dem
ausgedehnter Wellen vereinbar? Hier hilft uns der mathematische Formalis-
mus der Fourier-Transformation. Jede ,normale* Funktion (auf mathemati-
sche Details gehen wir nicht ein) ldsst sich durch Superposition von ebenen
Wellen, d.h. durch Aufsummation, bzw. ein Integral {iber unendlich viele
Wellen mit kontinuierlich dicht liegenden Wellenzahlen k darstellen.

Ein Teilchen, das sich in einem begrenzten Raumbereich, in einer Dimen-
sion durch eine ,,Ausdehnung* Az beschrieben, ldsst sich im einfachsten Fall
durch eine Wellenfunktion 1 darstellen, die die Form einer Gauf-Glocke hat.
1*1) gibt dann die Wahrscheinlichkeitsdichte an, das Teilchen gerade im lokal
begrenzten Bereich der Gauf-Funktion zu finden. Die Fourier-Entwicklung
dieser Gauf-Funktion ¢ (x) nach ebenen Wellen stellt sich dar als

1 r ikx
zp(x):ﬁ/ a (k) ko die | (3.82)

wobei a(k) die Verteilung von Wellenzahlen k angibt, die nétig ist, um im
Realraum auf der x-Achse die rdumlich begrenzte Gauf-Glocke darzustellen.
Die Wellenfunktion wird einfachheitshalber bei der Zeit ¢ = 0 betrachtet. Es
gilt dann allgemein fiir Fourier-Transformationen der Form (3.8a) die Um-
kehrtransformation:

1 r —ikx
a(k) = E_/ Y (x) e Fdr (3.8b)
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Nehmen wir also fiir ¢(z) in (3.8a) eine Gauf-Funktion

an. Der Vorfaktor tragt der Normierung des Betragsquadrats ¥ *1 auf 1 Rech-
nung. Damit ergibt sich nach (3.8b) fiir die Verteilung a(k) von Wellenzah-
len k, die das Gauf-Paket (wir sprechen anschaulich von einem Paket von
Wellen mit verschiedenem k) aufbauen.

=

¥ (@) = |27 (A2)°]

a(k) = L / |:27T (Aw)ﬂii exp (—4(:6—2> exp (—ikz) dz

2T Ax)2
1 yi z2
= — exp | ——— | exp (—ikx) dzx . 3.10
4—@@3@@24 p( 4(M)g> b (~ikr) (3.10)
Mit
x? . -1) 9 . 2 2
74(A:1:)2 —ikx = 7 (:c +i4 (Az)’ kz — 4 (A2)* k? + 4 (Az)* k )
= (=1 T i(Az)? ’ z)* k2 a
e [( +2i (Ax) k) +4(Az) k} (3.11a)
und ( )
x+2i(Az)? k dr 1
= 3 (A7) bzw. T2 (A7) (3.11b)
folgt
2 (Az) 2,2 Ji 2
a(k) = ————exp |— (Ax)"k exp (—7°) dv . (3.12a)
V (2m)° (Az)® { :|—Zo

Das letzte bestimmte Integral ist gleich /7 und es ergibt sich schlieRlich
fiir a(k):

1 1
2\ 7 1 4(Ax)* "
a(k)= (—) (Agc)é exp [— (Az)? kz] = l (Az) 1 exp [— (Az)? kz] .
s 27
(3.12b)
Dies ist wiederum eine Gaufs-Kurve als Funktion von k. Eine Wellenfunk-
tion ¥ (z) mit Gauk-Glockengestalt im Ortsraum stellt sich also als Superpo-

sition von ebenen Wellen exp(ikz) dar, in der die Verteilung von k-Werten
a(k) wiederum durch eine Gaufi-Kurve (3.12b) beschrieben wird.
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Vergleichen wir (3.12b) mit der iiblichen Darstellung einer Gauf-Kurve
als Funktion von k£ mit Ak als Breite der k-Verteilung.

1 k2
a(k)= —ex — |, 3.12¢
) = A ™ | 1 (8.12c)
so muss gelten
AkAz = % . (3.13)

Wir kénnen zusammenfassen: Teilchen- und Wellenbild lassen sich vereinen,
indem wir dem réaumlich begrenzten Teilchen eine rdumlich begrenzte Wel-
lenfunktion (x) (3.8) zuordnen, die sich durch eine unendlich grofe Anzahl
ebener Wellen exp(ikz) mit einer Verteilung der k-Werte geméafs a(k) (3.10,
3.12) darstellen lasst. Die Propagation eines raumlich lokalisierten Teilchens
kann durch die Ausbreitung unendlich vieler ebener Wellen im Raum be-
schrieben werden. Fiir eine gaufsformige Wellenfunktion mit der rdumlichen
Breite Az zur Beschreibung des Teilchens wird eine gaufformige Wellenzahl-
verteilung a(k) benétigt, die die Breite Ak = £(Axz)~! besitzt.

Wir bezeichnen — recht anschaulich — die rdumlich begrenzte Wellenfunk-
tion ¢ (x) eines Teilchens als Wellenpaket. Dieses Wellenpaket setzt sich aus
unendlich vielen gaufsverteilten ebenen Wellen zusammen.

Bisher haben wir Wellenpaket ¢(x) und die zugehorige k-Verteilung a(k)
beim Zeitpunkt t = 0 betrachtet. Die Zeitentwicklung des Wellenpakets lésst
sich einfach darstellen unter Hinzunahme der Frequenzen w(k) = +E(k) der
beteiligten ebenen Wellen. Das in der Zeit sich bewegende gaufiférmige Wel-
lenpaket stellt sich dann dar als:

. c—kg \2 .
b (z,t) = / dka (k) e!km=wt) / dke=(5a#) eitka—w® — (314)

Hierbei ist die Verteilung der beteiligten ebenen Wellen um eine zentrale Wel-
lenzahl ko gaufsformig mit der Breite Ak verteilt. Alle diese Wellen bewegen
sich in der Zeit mit den Frequenzen w(k). Falls die Gaufiverteilung a(k) nicht
zu breit ist, konnen wir w(k) um ko herum entwickeln:

ow

w(k):w(k0)+8_k

|y (k= ko) (3.15)
Damit folgt aus (3.14) nach Multiplikation mit exp(ikox) exp(—ikoz) = 1

¥ (z,t) coelkos—w ko)t / dke(558)" ila—80)(h—ko) (3.16)
Diese Wellenfunktion ist leicht zu interpretieren als gaufformiges Wellenpa-
ket, dessen Maximum sich nicht bei x sondern bei z — g—‘,‘;| kot befindet.

Das Wellenpaket ist multipliziert mit der ebenen Welle expli(kox —
w(ko)t)], die der zentralen Wellenzahl ky bzw. deren Frequenz w(ky) ent-
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spricht. Das Maximum dieses Wellenpakets bewegt sich also mit der Ge-
schwindigkeit
0w

= — 1
ok |, (3.17)

v
langs der z-Achse.

Man bezeichnet (3.17) als Gruppengeschwindigkeit des Wellenpakets im
Gegensatz zur Phasengeschwindigkeit vphase = w/k der einzelnen ebenen
Wellen (w, k), aus denen das Paket aufgebaut ist. Im Teilchen-Wellen-Bild
wird die Gruppengeschwindigkeit (3.17) mit der Geschwindigkeit eines sich
bewegenden Teilchens identifiziert. Im dreidimensionalen Raum (3D) gilt der
gleiche Formalismus, d.h. die Integrale (3.8-3.10) sind iiber 3D-Vektoren r
und k mittels d3r und d3k auszufithren und die Gruppengeschwindigkeit ist
als Gradient der Frequenz bzw. Energie des Teilchens aufzufassen:

v =Viw (k) = %VkE (k) . (3.18)

Bei Lichtwellen im Vakuum mit w = ck ist die Gruppengeschwindigkeit
Ow/0k gleich der Phasengeschwindigkeit w/k = ¢, d.h. eine Konstante, die
Lichtgeschwindigkeit c. Alle ebenen Lichtwellen, die ein Wellenpaket aufbau-
en, laufen mit der gleichen Geschwindigkeit c¢. Das Wellenpaket behélt seine
Gestalt wahrend der Propagation durch den Raum bei.

Fiir Materiewellen gilt E = hw = h?k?/2m, d.h. die Gruppengeschwin-
digkeit des Teilchens dw/0k = hk/m = p/m ist nicht gleich der Phasen-
geschwindigkeit w/k = hk/2m der einzelnen Wellen (w,k), die das Paket
aufbauen. Wahrend sich also der Schwerpunkt des Wellenpakets, mit der
Teilchengeschwindigkeit p/m fortbewegt, laufen die einzelnen Wellen (w, k),
die das Paket aufbauen, mit verschiedenen Geschwindigkeiten. Kurzwellige
Wellen (groferes k) laufen schneller als langwellige, sie iiberholen diese.

Dies fithrt zu einer Verbreiterung des Wellenpakets wahrend der Propa-
gation (Abb. 3.2). Dieses Phédnomen nennt man Dispersion. Materiewellen
zeigen Dispersion, wahrend Lichtwellen im Vakuum sich wegen w o k disper-
sionsfrei fortbewegen.

Die hier als Gruppengeschwindigkeit v = Ow/dk eines Wellenpakets defi-
nierte Teilchengeschwindigkeit muss zu konsistenten Aussagen beziiglich der
Energie-Frequenz und Impuls-Wellenzahlvektor-Beziehungen (3.1) und (3.2)
fiihren. Wir kénnen wegen der klassischen Teilchenenergie £ = %va die
Geschwindigkeit eines Teilchens im Partikelbild v = 0E/9p (mit p = mv)
und im Wellenbild v = Ow/Jk nur miteinander verbinden, wenn sowohl E
proportional zur Frequenz w als auch p iiber die gleiche Konstante A zur
Wellenzahl k ist. Diese Konstante i = h/27 ist gerade die in Abschn. 2.1
betrachtete Plancksche Konstante. Da wir spéter sehen werden, dass bei der
Streuung von Wellen aneinander die Summe der Wellenzahlen erhalten bleibt,
andererseits aber auch in einem Partikelstofs die Summe der Impulse hk er-
halten bleibt, muss i bzw. h eine universelle Konstante fiir alle Teilchen bzw.
deren Wellendarstellung sein.
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Abb. 3.2. Schematische Darstellung eines Wellenpakets (Ret: durchgezogene Li-
nie, |¢|: gestrichelt), das die Bewegung eines rdumlich lokalisierten freien Elektrons
beschreibt, fiir verschiedene Zeiten t = 0, to, 2o, . . .. Das Zentrum des Wellenpakets,
d. h. im Teilchenbild das Elektron selbst, wandert mit der Gruppengeschwindigkeit
v = dw/0k, wobei sich die Halbwertsbreite von [¢| mit der Zeit vergrofert. Die
Wellenlénge der Oszillationen von Ret) wird beim ,,Auseinanderlaufen® des Paketes
auf der Vorderseite kleiner und sie wéchst auf der Riickseite

3.3 Die Unschiarfe-Relation

Aus der wellenartigen Darstellung eines Teilchens durch ein Wellenpaket mit
der rdumlichen Ausdehnung Ax folgt unmittelbar nach (3.13), dass die Halb-
wertsbreite Ak der dazu erforderlichen Wellenzahlenverteilung a(k) umge-
kehrt proportional zur rdumlichen Halbwertsbreite des Paketes ist. Fiir ein
gaukformiges Wellenpaket folgt quantitativ (3.13). Das gaukférmige Wellen-
paket ist ein Spezialfall einer im Raum eingeschrankten Wellenfunktion, die
ein lokalisiertes Teilchen beschreiben kann. Wir konnen uns viele andere ma-
thematische Darstellungen rdumlich iiber einen begrenzten Bereich Az einge-
schréankter Funktionen ausdenken, z. B. einen rechteckigen Kasten der Breite
Az oder die Funktion sin? z/22. Je nach Problemstellung sind alle diese Wel-
lenpakete in der Lage, die Propagation eines Teilchens im Raum zu beschrei-
ben. Entwickeln wir diese rdumlich beschrinkten Funktionen (Wellenpaket)
in eine Fourier-Reihe, so werden wir immer eine im Raum der Wellenzah-
len k beschriankt ausgedehnte Verteilung a(k) finden, bei der sich eine, wie
auch immer im Detail definierte, Spreizung der k-Werte iiber einen endlichen
Bereich Ak ergeben wird (Abb. 3.3). Hierbei gilt immer analog zu (3.13)

Ax-Ak~1. (3.19)

Diese Beziehung zwischen der ,,Breite” einer Ortsfunktion Az und der ih-
rer Fourier-Transformierten Ak fiihrt auf eine wichtige physikalische Aussa-
ge. Im Sinne der Wahrscheinlichkeitsinterpretation der Wellenfunktion (Ab-
schn. 3.1) miissen wir die Breite des Wellenpakets Ax als den Raumbereich
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Y(x) a(k)
Fourier-
Transformation
P g
Ax
Ak
0 X 0 k

Abb. 3.3. GauRkformiges Wellenpaket 1)(x) einer Breite Az im Ortsraum und des-
sen Fourier-Zerlegung a(k) im Raum der Wellenzahlen k. a(k) sind die Amplituden
von harmonischen Wellen, die als Summe (Integral) iiber k ¢ (z) aufbauen. Die
Verteilung a(k) ist wieder gaufformig

auffassen, in dem das Teilchen bei einer Messung gefunden werden kann, wo
auch immer genau in Az ist vollig unbestimmt. Dementsprechend ist dann
aber auch der Wellenzahlverkehr £ des Teilchens unbestimmt und zwar in-
nerhalb eines Bereiches Ak. Da p = hik der Impuls des Teilchens ist, konnen
wir Ort und Impuls des Teilchens nur innerhalb gewisser Bandbreiten Ax
und Ap mit

Ax-Ap~h (3.20)

angeben.

Eine ,,scharfe” Messung des Ortes Az = 0 beinhaltet gleichzeitig eine un-
endlich grofe p-Unschérfe, d. h. Unkenntnis des Teilchenimpulses, und um-
gekehrt. (3.20) ist die beriihmte, erstmals von Heisenberg aufgestellte Un-
schiirfereaktion [1]. Wire A vernachléssigbar klein, wie in der klassischen
Physik angenommen, dann kénnten wir Ort und Impuls gleichzeitig beliebig
genau messen, so wie dies auch in der Newtonschen Mechanik der Fall ist. Die
Unschérferelation ist also fundamental fiir den Teilchen-Welle-Dualismus der
Quantenmechanik und fiir das im atomaren Bereich statistische Verhalten
von Teilchen. Wir werden sehen, dass es aufser Ort und Impuls viele Mess-
groken gibt, die nicht gleichzeitig beliebig genau gemessen werden kénnen.
Man nennt solche Messgrofien komplementér oder inkommensurabel und das
Prinzip der nicht gleichzeitigen Messbarkeit das Komplementaritatsprinzip.
Grofen, die gleichzeitig messbar sind, heiffen kommensurabel.

Hier ist es besonders interessant, darauf hinzuweisen, dass schon in der
klassischen Mechanik genau die komplementéren Messgrofen Ort und Impuls
als sog. kanonisch konjugierte Variable auftreten. Dariiber mehr im folgenden
Abschnitt.

Die Unschirferelation muss natiirlich allgemeine Giltigkeit haben, d. h.
auch in der makroskopischen Welt. Betrachten wir z. B. ein Geschoss, das
sich mit einer Geschwindigkeit von v = 10° cm/sec (Uberschallgeschwindig-
keit) und einer Unsicherheit in der Geschwindigkeit von Av = 1072 cm/sec
(Ap = m-1072 cm/sec) bewegt, so ist die Unschiirfe in der Ortsbestimmung
Az =~ (1/m) - 10~25gem. Bei einer Masse von nur 10~ 3g fiihrt dies auf eine
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Ortsunschiirfe Az von etwa 10722 cm, d.h. etwa 10~'* Atomradien. Selbst
fiir kleine makroskopische Korper ist die Unschéarfereaktion also belanglos.
Sie gewinnt erst Bedeutung im atomaren Bereich.

Aus der Orts-Impulsunschirfe eines Teilchens kénnen wir gleich eine wei-
tere ,,sekundéire* Unschérferelation ableiten. Ein Teilchen, dessen Ort nur
innerhalb einer Unschéirfe Ax festgelegt ist, bewegt sich iiber eine Stelle z
innerhalb einer gewissen Zeitspanne At hinweg.

Ax  mAx

e (3.21)

At

ist also die Zeit, die ein Wellenpaket mit der linearen Ausdehnung Az fiir den
Durchgang durch den Ort z benétigt. Wegen E = p?/2m und AE = pAp/m
folgt aus (3.20) und (3.21)

AE - At =AzAp ~h. (3.22)

Es gilt also auch fiir Energie und Zeit eine Unschérferelation, die jedoch einen
anderen Charakter hat als die Orts-Impuls-Unschérfe. Ort und Impuls sind
beobachtbare Groéfsen, wiahrend die Zeit die Rolle eines Parameters in der
nichtrelativistischen Physik spielt.

Dennoch wollen wir festhalten, dass eine Energiemessung mit der Genau-
igkeit AE mindestens eine Zeit At ~ h/AE bendotigt.

Die Energie-Zeit-Unschirferelation (3.22) hat auch Giiltigkeit fiir den Fall,
dass ein angeregter atomarer Zustand (angeregtes Atom, radioaktiver Kern
oder instabiles Elementarteilchen) zur Aussendung eines Teilchens fiihrt. Hat
der instabile angeregte Zustand eine mittlere Lebensdauer 7, so steht das
emittierte Teilchen wéhrend der Zeit 7 mit dem instabilen Objekt in Wech-
selwirkung. Die Zeitunschérfe fiir die Aussendung ist also 7. Damit wird das
Teilchen mit einer Energieunschérfe

AE ~ b/t (3.23)

ausgesendet. Die Energiebreite der Emissionslinie auf der Energieskala gibt
also Auskunft {iber die mittlere Lebensdauer des angeregten Zustandes, aus
dem die Emission des Teilchens erfolgt.

3.4 Ein Ausflug in die klassische Mechanik

Wir haben gesehen, dass die Unschérferelation (3.20) eine wesentliche Vor-
aussetzung der Quantenmechanik ist, dass sie jedoch fiir viele Atome in ei-
nem makroskopischen Korper, selbst wenn er sehr klein ist, keine Bedeutung
besitzt. Dies ist wesentlich, weil im Grenzfall vieler atomarer Teilchen die
Gesetze der Quantenmechanik in die der klassischen, deterministischen New-
tonschen Mechanik iibergehen miissen. Fiir unsere gewohnte makroskopische
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Umwelt ist die klassische Mechanik ,,richtig®. Ingenieure berechnen Briicken,
Autos und Flugzeuge nach ihren Gesetzen und liefern uns verléssliche Syste-
me, in denen wir ,iiberleben”.

Man kann die klassische Mechanik also auch als eine Extrapolation der
Quantenmechanik in makroskopische Dimensionen auffassen. Dementspre-
chend erwarten wir eine sehr grofie Ahnlichkeit quantenmechanischer Prin-
zipien zu Regeln der klassischen Mechanik, anders wére die Korrespondenz
zwischen beiden Theorien nicht zu verstehen. Dies wiederum hilft uns, die
Gesetze der Quantenmechanik zu erraten oder zu verstehen, indem wir auf
wichtige Zusammenhénge der klassischen Physik ,,schielen” und sie zu erwei-
tern trachten. Dieses Prinzip der Ahnlichkeit zwischen klassischer Mechanik
und Quantenmechanik nennt man deshalb Korrespondenzprinzip.

Das Korrespondenzprinzip begegnet uns schon bei der Unschérferelation,
in der zwei Messgrofsen, Ort und Impuls eines Teilchens, nicht gleichzeitig
messbar, d. h. inkommensurabel sind. Genau diese beiden Grofen sind schon
in der klassischen Mechanik als sog. kanonisch konjugierte Variable ausge-
zeichnet. Um dies besser zu verstehen, miissen wir eine Formulierung der
klassischen Mechanik betrachten, die von Hamilton (1805-1865) als vollig
gleichwertig zur Newtonschen Mechanik eingefiithrt wurde.

Die Grundgleichung fiir die (Beschleunigung &) eines Massenpunkts der
Masse m lautet nach Newton

. dVv

mi =K (z) = e (3.24)
wo K (x), die wirkende Kraft, als Gradient eines Potentials V' (z) darstellbar
ist. Hierbei ist p = ma, der Impuls, eine bei Stéfen wichtige Erhaltungsgrofe.
Hamilton fand nun heraus, dass sich fiir komplexe Systeme die Bewegungs-
gleichung (3.24) mathematisch einfacher losen ldsst, wenn man von der sog.
Hamiltonschen Funktion H ausgeht, die die Gesamtenergie eines mecha-
nischen Systems darstellt, d. h. fiir einen Massenpunkt

2
p
H=T4+V="—+YV 3.25

wo T = p?/2m die kinetische und V(x) die potentielle Energie ist.

Im Rahmen dieser Beschreibung liefern dann die Hamiltonschen Gleichun-
gen einen formal einfachen Weg, ein dynamisches Problem zu lésen. Diese
Gleichungen, wunderschon in ihrer Symmetrie, lauten

i= %—I; , (3.26a)
OH

)y — —— . 2 b

P e (3.26b)

Wenden wir z.B. (3.26a) auf (3.25) an, so erhalten wir p = mz, die
Beziehung zwischen Impuls und Geschwindigkeit. (3.26b) angewendet auf
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(3.25) ergibt
. . oH °)%

d. h. die Newtonsche Bewegungsgleichung. Die Variablen x und p werden hier
als unabhingig voneinander betrachtet. Im Hamilton-Formalismus, ausge-
driickt durch (3.25) und (3.26), ist die Newtonsche Mechanik also vollstandig
wiedergegeben.

Jedoch ist der Hamilton-Formalismus erweiterungsfahig auf andere Be-
wegungsgrofen als  und p. Dies fithrt zu mathematischen Vereinfachungen,
wenn eine sich bewegende Masse Zwangsbedingungen unterliegt, d.h. sog.
Fiihrungskréfte gewisse Freiheitsgrade der Bewegung ausschalten. Als Bei-
spiel betrachten wir das ebene Pendel, bei dem eine Masse im Schwerefeld
(mg = Schwerkraft) durch einen Faden der Linge [ auf Abstand gehalten um
ein Zentrum P schwingt. Die Fithrungskraft, durch den Faden vermittelt,
hélt die Masse auf einer Kreisbahn um P (Zwangsbedingung) (Abb. 3.4).
Statt die zweidimensionale Bewegung der Pendelmasse durch = und y zu be-
schreiben, bietet es sich an, der Zwangsbedingung Rechnung zu tragen und
als verallgemeinerte ,,Ortskoordinate* den Winkel ¢ (Abb. 3.4) einzufiihren.
Da der Weg der Masse auf der Kreisbahn um P s = [y ist, ergibt sich fiir die
Hamilton-Funktion

1
H=T+V-= §m32+mgl(1—cosg0)

1
= 5ml%b2 +mgl (1 —cosgp) . (3.28)
Im Hamilton-Formalismus (3.25) und (3.26) ersetzen wir also « durch die
verallgemeinerte Koordinate ¢ = ¢ d.h. ¢ = ¢ und erhalten aus (3.26b) und
(3.28)
0OH
p=———=—mglsiny. (3.29a)
d¢
Analog zum Koordinatenpaar (z,p = md) muss p < ¢ sein. Damit folgt
aus (3.26a) und (3.28)

oH OH
T = = — X — = ml ’ . 3.29b
1=¢=5, %55 ¢ (3.29b)

_ P

1 cosg

y Abb. 3.4. Ideales Pendel, bei dem der
N Massenpunkt m im Abstand ! um das
h=1 (1- cos ¢) Drehzentrum P auf einer Kreisbahn

x  schwingt
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Hiermit ergibt sich sofort

OH OH
I _2
e d(mi2p)  Op’ (3:29¢)
d.h.
p=ml’¢.

(3.29a) zusammen mit (3.29b) und (3.29¢) ergeben die Bewegungsglei-
chung des Pendels
p=mi*¢ = —mglsingp ,

bzw.
¢+%mw:o. (3.30)

Fiir kleine Auslenkungen (p < ) folgt mit der Schwingungsfrequenz
w? = g/l die bekannte Pendelgleichung

$+wp=0, (3.31)

die sinusférmige Winkelauslenkungen ¢ der Masse m um ihre Ruhelage ¢ = 0
ergibt.

Das einfache Beispiel des Pendels sollte nur zeigen, dass in der Hamil-
tonschen Mechanik jeweils zwei verallgemeinerte, sog. kanonisch-konjugierte
Variable (¢ = x, p = mi) oder beim Pendel (¢ = ¢, p = mi?¢) auftreten,
nach denen die Hamilton-Funktion abgeleitet wird, um die Zeitableitung der
jeweils anderen Koordinate zu liefern. Genau diese kanonisch-konjugierten
Variablen der Hamiltonschen Mechanik unterliegen in der Quantenmechanik
der Unschérferelation, sie sind dort inkommensurabel. Wie es die Unschérfe-
relation (3.20) verlangt, hat das Produkt dieser Variablen immer die Dimen-
sion einer Wirkung (= Energie - Zeit), so wie das Plancksche Wirkungsquan-
tum h = 27h. Man priife leicht nach, dass die Dimension von ¢ml?¢ gerade
gleich Joule-Sekunde ist.

Ein weiterer Vorteil der Hamiltonschen Formulierung der klassischen Me-
chanik besteht darin, dass sie sofort auf Vielteilchenprobleme in der Form

LoH . 0H
ag; T ops

Di = (3.32)
iibertragbar ist. Hierbei sind p; und ¢; die verallgemeinerten Orts- und Im-
pulskoordinaten der mit ¢ nummerierten Teilchen. (3.32) liefert 2n-Gleich-
ungen ersten Grades fiir ein System mit n Freiheitsgraden.

Die hier gefundene Korrespondenz zwischen den quantenmechanisch in-
kommensurablen Gréffen Ort und Impuls und den kanonisch-konjugierten
Variablen ¢ und p der Hamilton-Mechanik werden wir in Zukunft verallgemei-
nern und sie als Leitlinie zum Auffinden weiterer inkommensurabler Gréfien in
der Quantenmechanik benutzen. Weiterhin wird uns die Hamilton-Funktion
(3.25) als Hilfe bei der Aufstellung der allgemeinen quantenmechanischen
Bewegungsgleichung, der Schrodinger-Gleichung, dienen.
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Wellenfunktionen 1)(r,t) geben in der Form t*d3r nur noch Wahrschein-
lichkeiten fiir den Aufenthalt eines Teilchens innerhalb des Volumenelements
d3r bei r zur Zeit t an. Liege fiir ein physikalisches System also eine Wel-
lenfunktion ¥(r,t) vor, so wird eine Ortsmessung an einem Teilchen zwar
einen bestimmten Ort r zu einer Zeit ¢ ergeben, aber viele gleichartige Orts-
messungen an ein und derselben Wellenfunktion werden statistisch verteilte
Orte r als Messergebnis liefern, eben weil das atomare Geschehen nur statis-
tisch beschreibbar ist. Wir kénnen den Ausgang einer Ortsmessung zur Zeit ¢
bei Vorliegen der Wellenfunktion ¢ (r,¢) also nur durch einen Mittelwert der
Ortskoordinate (r) zur Zeit ¢ beschreiben. Eine mittlere Ortskoordinate (r)
ergibt sich natiirlich auch wie beim Doppelspaltexperiment, wenn sehr viele
Teilchen als Ensemble unter gleichartigen Bedingungen beobachtet werden.
In der klassischen Statistik wird ein Mittelwert (Y") durch Wichtung einer

statistisch, diskret verteilten Grofe Y; mit deren Wahrscheinlichkeit w; (fiir
ihr Auftreten) errechnet:

2wy

3

3

Meistens ist dabei w; normiert, sodass gilt ), w; = 1. Analog bilden wir den
Ortsmittelwert (r) als mittleres Ergebnis, d.h. als Erwartungswert, vieler
gleichartiger Ortsmessungen an ein und derselben Wellenfunktion, bzw. der
Beobachtung an einem Ensemble vieler Teilchen

(r) :/d3r|w|2r:/d3rw* (r,t)r¢ (r,t) . (3.34)

Hierbei geht ein, dass die Wellenfunktion eines Teilchens normiert ist (Ab-
schn. 3.1).

Die Wellenfunktion eines rdumlich begrenzten Wellenpakets (z. B. Gaufk-
paket, Abschn. 3.2) ist von dem Typ, dass eine mittlere Koordinate (x) das
Maximum der rdumlichen Verteilung angibt und deren Anderung in der Zeit
%(z} gerade der Teilchengeschwindigkeit v = dw/0k (Gruppengeschwindig-
keit) entspricht.

Wegen der Unschérferelation (Abschn. 3.3) ist fiir ein solches Wellenpaket
aber auch der Impuls p bei einer Impulsmessung nur als statistischer Mit-
telwert (p) an einem Ensemble von vielen Teilchen definiert. Jede einzelne
Impulsmessung an einem speziellen Teilchen ergibt statistisch schwankende
Zahlen fiir den Impulswert. Analog zu (3.34) ist der Mittelwert einer Impuls-
messung an einem Ensemble von Teilchen

(p) = / Brp* (r,8) pab (r, 1) - (3.35)

Weil Teilchenwellen Dispersion zeigen, d.h. weil E(k) = hw(k) = h%k?/2m
gilt, sind bei einer statistischen Verteilung der Impulse p = hk auch die

{¥)

(3.33)
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Teilchenenergien E = fiw(k) statistisch verteilt. An einem Wellenpaket kann
eine Energiemessung also auch nur durch einen Energiemittelwert

(B) = (hw) = / d3rp* (r,t) hwip (r, ) (3.36)

beschrieben werden.

Fiir ebene Wellen exp[i(k - r — wt)] und Wellenpakete, die daraus aufge-
baut sind, lassen sich in (3.35) und (3.36) die beiden letzten Terme in den
Integralen auch durch Differenzieren der Wellenfunktion erhalten:

P (r,1) = ?w (r1) , (3.37)
B = hu (r, 1) = —?% (r1) . (3.38)

Die Mittelwerte (3.35) und (3.36) lassen sich also auch schreiben als
3 * h
o) = [are (M) v, (3.39)
3 E 0
(Ey= [ &°r 1h§ P (3.40)

Hierbei ist natiirlich die Reihenfolge ¢* — Differenziervorschrift — 1 streng
einzuhalten, weil bei einer vertauschten Reihenfolge nicht p und E gemittelt
wiirden, sondern ein vollig anderes Ergebnis herauskdme.

Da nun schon einmal eine Messgrofe — man sagt auch Observable —
in der Quantenmechanik bei Vorliegen einer allgemeinen Wellenfunktion nur
statistisch variierende Einzelwerte bei den entsprechenden Messungen ergibt
(Messungen an einem Ensemble von Teilchen ergeben Mittelwerte), nimmt
man am besten Abschied von der Beschreibung des Impulses oder der Ener-
gie durch feste wohldefinierte Werte wie in der klassischen Mechanik. Dies
entspricht genau dem Geiste der Unschérferelation. Man ordnet den Observa-
blen , Impuls* und ,,Energie* sog. Operatoren p bzw. H (fiir Energie) mittels
folgender Vorschrift zu:

h
p= TV , (3.41)
N 9]
H lhat (3.42)

Hierdurch umgehen wir u.a. ein Problem, das wir bei der Darstellung von
(p) in (3.35) stillschweigend unterdriickt haben: Da p und r nicht gleichzeitig
beliebig genau angebbar sind (Unschérferelation), kénnten wir (3.34), (3.35)
bzw. (3.36) eigentlich gar nicht ausrechnen mit p und r als Zahlenangaben.
Solche Messzahlen existieren nicht gleichzeitig.

Operatoren, d.h. Rechenvorschriften, die auf eine Wellenfunktion wir-
ken, also immer nur vor einer Wellenfunktion angeordnet sind, kennzeichnen
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wir im Folgenden, wie in (3.41) und (3.42), durch das Dachsymbol A iiber
dem Buchstaben. Der Energieoperator H wird iiblicherweise mit Blick auf
die Hamiltonfunktion (Abschn. 3.4) als Hamilton-Operator (Hamiltonian)
bezeichnet. Damit lassen sich die Mittelwerte — man sagt auch anschaulich
Erwartungswerte — von Impuls bzw. Energiemessungen schreiben

(p) = / &Erypy (3.43)
(E) = / d®rp* Hp . (3.44)

Fiihrt man an einem einzigen Teilchen jedoch eine Energie- oder Impuls-
messung durch, so liefert diese Messung natiirlich eine feste wohldefinierte
Zahl E oder einen Vektor p. Hierbei schwanken die Messzahlen an einem
Ensemble gleicher Teilchen unter gleichen Bedingungen natiirlich gem#f |¢|?
bzw. (3.43) und (3.44). Fiir die moglichen Ergebnisse p bzw. E von Ein-
zelmessungen gelten dabei (3.37) und (3.38) bzw. in der Schreibweise der
Operatoren:

pY (r,t) =pv(r,t), (3.45)
Hi (r,t) = By (r,t) . (3.46)

Analog konnen wir auch der Ortsobservablen x (oder r) einen Ortsope-
rator X (oder I) zuordnen, der nichts anderes als Multiplikation der Wellen-
funktion mit der Zahl x, oder dem Vektor r bedeutet:

X (r,t) =) (r,t) . (3.47)

Fiir alle Funktionen von r bzw. x, z. B. das Potential V(r), in dem sich ein
Massenpunkt bewegt, gilt analog, dass der Operator V nur Multiplikation
von V(r) mit der Wellenfunktion bedeutet.

Die Gleichungen (3.45)—(3.47) heifien Eigenwertgleichungen fiir die jewei-
ligen Operatoren p, H und %. Aus der Mathematik der Matrizen (lineare
Algebra) sind Eigenwertgleichungen bekannt. Dort haben sie die Gestalt (s.

Abschn. 4.3.1)
a(5)=(c2) (5)=2(5)- (349

Eine Matrix A (hier zweidimensional) multipliziert mit einem Vektor (sie
,wirkt® auf den Vektor), ergibt wiederum den Vektor selbst, multipliziert mit
einer ,einfachen Zahl \. Dies ist nur unter gewissen Bedingungen moglich,
aber dann représentiert diese Zahl A die Wirkung der ganzen Matrix. Ist
(3.48) erfiillt, nennt man die Zahl A Eigenwert zur Matrix A. Fiir diesen
Fall einer zweispaltigen Matrix gibt es zwei Eigenwerte A;, Ao. Fiir hohe-
re Dimensionen existieren natiirlich so viele Eigenwerte wie die Anzahl der
Dimensionen. Analog kann man sagen, dass wegen der Gleichungen (3.45)—

(3.47) die Operatoren p (Impuls), H (Energie), x (Ort) als Eigenwerte gerade



48 3 Teilchen-Welle-Dualismus

die moglichen Impuls-, Energie-, bzw. Ortskoordinatenwerte liefern, die bei
den entsprechenden Messungen an einem Teilchen erwartet werden kénnen.
Eine Messung an einem einzelnen Teilchen liefert jeweils einen speziellen Ei-
genwert (aus der Vielzahl, die bei einem Operator moglich sind), der aber von
Messung zu Messung statistisch variiert. Eine Messung an einem Ensemble
vieler Teilchen liefert die Mittelwerte bzw. Erwartungswerte (p), (E), (r).

Wir wollen als allgemeine Regel festhalten:

Messgrofen, Observable, werden in der Quantenmechanik durch Operato-
ren {2 beschrieben, die auf eine Wellenfunktion o wirken. Ihre Eigenwerte w,
bestimmt aus der Eigenwertgleichung

Qo =wp, (3.49)

sind die moglichen Messwerte, die sich aus einer Messung der Obervablen (2
ergeben. Kennen wir also zu einer gewissen Observablen (2 den Operator Q,
so konnen wir durch Losung der Eigenwertgleichung (3.49) die bei einer (2-
Messung iiberhaupt zu erwartenden moglichen Werte w, die als Messwerte
auftreten konnen, ermitteln. Wir werden sehen, dass nicht nur die Gestalt
des Operators (2 fiir die moglichen Eigenwerte (Messwerte) entscheidend ist,
sondern auch Randbedingungen des Problems, ob das Teilchen z. B. frei ist
oder in einen Kasten eingesperrt ist. Man kann sagen, dass der Operator in
der Eigenwertgleichung so &hnlich wie ein Frequenz- oder Wellenldngenfilter
in der Elektrotechnik wirkt. Man stelle sich z. B. das Gauftsche Wellenpaket
¥(z) (3.8a) vor, das aus unendlich vielen ebenen Wellen mit verschiedenen
k-Werten besteht. Die Anwendung des Operators (%/1)0/0x = p auf das
Wellenpaket siebt aus der unendlichen Vielfalt von k-Werten einen speziellen
heraus.

Wegen des fundamental statistischen Geschehens im subatomaren Bereich
beschreiben Operatoren das dynamische Geschehen einzelner Teilchen statt
zahlenméafig festgelegter dynamischer Variablen wie Ort und Impuls in der
klassischen Mechanik.

Es liegt also nahe, auch die fundamentale Gleichung fiir die Dynamik
atomarer und subatomarer Teilchen durch Operatoren auszudriicken. Wir
,schielen” wieder entsprechend dem Korrespondenzprinzip (Abschn. 3.4) auf
die fundamentale Gleichung der klassischen Mechanik, die Hamilton-Funktion
(3.25) fiir die Gesamtenergie eines sich in einem Potential V(r) bewegenden
Teilchens. Nach Schrédinger ersetzen wir einfach p? und V (r) durch die ent-
sprechenden Operatoren p2 und V und erhalten mit (3.41) und (3.47) einen
Hamilton-Operator

ﬁ—ﬁ+V(r)——h—2V2+V(r) (3.50)

-~ 2m - 2m ' '
Andererseits haben wir bereits in (3.42) einen Ausdruck fiir den H-Operator
gefunden, der natiirlich mit (3.50) iibereinstimmen muss. Wir setzen die Ope-
ratoren (3.42) und (3.50) gleich und wenden sie auf eine zu bestimmende Wel-
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lenfunktion ¢ (r,¢) an. Damit ergibt sich die fundamentale dynamische Glei-
chung der Quantenmechanik fiir ein Teilchen, die es gestattet, Wellenfunktio-
nen fiir bestimmte Probleme auszurechnen, die Schrédinger-Gleichung [2]

2

ih%w (r,t) = (—:—mA—i—V(r)) P (r,t) . (3.51)

Hierbei gilt V2 = A (Nabla-Quadrat-Operator = Delta-Operator). In einer
Dimension z lautet die Schréodinger-Gleichung

.0 B n? 92
1h&1/1 (z,t) = [—% 922 +V (x)] P (z,t) . (3.52)
Wie in allen fundamental neuen physikalischen Theorien kénnen die grund-
legenden Gleichungen, hier die Schrodinger-Gleichung, nicht rein deduktiv
abgeleitet werden, sie werden erraten, aber klug, mit einer Menge von Vor-
wissen und unter Beriicksichtigung all der Fakten, fiir die diese Gleichung
giiltig sein soll. Wir haben versucht, diesen Weg des Erratens etwas plau-
sibel zu machen (vielleicht nicht ganz so wie Schrédinger es gemacht hat).
Es sei vorweggenommen, dass die Schrodinger-Gleichung alle uns bekannten
Phénomene fiir einzelne atomare oder subatomare Teilchen im nichtrelativis-
tischen Bereich bestens beschreibt. Hat man einmal eine solche in der Zeit
und im Ort lineare Differentialgleichung (3.51) zur Hand, dann lassen sich
unter Beriicksichtigung der durch das spezielle Problem vorgegebenen Rand-
bedingungen Wellenfunktionen (r,t) errechnen, aus denen mittels (3.34),
(3.39), (3.40) zu erwartende mittlere Messwerte, sog. Erwartungswerte von
Ort, Impuls oder Energie fiir ein Teilchenensemble bestimmt werden kénnen.
Diese konnen mit experimentellen Werten verglichen werden und bestéati-
gen oder widerlegen die Grundgleichung. Im vorliegenden Fall ist klar, die
Schrodinger-Gleichung wurde immer wieder bestétigt.

Wir gehen noch einen Schritt weiter, indem wir benutzen, dass der
Hamilton-Operator H (3.50) nicht von der Zeit abhiéingt. Fiir diesen Fall
kann die Schrédinger-Gleichung (3.51)

0 A
1h&1/1 (r,t) = Hy (r,t) (3.53)

nach Ort und Zeit separiert werden, indem wir fiir die Wellenfunktion den
Ansatz machen:

P (e, t) = f()e(r) . (3.54)
Dies eingesetzt in (3.53) ergibt:
1 .0 1 o=

Hier ist die linke Seite nur noch von ¢ und die rechte nur noch von r ab-
héngig, d. h. beide Seiten miissen eine Konstante E ergeben. E ist, wenn wir
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die Dimension der rechten Seite von (3.55) ansehen, die Gesamtenergie des
Systems (eine Bewegungskonstante).
Damit folgt fiir f(¢)

.0
1h&f t)=Ef(t), (3.56a)

d.h.
f(t) = e iBU/R (3.56b)

Andererseits folgt fiir den Ortsanteil der Wellenfunktion:
Ho(r) = Ep(r) . (3.57)

Dies ist die sog. zeitunabhingige Schrédinger-Gleichung, eine Eigen-
wertgleichung des Typs (3.45)—(3.48). Thre Losungen ergeben fiir ein gewis-
ses physikalisches Problem, d.h. bei entsprechenden Randbedingungen, wie
schon oben diskutiert, die méglichen Energie-Messwerte bei einer Energie-
Messung. Diese Energiewerte sind Bewegungskonstanten, sie &ndern sich we-
gen der Zeitunabhéngigkeit von H nicht in der Zeit. In diesem Fall stellt sich
die Wellenfunktion #(r,¢) als Losung von (3.53) wegen (3.54) und (3.56b)
immer dar als

Y (r,t) = @ (r) e B/ (3.58)

d. h. obwohl die méglichen Energien des Systems FE zeitlich konstant sind, ist
1 zeitabhiingig; Ft bestimmt die Phase der Wellenfunktion. Jedoch |¢|? und
alle aus 9 gebildeten Erwartungswerte des Typs (3.43), die als beobachtbare
Groflen einer Messung zugénglich sind, sind zeitunabhéngig. Eine Wellen-
funktion des Typs (3.58) kennzeichnet immer ein stationéres physikalisches
System, dessen Hamilton-Operator H zeitunabhéingig ist.

3.6 Einfache Losungen der Schrodinger-Gleichung

Die Schrédinger-Gleichung als fundamentale dynamische Gleichung fiir ein
Teilchen ist eine lineare Differentialgleichung erster Ordnung in der Zeit und
zweiter Ordnung in den Ortskoordinaten. Ihre Losung ist nur moglich, wenn
man Randbedingungen angibt, d. h. das Verhalten der Wellenfunktion v (r,t)
auf einem rdumlichen Rand, der durch das physikalische Problem gegeben
ist. Dieser Rand kann auch im Unendlichen liegen. In dem Fall muss 9 (r,t)
jedoch im Unendlichen verschwinden, sodass die Normierungsbedingung (3.7)
erfiillt werden kann. Von allen moglichen Losungen, kommen nur normierbare
Losungen als physikalisch sinnvoll in Frage.

Weiterhin kénnen wir uns im Falle eines stationdren Problems, d. h. eines
zeitunabhéngigen Hamilton-Operators H geméfs (3.58) darauf beschranken,
nur die zeitunabhingige Eigenwertgleichung (3.57) zu losen. Die Gesamtwel-
lenfunktion ¢ (r, t) ergibt sich dann sofort durch Multiplikation der zeitunab-
hingigen Eigenfunktionen mit dem Faktor exp(—iFt/h), wo E der jeweilige
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Energieeigenwert der zeitunabhéngigen Gleichung (3.57) ist. Wir wollen jetzt
einige einfache Probleme behandeln, die dennoch fiir viele Anwendungen von
grofier Bedeutung sind.

3.6.1 ,,Eingesperrte Elektronen: Gebundene Zustinde

In einem Metall sind freie Elektronen ,eingesperrt, wie wir aus der elek-
trischen Leitfihigkeit wissen. Sie kénnen nur unter Uberwindung der Aus-
trittsarbeit W [Abschn. 2.1 (2.1a)] das Metall verlassen. In modernen Nano-
strukturen sind Elektronen auf Raumbereiche einiger weniger Nanometer
(nm) eingesperrt. Selbst beim Atom, z. B. dem Wasserstoffatom, kénnen wir
das Elektron als eingesperrt in das Coulomb-Potential —e?/4me,r des posi-
tiv geladenen Kerns, des Protons, auffassen. Hier hat das Elektron noch ei-
ne Bewegungsfreiheit von iiberschlagsméfig 0,1 bis 0,2nm im Durchmesser.
Das einfachste Modell, das dieses ,,Einsperren® eines Elektrons beschreibt,
ist das sog. Potentialtopfmodell. Hierbei nimmt man einen kubischen Kas-
ten der Kantenldnge L als Einsperrvolumen an. Im Kasten sei das Poten-
tial V(r) in der Schrédinger-Gleichung als rdumlich konstant angenommen
(Abb. 3.5). Wir konnen wegen des frei verschiebbaren Nullpunktes der Ener-
gieskala V(r) = V, = 0 ansetzen. Auf den Réndern des Kastensz =y = 2 =0
und z = y = z = L steige das Potential auf unendlich hohe Werte an, die fiir
das Elektron ein Verlassen des Kastens unmoglich machen (ideale Einsper-
rung), d. h.

V,=0 fir0<uzy,z<L
— 00 beix,y,z=0; z,y,z=1L.

V(r) = { (3.59)

Wir werden sehen, dass auch das Einsperren von Elektronen in null (0D)-,
ein (1D)- und zwei-dimensionalen (2D) Potentialen in physikalisch reali-
sierten Nanostrukturen von groflem Interesse ist. Man spricht dann von
Quantenpunkten, Quantendrdhten und 2D-Quantentrégen. Wegen des zeitu-
nabhéingigen Kastenpotentials (3.59) brauchen wir nur die zeitunabhéngige
Schrodinger-Gleichung

—5-Ap(r) =Ep(r) (3.60)

2m

fiir den Raumbereich des quaderformigen Kastens zu losen. Da ein Elektron
den Kasten nicht verlassen kann, muss die Wellenfunktion auf der Berandung
verschwinden, d. h. wir haben die einfachen Randbedingungen:

plx=0,y=0,2=0)=0, (3.61a)
ple=Ly=L,z=L)=0. (3.61b)
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Abb. 3.5a—d. Elektronen im Potentialkasten. a Grundzustand (n, = 1) und nied-
rigste angeregte Zustinde (n, = 2,3) in einem 1D-Potentialkasten der Lange L mit
unendlich hohen Potentialwdnden. b R&umliche ,,Wolkendarstellung* der Wahr-
scheinlichkeitsdichten |1 (x,y, z)|? einiger niedrig indizierten 3D-Wellenfunktionen
eines Elektrons in einem kubischen Potentialkasten. Hohe Punktdichte bedeutet
grofle Wahrscheinlichkeitsdichte. ¢ Darstellung der Zusténde eines Elektrons im
Potentialkasten durch ein Punktgitter im k-Raum der Wellenzahlvektoren. Fiir fes-
te Randbedingungen liegen die Zustandspunkte nur in einem Oktanten und ha-
ben einen linearen Abstand 7/L. Wegen der beiden Spineinstellungen beschreibt
ein Punkt zwei Zusténde. d Fiir periodische Randbedingungen wird der gesamte
k-Raum tiberdeckt, dafiir ist der lineare Abstand zwischen zwei Zustandspunkten
27 /L (Schnitt ldngs der ks, ky-Ebene). In ¢ und d sind Kugeln konstanter Energie
E(k) und E(k) + dE dargestellt

Gleichung (3.60) wird gelost durch die ebene Welle ¢(r) = Aexp(ik-r) =
Afcosk-r+isink-r], d. h. also auch durch die cos- und sin-Anteile getrennt.
Mit cos k-r kann die Randbedingung (3.61a) nicht erfiillt werden. Als Losung
ergibt sich damit

¢ (r) = C (sinkyz) (sinkyy) (sink,z) . (3.62)
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Hierbei verlangt die Randbedingung (3.61b), dass in (3.62) die Wellenzahlen
kg, ky, k. nur diskret liegende Werte

ky =n.m/L, mny,=123...
ky=nyn/L, n,=1,23...
k=n.m/L, n.=123... (3.63)

annehmen diirfen. Der Nullpunkt (ng,ny,n.) = 0 fihrt zu einem iden-
tisch verschwindenden ¢ und damit zu einer nicht-normierbaren, physikalisch
nicht-sinnvollen Losung. Ferner fithren negative ng, n, und n, nur zu Vorzei-
chenéinderungen in ¢(r), d. h. nicht zu neuen, linear-unabhéngigen Lsungen.
Die Mannigfaltigkeit der Losungen lésst sich einfach in dem sog. reziproken
k-Raum der Wellenzahlen als ein Punktgitter (Abb. 3.5¢) im positiven Ok-
tanten darstellen. Die mdéglichen Eigenlosungen, d.h. die Zustdnde, die ein
Elektron geméf (3.62) einnehmen kann, unterscheiden sich in k,, ky, k, um
den Wert 7/L (3.63). Im k-Raum kommt einem elektronischen Zustand ein
Volumen (7/L)? zu. In Abb. 3.5a sind die Wellenfunktionen fiir den 1D-Fall
eines ,,Quantendrahts“ dargestellt. Es handelt sich um stehende Wellen, die
jeweils mit einem Vielfachen (n, = 1,2,...) ihrer halben Wellenlénge auf die
Lénge L des Drahtes passen miissen. Fiir den 3D-Potentialkasten haben wir
fiir die energetisch niedrigsten elektronischen Zusténde (3.62) die Wahrschein-
lichkeitsdichte |¢|? in einer Wolkendarstellung wiedergegeben (Abb. 3.5b).
Dabei ist die Punktdichte im Raum ein Maf fiir die Gréke von |p|2. Ahnlich
koénnen die Wahrscheinlichkeitsdichten |p|? fiir den 2D-Fall eines ebenen Po-
tentialtopfs dargestellt werden. Hier wiirde die Wolkendarstellung |p|? Chlad-
nischen Klangfiguren gleichen, die man durch Anstreichen einer mit Pulver
bestreuten Glasplatte mittels eines Geigenbogens erhélt. Die Wellenfunktio-
nen ¢(z) des 1D-Potentialkastens (Abb. 3.5a) lassen sich dementsprechend
vergleichen mit den Schwingungen einer eingespannten Geigenseite. Elektro-
nenwellen verhalten sich, wenn man sie ,,einsperrt“ oder an den Enden, d. h.
auf dem Rand, festlegt nicht anders als klassische Wellen, sie bilden stehende
Wellen aus, die sich durch Uberlagerung je einer hin- und einer riicklaufen-
den Welle beschreiben lassen. Wie im Fall der eingespannten Seite sind nur
ganz spezifische, diskret verteilte Schwingungsformen (Abb. 3.5a,b) moglich.
Dementsprechend sind auch die moglichen Energiewerte F, die das Elektron
annehmen kann, die Eigenwerte, als Losung von (3.60) gequantelt, d.h. dis-
kret liegende Werte. Sie ergeben sich natiirlich aus (3.60) zu E = h%k?/2m,
d.h. mit der aus den Randbedingungen folgenden k-Quantelung (3.63) zu
2 2 2
By n. = :_m (K3 + k) +K2) = I (%) (n2 +n2+n2) , (3.64)
Ng, My, N> =1,2,3....

T 2m

Die moglichen Energiewerte eines Elektrons, das in einen Potentialtopf
»eingesperrt” ist, eines sog. gebundenen Elektrons, bilden immer ein Spek-
trum diskreter Niveaus auf der Energieskala. Dies gilt nicht nur fiir einfache



54 3 Teilchen-Welle-Dualismus

Potentialmulden des Typs (3.59), sondern fiir alle denkbaren bindenden Po-
tentiale, z. B. auch das Coulombpotential des positiven Atomkerns. Gebun-
dene Zusténde von Elektronen haben ein diskretes Spektrum von Eigenzu-
stdnden mit quantisierten Energien. Dies erklért zwangsldufig die scharfen
Energieniveaus von Elektronen in Atomen und Molekiilen, die zu scharfen
Spektrallinien bei der Aussendung von Licht Anlass geben.

Schauen wir uns einmal den energetischen Abstand AFE dieser Energie-
niveaus an, so folgt wegen E = h?k?/2m unmittelbar

hQ
AE~—FkAk . (3.65)
m

Mit wachsendem k nimmt AFE proportional zu k zu (Abb. 3.5a) und Ak kann
sich wegen (3.64) nur in Spriingen von 7/L &ndern.

Wir kénnen den energetischen Abstand zwischen den beiden niedrigsten
Energieniveaus aus (3.64) abschétzen, indem wir n, = n, = 0 und n, = 2
bzw. 1 setzen; damit wird

302 /2
AE = Fyoo— E :—(—) . 3.66
2,0,0 100 =5\ ( )

Die rdumliche Ausdehnung des bindenden Potentials L bestimmt also rezi-
prok quadratisch den energetischen Abstand der Niveaus:

— Fiir makroskopische Potentialkdsten, z. B. einen kubischen Metallkristall
der Kantenlinge L = lcm ist AE (3.66) in der Grofenordnung von
10~ '8¢V, Dies ist weit unterhalb jeder Auflésung, mit der eine Ener-
giemessung den Quantencharakter der Energie erfassen konnte. Fiir ma-
kroskopische Systeme ergibt sich wiederum quasiklassisches Verhalten;
die moglichen Energieniveaus liegen quasi-kontinuierlich. Wir kénnten die
Schrodinger-Gleichung hier auch fiir den unendlich ausgedehnten Raum
16sen und erhalten ebene Wellen mit kontinuierlich dicht liegenden Wel-
lenzahlen k.

— Fiir mesoskopische Strukturen, d.h. Potentialmulden mit Durchmessern
im Bereich von 10 nm folgt ein Niveauabstand (3.66) in der Gréfenord-
nung von 0,25 meV. Solche Strukturen koénnen mittels moderner Struk-
turierungsmethoden (Elektronenstrahl-Lithographie) hergestellt werden.
Bei tiefen Temperaturen kann der Quantencharakter in diesen Strukturen
durch spektroskopische Messungen aufgelost werden, wenn man bedenkt,
dass bei einer Temperatur von 1K die Niveaus, mit einer thermischen
,, Verschmierung® von etwa kT x =~ 0,13 meV gemessen werden kénnen.

— Bei nanoskopischen, d.h. molekularen Strukturen, haben wir charakte-
ristische Léngen von L ~ 1nm. Hier ist der energetische Abstand der
Elektronenniveaus AE (3.66) schon in der Gréfenordnung einiger Elek-
tronenvolt (éV). Schon bei Zimmertemperatur (kTs00x =~ 0,04€V) kén-
nen spektroskopische, energieauflosende Messmethoden die Quantelung
der Energie leicht auflésen. Molekiilspektren zeigen scharfe optische Ab-
sorptionslinien.
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— Fiir atomare Bindungspotentiale mit réumlichen Ausdehnungen im 0,1 nm
Bereich ergeben sich Energieniveau-Abstinde AE (3.66) in der Grofen-
ordnung von 100eV. Dies sind typische Bindungsenergien von Elektronen
in Atomen, die man aus der Rontgenspektroskopie kennt.

Fiir makroskopische Festkérper mit mehr als 10?2 Atomen/cm?® spielen in
den meisten Fillen die Oberflichen — pro cm™2 Oberfliche gibt es etwa
10*® Atome — keine grofe Rolle. Hier fiihren die Randbedingungen (3.61)
verschwindender Wellenfunktion auf der Oberflache (sog. feste Randbedin-
gungen) zu der mathematisch unschénen Beschrinkung moglicher Wellen-
zahlen nur auf den positiven Oktanten des k-Raumes (Abb. 3.5¢). Aus
Symmetriegriinden wire es wesentlich einfacher, wenn die mdoglichen
Energiezustédnde eines Elektrons Wellenzahlen k im gesamten reziproken k-
Raum héatten. Unter Vernachlidssigung von Oberflicheneffekten fiihrt man
deshalb meist sog. periodische Randbedingungen ein, bei denen man nur ver-
langt, dass p(x = 0,y = 0,2 = 0) = p(x = L,y = L,z = L) ist, statt eines
Verschwindens von ¢ auf beiden Réndern. Dies ist naheliegend, wenn man
sich das makroskopische Stiick eines Festkorpers aus einem groften geschlos-
senen Ring des Materials (ein Umlauf iiber den Ring fiihrt zu periodischem
Verhalten) herausgeschnitten denkt. Bei periodischen Randbedingungen er-
gibt sich statt (3.61) die schwiichere Forderung, dass wegen der allgemeinen
Form der Wellenfunktion ¢ o exp(ik-r) nur gelten muss

otk L iky L ikl _ o _ 1 (3.67)

Damit folgt folgende Quantisierung der Wellenzahlen k:

27
ke=ng | — ), n,=0,£1,42,...

L
2T

ky = n, (f) , ny=0,+1,42, ... (3.68)
2

k., =n, (%) . =0,41,42,....

Im Gegensatz zu festen Randbedingungen fiihrt n, = n, = n, = 0 wegen
e’ = 1 zu einer normierbaren, d.h. physikalisch sinnvollen Wellenfunktion;
der O-Punkt des reziproken k-Raumes liefert einen moglichen Zustand des
Elektrons. Weiterhin liefern auch negative k-Werte linear-unabhingige neue
Lésungen fiir die Wellenfunktion. Jedoch liegen die k-Werte der Wellenfunk-
tionen ¢ jetzt weniger dicht im k-Raum. Ihr linearer Abstand betrégt 27/L
(Abb. 3.5d); ein Zustand nimmt das k-Raumvolumen (27/L)? ein. Fiir ma-
kroskopische Festkorper sind feste und periodische Randbedingungen vollig
gleichwertig, wenn wir Oberflicheneffekte wegen der geringen Anzahl von
Oberflachenatomen vernachléssigen. Man sieht dies unter anderem, wenn wir
die Zustandsdichte D(3)(E) pro Volumen L3 berechnen, die angibt, wieviel
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elektronische Zusténde (Energieniveaus) bei der Energie F in einem Energie-
intervall dE liegen. Wegen E = h%k? /2m sind die Fliichen konstanter Energie
im k-Raum Kugelflichen (Abb. 3.6). Das Volumen zwischen F und E+ dE ist
eine Kugelschale mit dem Volumen 47k? dk. Da bei periodischen Randbedin-
gungen jeder elektronische Zustand ein Volumen (27/L)? einnimmt, ergibt
sich die Zustandsdichte pro Realvolumen L3 zu:

1
DB (E) dE = sdnk®dk . (3.69)
2m)

Wegen ik = V2mFE folgt daraus

DO (B) dE = —— ™ \omEdE | (3.70)
272 b3

Der gleiche Ausdruck ergibt sich fiir feste Randbedingungen (3.63) weil nur

ein Achtel der Energiekugelschale (E, E+ dE) beriicksichtigt wird, jedoch das

Volumen eines Zustandes statt (27r/L)? auch nur ein Achtel, ndmlich (r/L)3

betragt.

Wihrend die Zustandsdichte D) (E) fiir einen 3D-Potentialkasten mit
der Quadratwurzel der Energie zunimmt [(3.69) und Abb. 3.7a)], erhalten wir
fiir niedrigere Dimensionen des Problems andere Abhéngigkeiten (Abb. 3.7).
Fiir ein zweidimensionales Elektronengas, in einem 2D-Potentialkasten, wie
es in manchen modernen Halbleiterbauelementen oder in sehr diinnen Metall-
filmen realisiert ist, ist auch der reziproke Raum der Wellenzahlen k zweidi-
mensional. Der k-Raumbereich zwischen den Energien E' und E + dF ist ein
Kreisring (Abb. 3.6) der Fliache 2wk dk. Ein elektronischer Zustand nimmt
bei periodischen Randbedingungen die Fliiche (27/L)? ein. Damit folgt wegen
dE = h%kdk/m fiir die 2D-Zustandsdichte pro Realvolumen L?:

orkdk  m
(2m)*  2wh?

D@ (E)dE = dE . (3.71)

X Abb. 3.6. Flichen konstanter Ener-
gie fiir ein Elektron im Potentialkas-
ten. Die Anzahl der Zustandspunkte
(Abb. 3.5) zwischen den Kugelschalen
mit £ und E 4+ dF bestimmt die Zu-
standsdichte im k-Raum
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3-dimensional 2-dimensional 1-dimensional 0-dimensional
makrosk. Kérper Quantenfilm Quantendraht Quantenpunkt
a) b) )
E E E E
A 1\ A
DG)(E) D(E) D)(E) DO(E)

Abb. 3.7. Elektronische Zustandsdichten D®)(E), - - D*(E) fiir Elektronen in Po-

tentialkédsten verschiedener Dimensionen

Die Zustandsdichte nimmt also nicht mit der Energie der Elektronen zu, sie
ist konstant gleich m/27h2. Fiir den eindimensionalen Fall eines sog. Quan-
tendrahts fragen wir danach, wie viel Zustédnde mit einem linearen ,, Volumen*
27/ L auf einer Lange dk Platz haben; d. h. die 1D-Zustandsdichte ergibt sich

zZu
1 m 1

=% =0 B
sie wird singulér. Die elektronischen Zustéande des Elektrons sind nicht mehr
iiber einen weiten Energiebereich verteilt, sondern stark konzentriert ange-
ordnet. Diese Konzentration ist noch verstérkt in einem nulldimensionalen
Quantentopf, einem sog. Quantenpunkt, wo nur noch ein scharfes Energie-
niveau eingenommen werden kann.

Auch bei 2D-Potentialkésten (Quantenscheiben) zweidimensionaler Elek-
tronengase oder bei 1D-Quantendrihten werden die elektronischen Zustdnde
natiirlich durch Wellenfunktionen 1 (r) beschrieben, die von allen drei Ko-
ordinaten z,y, z abhéngen. Bei einer 2D-Quantenscheibe geschieht die Ein-
sperrung des Elektrons langs einer Koordinate z auf einer mesoskopischen
oder nanoskopischen Langenskala ldngs einer Linge [,. Langs [, miissen wir
also feste Randbedingungen (3.61) anwenden und erhalten in z sinusférmige
Anteile der Wellenfunktion. Demgegeniiber ist eine Quantenscheibe in z- und
y-Richtung makroskopisch weit ausgedehnt. Der Rand spielt keine Rolle und
wir kénnen periodische Randbedingungen (3.67) in der xy-Ebene anwenden.

DY (E) dE (3.72)
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Die Wellenfunktion eines Elektrons stellt sich demnach dar als:
Y (r) = CeF="e*¥sink, 2, (3.73)

wobei k; und k, der Quantisierung (3.68), d.h. k; = n,27/L und k, =
ny27m/L unterliegen, wihrend k, der Quantisierung (3.63), d.h. k., = n,m/l,
gehorcht. Dementsprechend folgt fiir die Energieniveaus des Elektrons

r*r? K2 (ki + kfj)
B = 2mi2 2m

. (3.74)

Der erste Term beschreibt scharfe Energieniveaus, die einer Quantelung fiir
die z-Richtung entsprechen und mit n, = 1,2,3... durchnummeriert wer-
den. Der zweite Term beschreibt die kinetische Energie von Elektronen, die
sich in z- und y-Richtung wie (fast) freie Wellen bewegen konnen. Wegen
der makroskopischen 2D-Ausdehnung spielt, wie oben ausgefiihrt, die k;, k-
Quantelung keine Rolle, man kann k;, und £, als quasikontinuierlich anneh-
men. Man spricht dann von Subbéndern, die durch die Quantenzahl n, durch-
nummeriert werden, und in denen die Elektronen sich in z- und y-Richtung
frei bewegen, d.h. in k, und k, den parabolischen E(k;, k,)-Zusammenhang
[2. Term in (3.74)] aufweisen. Dementsprechend haben wir fiir dieses System
statt der wurzelformigen 3D-Zustandsdichte (3.69) eine Zustandsdichte, die
sich treppenférmig aus jeweils konstanten Anteilen D®)(E) (3.70) zusam-
mensetzt (Abb. 3.7).

Bei einem 1D-Quantendraht haben wir nanoskopische Dimensionen in
z- und y-Richtung, d. h. hierfiir feste Randbedingungen mit Quantisierung in
ky und k,, wihrend ldngs z makroskopische Dimensionen (periodische Rand-
bedingungen) vorliegen. Léngs z kann sich ein Elektron (quasi) frei bewegen.
Hier sind die Energiezustdnde der Elektronen also in Subbédndern angeord-
net, die nach Quantenzahlen n, und n, nummeriert werden und in denen die
Zustandsdichten den Verlauf D) (E) (3.71) eindimensionaler Potentialtopfe
haben.

3.6.2 Elektronen strémen

Bei zeitunabhéngigem Potential beschreibt die Schrédinger-Gleichung zeit-
unabhéngige Zustédnde oder Vorgénge, also stationdres Verhalten eines Sys-
tems. Dazu z&hlt natiirlich auch ein stationdrer Strom von Teilchen, die sich
aus einem Raumvolumen herausbewegen und in ein anderes hineinstrémen.
Klassisch wird dieser Vorgang wegen der Teilchenzahlerhaltung durch die sog.
Kontinuitétsgleichung beschrieben:

Ip
ot

Hierbei ist p(r) die Dichte der Teilchen an einem Ort r und j die Strom-
dichte. (3.74) besagt also, dass eine Abnahme der Teilchendichte in einem

+divj=o. (3.75)



3.6 Einfache Losungen der Schrodinger-Gleichung 59

Volumenelement mit der Zeit ¢ sich in einer Stromdichte aus diesem Volumen-
element wiederfinden muss, eben wegen der Erhaltung der Teilchenzahl. In
der Quantenmechanik entspricht die Teilchenzahldichte der Aufenthaltswahr-
scheinlichkeit ¢ *¢ multipliziert mit der Gesamtzahl der Teilchen N. N ist
hierbei ein Ensemble von Teilchen, alle im gleichen Zustand, oder N gleich-
artige Teilchen werden zeitlich hintereinander beobachtet (Abschn. 2.4.1).
Wir erwarten fiir || = 1*1 deshalb einen #hnlichen Zusammenhang wie
(3.75). Wir berechnen also aus der Schrodinger-Gleichung (3.52) die zeitliche

Anderung von *1) wie folgt:
0 * * 7 I %
GV =v Yy, (3.76)

Die rechte Seite von (3.76) legt nahe, jeweils die zeitabhingige Schrodinger-
Gleichung fiir ¥ mit ¥* zu multiplizieren und analog fiir die konjugiert kom-
plexe Gleichung zu verfahren:

) K2
ihy*™p = —%WAlﬂ + V™, (3.77a)
) K2
i " = Z gAY = VT (3.77b)

Die Addition beider Gleichungen ergibt:

. . 2
i (475 4 979) = 50 (DY — YY) (3.78)

Mit der einfachen Relation A = V? = div grad und der Beziehung (3.76)
folgt

= (V") = —div {ﬁ (W Ve — V)| (3.79)

Diese Gleichung ist unmittelbar identifizierbar mit der Kontinuitétsgleichung
(3.75) fiir das Verhalten klassischer Teilchen. Man muss nur

J= 5 V-V = S YY) (380)
mi 2m

als eine Wahrscheinlichkeitsstromdichte fiir Elektronen im Zustand (r,t)
deuten. Man beachte bei der Operatorschreibweise p/m die Ahnlichkeit zur
klassischen Geschwindigkeit v = p/m, mit der die klassische Teilchenstrom-
dichte j = Nv folgt. Multipliziert man j mit der (sehr grofen) Anzahl N
von Elektronen in einem Ensemble, so erhalten wir die Teilchenstromdichte,
und multipliziert mit der Elementarladung, dariiber hinaus die elektrische
Stromdichte.

Bei einem Ensemble von N Elektronen, alle im gleichen Zustand v (r, t),
ist Nj-dA die Anzahl von Teilchen, die pro Zeiteinheit einen Teilchendetektor
mit der Flache dA erreichen.
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3.6.3 Elektronen laufen gegen eine Potentialstufe

Ein klassisches Teilchen, das gegen eine endlich hohe Potentialstufe lduft,
wird entweder daran reflektiert, oder, wenn seine kinetische Energie hoher als
die Potentialstufe ist, lauft es unter Verringerung seiner kinetischen Energie
weiter. Wegen des Wellencharakters verhalten sich Elektronen anders.

Wir 16sen die Schrodinger-Gleichung (3.51) fiir Elektronen, die von links
(Gebiet I in Abb. 3.8) gegen eine Potentialschwelle der Hohe V,, (Gebiet II)
anlaufen. Dabei betrachten wir die beiden Fille, dass die Teilchenenergie E
grofker als V,, ist, oder dass das Teilchen klassisch die Schwelle wegen E < V,
nicht tiberwinden kann.

Da wir einen stationéren Teilchenfluss, d. h. ein zeitunabhéngiges Potenti-
al V' (z) haben, geniigt es, die zeitunabhéngige Schrodinger-Gleichung (3.57)
zu 16sen. Die gesamte zeitabhingige Losung ¢ (r, t) erhilt man wie iiblich aus

IV(X) V(x)

4 0,54 )
2N . Im lyl / 44 ‘P(x)(1+%)/2
14 1,54
1 1 1 1 Il Il Il Il
-1 0 1 2 145 -1 05 0 05 1 15
XKk/2T e XK/ 2T ey
a) b)

Abb. 3.8a,b. Elektronen einer kinetischen Energie F laufen aus einem Gebiet I mit
verschwindendem Potential gegen eine Potentialschwelle (z = 0) in ein Gebiet II
mit dem Potential V. a Fiir £ > Vj laufen die Elektronen mit grofterer Wellenlédnge
im Gebiet II weiter, wie die Auftragung von Rety und Im¥ tber zk/2m zeigt. b Fiir
E < Vj klingt die Amplitude der aus I einlaufenden Elektronenwelle im Gebiet IT
exponentiell ab, wie die um den Faktor 2/(1+ix/k) reduzierte Wellenfunktion ¢ (x)
zeigt
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der Kenntnis der Elektronenenergie E nach (3.58). Wir setzen das Stufenpo-
tential (Abb. 3.8) an als:

0; <o

1 z>o (3.81)

V) =V,0(x) mit O(x)= {
und V, >0 .
Wir betrachten die Schrédinger-Gleichung (3.57) gesondert in den Gebie-
ten I (z < o) und II (z > o), d. h.

d2 2mE .
Tol=—"p v inl, (3.82a)
d2 2m (B -V, .

— Fiir Teilchenenergien oberhalb der Potentialstufe (E > V) fiihrt
man in den Gebieten I und II verschiedene Wellenzahlen k; und ks ein
und erhalt

d2

I: @’l/] = _k%w; kl =V 2mE/h ’ (3833')
2
- % — k3; ke =2m(E —V,)/h. (3.83b)

Dies sind Schwingungsgleichungen, deren Losungen die Gestalt
exp(£ikz) haben. Da beim Teilchenfluss iiber die Schwelle Teilchen nicht
verloren gehen diirfen, muss der Strom an der Schwelle stetig sein, d. h. we-
gen (3.79) muss sowohl ¢ wie auch ¢’ stetig sein. Um an der Potentialstufe
also die Randbedingungen (Stetigkeit)

i (x =0) =9 (x=0) und (3.84a)

Yr(z=0) =1y (z=0) (3.84b)

erfiillen zu konnen, setzen wir eine von links einlaufende und eine mit der

Wahrscheinlichkeitsamplitude r reflektierte Welle (Gebiet I) sowie eine im
Gebiet II hineinlaufende Welle mit der Transmissionsamplitude ¢ an:

Yr (z) = 1% 4 et (3.85a)

Y (z) = telk2® (3.85h)

Benutzt man die Stetigkeitsbedingungen (3.84) am Ort der Potentialschwelle
x = o, so folgt unmittelbar

1+r=t und ik1(1 —7) =ikat (3.86a)
bzw.
k1 — ko 2k;
r= , t= .
kl + k2 kl + k2

(3.86b)
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Um die Koeflizienten r und ¢ noch anschaulicher zu verstehen, berechnen
wir nach (3.79) die Wahrscheinlichkeitsstromdichte j(z) in den Gebieten I
und II:

. h —ikix * dikix) ik1x —ikix

JI(QU):%[(G ot e ik (e —remMT) —cc

h . )

=— [i/ﬁ (1 — ||} — e 2ke g eQ‘klx) - c.c.}

2mi
J (:17) = —1 (1 - |T|2) = Jin — Jrefl (387&)

m
. hk .
Jit (:17) = WQ |t|2 = Jtrans - (387b)

Da hk/m = p/m die Geschwindigkeit der Teilchen beschreibt, haben wir
es bei ji und jip mit Stromdichten wie im klassischen Fall (bezogen auf ein
Teilchen: j = v) zu tun, und zwar bei j; um die Differenz zwischen einlaufen-
den und reflektierten Teilchen bzw. bei ji1 um die Stromdichte der {iber die
Potentialschwelle transmittierten Teilchen. Man kann noch Reflexions (R)-
und Transmissionskoeffizienten (T') bzw. Wahrscheinlichkeiten definieren als:

R=diet 2 p o Jwens Ko pe (3.88)
Jin Jin kl

Wir halten also fest, im quantenmechanischen Fall werden Teilchen an einer
Potentialschwelle mit der Wahrscheinlichkeit 7 reflektiert. In der klassischen
Physik wiirden bei E > V,, alle Teilchen sich vom Gebiet I in das Gebiet 11
weiterbewegen, wenn auch mit geringerer kinetischer Energie. Reflexion von
Teilchen an einer Potentialschwelle ist ein typisch wellenmechanisches Pha-
nomen. Wir kennen es von der Ausbreitung von Licht bei der Reflexion an
der Grenzflache zwischen zwei Medien mit verschiedenem Brechungsindex.

— Fiir Teilchenenergien unterhalb der Potentialstufe (E < V)
(Abb. 3.8b) bleibt die Schrodinger-Gleichung (3.82a) in Gebiet I unver-
andert. Sie wird wie fur E > V, durch (3.85a) geldst. Im Bereich der
Potentialschwelle (Gebiet II) hingegen muss statt (3.83b) angenommen
werden, dass gilt:

dd—;q/; =r%Y; k=+2m(V,—E)/h. (3.89a)

Kk ist wegen V,, > F reell und (3.89) hat damit exponentiell ansteigende und
abfallende Losungen. Die Berechnung der Losungen mit den Randbedingun-
gen (3.83) ergibt sich sofort, wenn wir wegen (3.89a) k2 = ik als rein imaginér
annehmen. Die Ubertragung der Ergebnisse von (3.83) bis (3.85) ergibt, dass
im Gebiet II eine Lésung mit endlicher Wahrscheinlichkeitsdichte

P11 (CC) =te (389b)
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ist. Analog zu (3.86b) folgt fiir die Reflexions- und Transmissionsamplituden

]{1 — 1K = 2]{31

= . 3.90
k1 +ik’ ki + ik ( )

T =
Weil aus (3.90) |r|> = 1 folgt, tritt im Fall E < V, vollstindige Reflexion
der Teilchen auf. Dennoch dringen die Teilchen wegen (3.89) bis zu einer
mittleren Tiefe x~! in die Potentialstufe ein. Auch dies ist ein Phénomen,
das wir von Lichtwellen her kennen, die auf ein absorbierendes Medium fallen.
Weiterhin kénnen wir aus diesem Ergebnis den Schluss ziehen, dass auch
bei der Einsperrung von Elektronen in Potentialtépfen (Abschn. 3.6.1) die
Verhéltnisse sich d&ndern, wenn die Teilchen nicht durch unendlich hohe Ener-
giebarrieren auf den Réndern, sondern durch endlich hohe Potentiale einge-
sperrt werden. Entsprechend der Hohe der Potentialbarriere V, am Rande
des Topfs und der Energie F des diskreten quantisierten Zustandes im Po-
tentialtopf wird die Wellenfunktlon (3.62) auf dem Rand nicht verschwinden,
sondern iiber eine Lénge x~ \/2m V, — E)/h)~! iiber den Rand des
Potentialtopfs hinaus nach auﬁen exponentlell abfallen.

3.6.4 Elektronen tunneln durch eine Barriere

Wir haben gesehen, dass Elektronen wegen ihres Wellencharakters dhnlich
wie Lichtwellen in eine Potentialstufe eindringen kénnen. Wir erwarten also,
dass sie auch durch geniigend diinne Potentialbarrieren hindurch laufen kon-
nen, obwohl ihre kinetische Energie unterhalb der Hohe der Potentialbarriere
liegt (Abb. 3.9). Dies wire natiirlich fiir klassische Teilchen unmdoglich, wenn
deren Energie nicht ausreicht, die Barriere im freien Flug zu {iberwinden.
Wiederum hilft die Analogie zu Lichtwellen. Geniigend diinne Metallfilme
sind fiir Licht durchlassig (halbverspiegelte Fenster).

Zur Beschreibung des Phinomens des Elektronentunnelns nehmen wir,
wie in Abb. 3.9, eine rechteckige Potentialbarriere der Breite a (rdumliche
Ausdehnung in z-Richtung) und der Hohe Vg auf der Energieachse an. Da
wir es mit einem stationédren ,,Stromen” von Elektronen iiber oder durch die

E a

Abb. 3.9. Schematische Darstellung
einer Elektronenwelle, die mit der
Amplitude a; von links gegen eine Po-
T tentialbarriere der Breite a anlduft.
Zur Losung des Problems eines durch
die Barriere tunnelnden Elektrons
links rechts miissen eine nach links reflektierte
Welle mit der Amplitude b; und im
rechten Gebiet Wellen mit den Am-
plituden a, und b, angesetzt werden

—

iy
A
7'}
& o

&
v
\ 4
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Barriere zu tun haben, ist in diesem eindimensionalen Problem das Potential
in der Schrédinger Gleichung (3.53) bzw. (3.57) stiickweise konstant

o firz <-4 (links)

Viz)=4q W fir -5 <z<3 (3.91a)

o firz>$§ (rechts).

Fiir ein konstantes Potential hat (3.57) ebene Wellen als Lésungen, sofern
die Elektronenenergie E = h%k?/2m oberhalb des Potentialminimums liegt.
Fiir E = h%k?/2m < Vg miissen wir jedoch analog zu (3.89) innerhalb des
Barrierengebiets exponentiell abklingende Losungen annehmen. Diese ebenen
Wellen, im linken (1) Gebiet der Barriere (x > —a/2) innerhalb der Barriere
und rechts (r) von der Barriere (x > a/2) miissen stetig aneinander ange-
schlossen werden, und dies nicht nur beziiglich 1 sondern auch beziiglich der
Ableitung ¢’ [Stromerhaltung (3.80)]. Der allgemeine Ansatz fiir die Wellen-
funktion in den drei Gebieten lautet also:

aje*® 4 pe=kr . p < —q/2
P (3;) ={ ce " 4 der? x < |a/2| (3.91b)
ape*® 4 be R x> /2.

Betrachten wir den vollstdndigen Ausdruck einer ebenen Welle mit ihrer
Zeitabhéngigkeit ¢ o« exp(ikz — iwt), so konnen wir a; und a, als die Am-
plituden der nach rechts laufenden Wellen im linken bzw. rechten Gebiet der
Barriere auffassen und b, und b, als die Amplituden der jeweils nach links
laufenden Wellen. Es werden also links und rechts der Barriere jeweils ein-
laufende und reflektierte Wellen beriicksichtigt. Weiterhin fiihrt Einsetzen
der Ansitze (3.91) in die Schrédinger Gleichung (3.57) analog zu (3.82) zu
folgenden Energie-Wellenzahl-Beziehungen

h2k?
E= 5 fir x < —a/2 und z > a/2 (3.92a)
m
h%k?
Ve —FE = T fir x < |a/2| . (3.92b)

Stetigkeit von t(x) und ¢'(z) an der linken Schwelle x = —a/2 der Bar-
riere verlangt geméf (3.92) also:

aleika/2 + bleika/Q _ ce/{a/2 + defmz/Q (393&)
ik (ale*“m/2 — b eika/Q) =—K (cem/2 — de*’m/Q) . (3.93b)

In Matrixschreibweise konnen wir diese Beziehungen wie folgt ausriicken:

e—ika/2 eika/2 al . eha/2 .e—ma,/2 .
<e—ika/2 _eika/2) (b1> = %e*"“ﬂ _%e,m/g (d) . (3.93¢)
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Wir benutzen jetzt die Rechenregeln fiir Matrizen, die entweder schon
bekannt sind oder in Abschn. 4.3.1 in allgemeinerem Zusammenhang néher
erkldrt werden, und 16sen nach dem Vektor (aj,b;) auf, d.h. wir schreiben

(3.93¢) um auf die Form
<Z]1> = M (a/2) <2> , (3.94a)

wobei dann die Matrix M(a/2) die Form hat

(1 + f) e’f‘l/2+ik‘1/2 (1 _ E) e—na/2+ika/2
1
M (a/2) = k K . (3.94b)
== 2 ik ik
(1 - _) erra/2—ika/2 (1 + _) o—ra/2—ika/2
k k

Da unser Problem der Anpassung von ¢ und ¢’ an den Schwellen bei —a/2
und a/2 spiegelsymmetrisch um x = 0 ist, gewinnen wir fiir die Schwelle bei
a/2 aus (3.94b) sofort die entsprechende Transformationsmatrix, indem wir
in (3.94b) a/2 durch —a/2 ersetzen:

<Z> =M (—a/2) (2) . (3.94c)

Durch Verkniipfung von (3.94a) mit (3.94c¢) folgt der Zusammenhang zwi-
schen den Amplituden links (Einfluss) und denen im rechten Gebiet (Durch-

lass = Transfer)
(B)-u@ " (5) - oo

Die Matrix " anq1
~1
u() (2] = o
heifst deshalb Inverse zur sogenannten Transfermatrix (Transfer von links
nach rechts)
S:M(—g) [M (9)}71 . (3.95¢)

Mit der inversen Matrix

) (1 _ &) era/2+ika/2 (1 + &) era/2—ika/2

a -1 K K
oy |
— 2 2 (1 + &) e—;{a/2+ika/2 (1 o ﬁ) e*ﬁa/Q*ika/Q
K K

(3.96)
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ergibt sich so aus (3.95) der einfache Zusammenhang zwischen linken und
rechten Amplituden zu:

(le) =57 (Z) (3.97)

cosh ka + sl sinh ka | e*® ll sinh ka
_ 2 2 ( ar )
—% sinh ka (cosh Ka — % sinh ma) e ika e
Hierbei wurden die Definitionen
Kk k
= - —— 3.98
e=2- 2, (3.98)
Kk k
= -+ — 3.98b
n=o+ - ( )

benutzt, mit x~! als der exponentiellen Abklinglinge in der Barriere (3.92,
3.93).

Wir betrachten jetzt den hiufigen Spezialfall, wo nur Teilchen von links
gegen die Barriere laufen und deren Transmission berechnet werden soll. Dazu
setzen wir b, = o und erhalten aus (3.97):

a; = a, (cosh ka + %sinh ma) elka (3.99a)
b = ay (—%) sinh ka . (3.99b)

Die Transmissionsamplitude T von links nach rechts beschreibt dann
das Tunnelverhalten, d. h. die Abschwéchung der Amplitude der einlaufenden
Welle a; beim Durchgang durch die Barriere:

—ika
— Qy e
t=—= . 3.100
ay  coshka+i(e/2)sinhka ( )

Wihrend ¢ komplex ist und damit der Phasenverschiebung beim Tunneln
Rechnung trégt, ergibt sich die Transmissionswahrscheinlichkeit von links
nach rechts als reelles Absolutquadrat

- 1 1

T =7
- B 1+(1+§)sinh2lia_1+%77281nh2/1a-

(3.101)

Fiir hohe und breite Barrieren mit geringer Transmission gilt ka > 1, d. h.
sinhka =~ (1/2) und exp xa > 1. Damit folgt mittels (3.92) und (3.98) fiir
den Grenzfall schwachen Tunnelns eine exponentiell von der Barrierendicke a
abhéngige Transmissions- oder Tunnelwahrscheinlichkeit:

16E
T = |?|2 7o (*2 2m(Vp — E)a/ﬁ) . (3.102)
B



3.6 Einfache Losungen der Schrodinger-Gleichung 67

Der Tunneleffekt, beschrieben durch (3.102), hat bei der Entwicklung der
Quantenmechanik eine wichtige Rolle gespielt, weil es 1928 George Gamow
gelang, den Alphazerfall von Kernen zu erklédren [3]. (a-Teilchen sind He-
Kerne, die von radioaktiven Kernen ausgesandt werden). Hierbei tunnelt das
a-Teilchen mit der Tunnelwahrscheinlichkeit 7' durch die um den Kern herum
bestehende Potentialschwelle. Klassisch miisste man dem Kern Energie zu-
fiihren, damit a-Teilchen emittiert werden. Infolge des Tunneleffekts zerfallt
der Kern jedoch ohne dufiere Energiezufuhr.

Auch bei der Kernfusion, der Verschmelzung von Wasserstoftkernen zu
Heliumkernen muss eine Tunnelbarriere durchdrungen werden. Eine quanti-
tative Beschreibung des Effektes geschieht mittels Tunnelwahrscheinlichkei-
ten fiir H-Kerne.

Die wohl wichtigste Anwendung von (3.102) in der modernen Festkorper-
physik ist beim Raster-Elektronen-Tunnelmikroskop (Scanning Tunneling
Microscopy = STM) gegeben (Abb. 3.10) [4]. Hier wird der elektronische
Tunnelstrom zwischen einer Metallspitze und der durch einen Vakuumspalt
(Tunnelbarriere) getrennten Festkorperoberfliche in Abhéngigkeit von der
Position in einem Rasterbild aufgezeichnet. Wegen der exponentiellen Ab-
héngigkeit (3.102) reagiert dieser Tunnelstrom sehr empfindlich auf vertikale
Unebenheiten. So kénnen atomare Stufen auf Oberflichen oder mit extre-
mer Auflésung die Positionen der Oberflaichenatome (Abb. 3.10b) sichtbar
gemacht werden [5]. Hierbei ist zu beachten, dass die tunnelnden Elektronen
aus den jeweiligen rdumlich ausgedehnten Atomorbitalen stammen, deren
Gestalt und Lage also die Helligkeitsunterschiede in Abb. 3.10b bestimmen.
STM-Bilder haben also zum ersten Mal experimentell Bilder von Atomor-

X
XY-Rampe
Y
XY
Verstirker

Z-
Display Steuerung|

Feedback-
Elektronik X,Y,Z-Piezotrieb

U I

Verstirker

a) Probe

Abb. 3.10a,b. Elektronen-Rastertunnelmikroskopie. a Elektronische Komponen-
ten und Aufbau eines Rastertunnelmikroskops (STM, scanning tunneling micros-
cope). Rasterspitze (Tip) sowie Piezoantrieb und Probe befinden sich in einer
Ultrahochvakuum (UHV)-Kammer. b STM-Bild einer im UHV préparierten
Si(111)-Oberflache mit (7 x 7)-Oberflichenrekonstruktion. Die hellen Punkte wer-
den durch Elektronen erzeugt, die aus besetzten Si-Atomorbitalen heraustunneln [5]
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bitalen, d. h. Wellenfunktionen geliefert, die bis dahin nur mathematisch als
Losungen der Schrodinger-Gleichung bekannt waren.

Eine weitere wichtige Anwendung des Tunneleffektes bietet die moder-
ne Halbleiterbauelementphysik. Mittels verschiedener Schichtwachstumsver-
fahren (MBE molecular beam epitaxy, MOVPE metalorganic vapour phase
epitaxy, Anhang) kénnen Halbleiterschichten mit Dicken von wenigen Atom-
lagen kristallografisch perfekt aufeinander abgeschieden werden. Hierdurch
kann man in einen Halbleiter wie GaAs diinne Schichten von z. B. AlAs kris-
tallografisch perfekt einbauen. Im AlAs besitzen die freien Elektronen im
Leitungsband eine um etwa 1eV hohere Energie als in GaAs. Eine diinne
AlAs-Schicht im GaAs stellt also eine Energiebarriere fiir Elektronen im GaAs
dar. Leitungselektronen im GaAs kénnen die AlAs-Schicht durchtunneln. Da
die AlAs-Barriere andererseits im Falle einer aufen anliegenden Spannung
eine Zone erhohten Widerstands darstellt (freie Leitungselektronen sammeln
sich im energetisch giinstigeren GaAs), fallt dariiber Spannung ab. Es lassen
sich also durch solche Tunnelbarrieren neue Bauelementfunktionen realisie-
ren. Davon wird im néchsten Abschnitt mehr die Rede sein.

3.6.5 Resonantes Tunneln

Ordnet man zwei Barrieren hintereinander an, so erwartet man interessante
Transmissionsphdnomene durch diese Barrieren. Zwischen den Barrieren, im
sog. Potentialtopf werden sich dhnlich wie im Potentialkasten (Abschn. 3.6.1)
gebundene Zustdnde ausbilden; wegen der endlichen Hohe der Potentialbar-
rieren werden diese Zusténde (quasi-stehende Wellen) jedoch in die Barrieren
hinein exponentiell abklingen (Abschn. 3.6.3). Sind die Barrieren geniigend
diinn und niedrig, so kénnen diese exponentiellen ,,Schwénze* an ebene Wellen
als Zusténde freier Elektronen links und rechts der Doppelbarriere ankoppeln
und eine einzige kohdrente Wellenfunktion iiber das ganze Gebiet bilden.

Die Situation ist vergleichbar mit Lichtwellen, die durch zwei semitranspa-
rente Spiegel laufen (Fabry-Perrot-Interferometer) und dabei quasi-stehende
Wellen zwischen den beiden Spiegeln aufbauen. Wir werden sehen, dass
eine richtig dimensionierte Doppelbarriere so etwas wie ein Fabry-Perot-
Interferometer fiir Elektronenwellen darstellt.

Zwecks einer eleganten mathematischen Beschreibung des Doppelbarrie-
renproblems fiihren wir neben der Transfermatrix S (3.95) noch die soge-
nannte Transmissionsmatrix ein, indem wir die fiir den Durchgang durch
eine Barriere relevanten Stetigkeitsbedingungen (3.93) in der Weise umord-
nen, dass transmittierte und reflektierte Wellenamplitude, jeweils nach rechts
bzw. nach links laufend (Abb. 3.9), durch Transmissions (¢)- und Reflekti-
onsamplituden (r) beschrieben werden. Damit gilt nach Abb. 3.9:

ay = T ap + 1 by, (3.103a)
bi=ra+ tb. (3.103b)
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Die durch die Koeffizienten ¢ und r definierte Transmissionsmatrix er-
laubt damit die Verkniipfung der Amplituden von Wellen, die von der Barriere
weglaufen (a,, b)), mit denen, die auf die Barriere zulaufen (aj, b,):

(Zl> - (Z%) <Zl> : (3.103c¢)

Fiir ideale Verhéltnisse bei der Reflektion und beim Durchlaufen der Bar-
riere, sowie aus Symmetriegriinden folgt unmittelbar:

t=t =1, (3.104a)
Irl? = |n)* = |r]? (3.104b)
P+ =1 (3.104c)

Berticksichtigt man desweiteren die Vorzeichen im Exponenten fiir nach links
und rechts laufende Wellen, so folgt weiter:

— —

tri=—-rt", (3.105a)
Tt =1t (3.105b)

Durch Vergleich von (3.103¢) mit (3.95) und Umordnen der Wellenampli-
tuden ay, by, a;, by folgt der Zusammenhang zwischen der Transfermatrix é
und den Elementen der Transmissionsmatrix r und t¢:

1
_ (S Sz _
= Sa1 Sao

Hierbei gilt aufserdem

*

ﬁﬁ-T

195)

(3.106)

*

1

*

~1

=1 =
U

Det § = (3.107)

£
Driicken wir die Transmissionsamplitude ¢ durch ihren Betrag und ihre Phase
¢; aus als

t = |t|exp (igy) , (3.108a)
so folgt durch Vergleich von (3.97 mit 3.106):
¢ =@ —ka, (3.108b)
wobei gilt:
17k & 1
tan ¢ > (/@ k) tanh ka 25tanh Ka (3.108c)

¢+ (3.108b) driickt also die Phasenverschiebung beim Durchlaufen der Bar-
riere aus, die wesentlich vom Wellenvektor k& und von der Abklingldnge 1/x
der Wellenamplitude in der Barriere abhéngt.
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E Abb. 3.11. Erklirung der Symbole, mit
L-a denen resonantes Tunneln eines Elektrons
[ ] [ ] durch eine Doppelbarrierenstruktur beschrie-

ben wird

Nachdem wir also den Tunneleffekt durch eine Einzelbarriere erschépfend
beschrieben haben, verschieben wir einfach diese Barriere bei £ = o nach
x = —L (Abb. 3.11), ermitteln die Transformationsvorschrift fiir diese Ver-
schiebung auf den Tunneleffekt und ,,schalten* beide Effekte hintereinander.

Verschiebung der Barriere nach x = — L entspricht einer Verschiebung des
Koordinatensystems um L in positive Richtung:

V() = a1e* + be " — o (2) = gl et he ek - (3.109)

Die Verschiebung um L bedeutet also, dass a; und by in a] = ajexp(ikL)
und b = byexp(—ikL) tibergehen, d.h. eine Transformationsvorschrift der

Form: . L
a\ _(e"0 ar\ _ aj
()= (") (2)-2(2) - @

Hierbei ist natiirlich )
1 eflkL 0
T = 0 okl | - (3.110b)

Da die Transfermatrix S die Beziehung zwischen linken und rechten Wel-
lenamplituden herstellt

<Z> _§<le) , (3.111)

miissen wir noch S fiir die um L nach links verschobene Barriere ermitteln.
Dazu transformieren wir in (3.111) analog zu (3.110a) die Amplitude in das
verschobene Koordinatensystem (gestrichen):

! /
-1 (;) — STt <Z{1> (3.112a)

und erhalten fiir die um L verschobene Barriere:

! !
(Z/) =rsrt (Z}) : (3.112b)
T 1

Damit ist die Transformation fiir die Barriere bei x = —L:

7 N\
S e
HooR
N————
I
1M

S, =TST . (3.113)
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Da S und S . jeweils die Wellenamplituden rechts der Barriere mit denen
links verkniipften, erhalten wir den Gesamteffekt der Doppelbarriere durch
,Hintereinanderschalten* beider Matrizen,

étotzéLé' (3.114)
Dies ergibt schlieflich mit (3.106), (3.110), (3.113):
I . 2 —2ikL 1
-+ o2kl |T|7 T (€ 4=
s =1t AT N (3.115)
Eiot ¥ tekL N 1 1 N e2ikL ri2 .
t* t* t 12 t

Damit folgt nach (3.106) aus dem Matrixelement S53° fiir die totale Trans-
missionsamplitude durch die Doppelbarriere:

b = —— = r = £ (3.116)
tor T Gt 1+%|T|2 QARL 1 |p[? e2(kL+o1) '

und die Transmissionswahrscheinlichkeit

- (1- |r|2>2

2 pu—
‘1 + |r|2 e2i(kL+:)

Thor = [tiot]* = (3.117)

1+ |r|® e2i(kL+é1)

Im Grenzfall geringer Reflektion |r|? < 1 ist die Transmissionswahrschein-
lichkeit nahe bei eins und als Produkt T2 der Transmissionswahrscheinlich-
keiten der Einzelbarrieren darstellbar. Durch Reflektion bedingte Interferenz-
effekte zwischen den Barrieren spielen keine Rolle.

Die Transmission fiir Elektronen durch die Doppelbarriere kann exakt
gleich eins werden, wenn 72/|1 — |r|?|? = T?/|t|* = 1 gilt. Dies ist genau dann
der Fall, wenn

exp [21 (kL + ¢4)] = —1 (3.118a)
gilt. Dieser Grenzfall tritt ein fiir
2(kL+¢)=2n+1)m, n=0,1,2,... (3.118b)

Nehmen wir eine hohe Barriere, d. h. starke Reflexion und geringe Transmis-
sion (Grenzfall: V3 — 00) an, so folgt aus (3.92b) x — oo und aus (3.108c)
tanyp — —o0, bzw. ¢ — —72. Damit wird wegen ¢ = ¢ — ka (3.108b) aus
(3.118b):

Q(kagfka):(ZnJrl)w, n=012..., (3.118¢)
und wegen w = L — a (Abb. 3.11)
w=(n+1)\/2. (3.119)

In diesem Grenzfall hoher Barrieren, d.h. hoher Reflexion, ergibt sich
fiir die Doppelbarrierenanordnung also eine Transmissionswahrscheinlichkeit
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E Abb. 3.12. Schematische Darstellung
w der drei niederenergetischen gebun-
— — denen Zustdnde (Wellenfunktion mit
31 /22 A =2w, A =w, A = 2w/3), durch die
E v ein Elektron der kinetischen Energie
kin FEyin resonant hindurch tunneln kann
A=w
Al2=w
X

von eins (ideale Transmission), wenn ein Vielfaches der halben Wellenldn-
ge der Elektrowelle gerade in den Potentialtopf der Breite w hineinpasst.
Die entsprechenden Elektronenenergien gehéren zu gebundenen Zustédnden
im Potentialtopf zwischen den beiden Barrieren (Abb. 3.12). In diesem Fall
bildet sich ein zusammenhéngender (kohérenter) Einelektronenzustand zwi-
schen der von links einlaufenden, der im Potentialtopf zwischen den Barrie-
ren stehenden Welle und der nach rechts auslaufenden Elektronenwelle aus.
Man nennt dieses Phdnomen resonantes Tunneln (durch einen gebundenen
Zustand).

Schon vorher wurde auf die Analogie des elektronischen Tunnelph&nomens
zum Durchgang von Licht durch zwei semipermeable Spiegel hingewiesen.
Entsprechend kénnen wir auch fiir Elektronenwellen, die durch eine Dop-
pelbarriere tunneln, die Transmissionsamplitude ;o1 (3.116) durch Aufsum-
mation von Partialwellen erhalten, die jeweils die beiden Barrieren passiert
haben (Abb. 3.13). Nehmen wir der Einfachheit halber sehr diinne Barrie-
ren (mittlerer Abstand L ~ Weite des Potentialtopfs) an, bei denen Pha-
senverschiebungen wéhrend der Barrierentransmission vernachlassigt werden
konnen, dann gilt t* ~ t ~ |t|. Der Ubersichtlichkeit halber bezeichnen wir
Transmissions- bzw. Reflektionsamplitude der linken Barriere mit ¢ bzw. 7,
die der rechte mit ¢, bzw. r,.

Nach Abb. 3.13 erhilt dann jede Partialwelle, die nach zusétzlicher zwei-
maliger Reflektion links und rechts im Potentialtopf mit zum Gesamtsignal
rechts der Doppelbarrieren beitragt, zweimal einen zusétzlichen Amplituden-
faktor exp(ikL) hinzu. Damit ergibt sich die gesamte transmittierte Ampli-
tude durch Superposition aller Partialwellen zu:

tros = L Lt 4 1@y oF Ly @R Ly 4 ) @R Ly oIRDy oiFLy oiRLy oKLy
(3.120)
Wir nehmen jetzt beide Barrieren, links und rechts als gleich an, d. h. r = r;
bzw. t; = t;, und erhalten
toog = 12 IRE | 1292 QBIRL | 42,4 SIKL
ot =

= t2el |1 4 r2 ekl 4 (r? eQikL)2 +.. } . (3.121)
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Da |[r?exp(2ikL))| < 1 gilt, kénnen wir die geometrische Reihe (3.121)
aufsummieren zu
12 oikL
trot = W . (3122)
Die Ahnlichkeit zu (3.116) ist auffallend. Unterschiede erkliren sich durch
die hier getroffenen vereinfachenden Annahmen iiber die Barrieren. Maximale
Transmission [tyot]> = 1 erhalten wir aus (3.122) wegen > = 1 — r? fiir
exp(i2kL) =1,d.h. 2kL = 27n (n =0, 1,2,...). Es folgt also eine zu (3.119)
analoge Bedingung

A
w%L:ni, n=1,23,... (3.123)

Maximale Transmission |T'| = 1 wird erreicht, wenn Vielfache der halben
Elektronenwellenldnge A in den Potentialtopf hineinpassen (Abb. 3.12).

In Abb. 3.14 ist die mittels des beschriebenen Formalismus berechnete
kohdrente Wellenfunktion (Realteil) im Bereich einer Doppelbarriere fiir den
Fall dargestellt, dass die Energie des von links einlaufenden Elektrons der
Energie des energetisch niedrigsten Quantenzustands im Quantentrog zwi-
schen den beiden Energiebarrieren entspricht. Im linken Bereich ist die ein-
laufende ebene Welle zu erkennen, die kohérent anschlieft an die im Quan-
tentrog sich ausbildende stehende Welle (laterale Ausdehnung ungefdhr \/2)
und die rechts auslaufende ebene Welle. Im Fall der vorliegenden Resonanz
zwischen gebundenem Zustand im Quantentopf und der Energie der ebenen
Wellen links und rechts, ist die Wellenamplitude im Topf signifikant iiber-
hoht. Hier liegt der Fall idealer Transmission (= 1) durch die Doppelbarriere
vor. Die Rechnung wurde fiir zwei realistische AlAs-Barrieren durchgefiihrt,
die in eine GaAs-Schicht eingebettet sind. Infolge der verschiedenen potenti-
ellen Energien der freien Elektronen in AlAs und GaAs betrégt die Barrie-
renhdhe etwa 1eV. Derartige Halbleiterschichtstrukturen lassen sich mittels

L=w

I

L
t eikLt
. . 1
tlelkerelkLtl r
tleikere ikLrleikLtr

Abb. 3.13. Schematische Darstellung des resonanten Elektronentunnelns durch
eine Doppelbarriere als Uberlagerung von Teilwellen, die jeweils mit Transmissions-
bzw. Reflektionsamplituden ¢, ¢, und ri, 7+ an der linken (1) bzw. der rechten (r)
Barriere transmittiert oder reflektiert werden
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Abb. 3.14. Kohirente Wellenfunktionen ) (x) (reell) eines Elektrons, das mit einer
Energie Ey von links auf eine Doppelbarriere zulduft, resonant tunnelt und rechts
als freies Elektrons weiterlauft. Zwischen den beiden Potentialbarrieren wéchst die
Wellenamplitude signifikant an, weil dort ein quasi-gebundener Zustand (Grund-
zustand FEp) zur Verfiigung steht. Die Rechnung wurde fiir zwei AlAs-Barrieren,
eingebettet in GaAs, durchgefiihrt [6, 7]

moderner Epitaxiemethoden mit atomarer Préazision herstellen, wie aus dem
hoch aufgeldsten, elektronenmikroskopischen Transmissionsbild (Abb. 3.15)
zu ersehen ist [6, 7]. Die fiir diese Struktur errechneten zwei gebundenen Zu-
stdnde sind in einer quantitativen Darstellung in Abb. 3.16a dargestellt. Die
daraus errechnete Transmissionswahrscheinlichkeit als Funktion der Energie
Eyiy, eines von links einlaufenden Elektrons (Abb. 3.16b) zeigt entsprechend
diesen gebundenen Zustédnden zwei scharfe Transmissionsbanden (T° = 1)
bei Energien von ca. 0,26V und 0,56V [8]. Die Elektronen tunneln ,wider-
standslos“ durch die quasi-gebundenen Zusténde des Potentialtopfs. Wegen
der endlichen Barrierenhohe (Eindringen der Wellenfunktion in die Barriere)
gehorchen die Energien nicht dem einfachen Gesetz (3.119) bzw. der 1/w?
Abhéngigkeit gebundener Zusténde (3.64) im Potentialtopf.

Legt man an eine Schichtstruktur wie in Abb. 3.15 iiber zwei elektri-
sche Kontakte oben und unten (Diodenstruktur) eine elektrische Spannung
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Abb. 3.15. Transmissionselek-
GaAs tronenmikroskopisches (TEM)
Bild einer durch Molekularstrahl-

580°C

- Epitaxie (MBE) hergestellten
1,7nm 1 AlAs Doppelbarrierenstruktur
s g Sa2s (Anhang B). Die beiden Potenti-
5 : albarrieren werden durch AlAs-
/ GaAs Schichten realisiert, die in GaAs

eingebettet sind. Die Punktstruk-
tur des Bildes zeigt die atomare
Auflésung des TEM-Bildes:

3 B 3ttt AlAs  Punkte beschreiben Atomreihen
Bipiiitiiiiiiaateseits § in den Schichten [
i
GaAs
: 0
AlAs
10
: 2u
G os
o
& i o4
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GaAs 1]
1E4 1E3 oo o1 1
a) b) TRANSMISSION

Abb. 3.16a,b. Transmission T einer Doppelbarrierenstruktur beim resonan-
ten Tunneln eines Elektrons. a Doppelbarriere mit Energieniveaus der quasi-
gebundenen Zustdnde. b Errechnete Transmission 7' als Funktion der kinetischen
Energie des einfallenden Elektrons. Transmissionsmaxima entsprechen in ihrer ener-
getischen Lage den quasi-gebundenen Zusténden der Doppelbarriere

an, so fallt diese Spannung iiber den Doppelbarrieren (hoher Widerstand)
ab und man kann durch Spannungsvariationen die Elektronen in der linken
GaAs-Schicht beziiglich ihrer Energie gerade in Resonanz bringen mit dem
niedrigsten quasi-gebundenen Zustand zwischen den Barrieren. Wegen der
hohen Transmission steigt der Strom durch die sog. Resonanz-Tunneldiode
(RTD) auf einen Maximalwert an, um bei weiterer Spannungserhthung wie-
der abzufallen, wenn der quasi-gebundene Zustand aufier Resonanz gerit.
Dieses Verhalten, insbesondere die in einer detaillierten Quantentransport-
rechnung [9] ermittelte lokale elektronische Zustandsdichte und die daraus
resultierende Strom-Spannungs-(I-V)-Kennlinie sind fiir den Resonanzfall in
Abb. 3.17 dargestellt. RTDs des beschriebenen Typs sind quantenelektroni-
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Abb. 3.17a,b. Realistische Quantentransportrechnung fiir eine Resonanztun-
neldiode aus einer AlAs/GaAs-Mehrfachheterostruktur und daran gemessener
Strom (I)-Spannungs (V)-Charakteristik [9]. a Berechnete lokale elektronische Zu-
standsdichte vor dem Hintergrund der Leitungsbandkante der Heterostruktur. Die
AlAs-Barrieren schliefsen drei quasi-gebundene Zustédnde ein. Der Grad der
Halbtonschwérzung ist ein Maf fiir die Aufenthaltswahrscheinlichkeitsdichte des
tunnelnden Elektrons. Die Diode ist mit 0,42 V vorgespannt. b Experimentell an
der Diode ermittelte IV -Kennlinie. Das Maximum bei etwa 0,7 V entspricht reso-
nantem Tunneln durch den 1. quasi-gebundenen Zustand in (a)

sche Bauelemente, die bei Zimmertemperatur eine komplexe I-V-Kennlinie
(Abb. 3.17b) mit negativem differentiellen Widerstand (NDR) aufweisen.
Sie kénnen zur Erzeugung hochfrequenter elektromagnetischer Schwingungen
bis in den THz Bereich sowie zur Realisierung neuartiger logischer, digitaler
Schaltungen eingesetzt werden.

3.7 Einzelektronen-Tunneln

Wir verlassen an dieser Stelle fiir einen Augenblick die Beschreibung quanten-
mechanischer Phédnomene im Rahmen des strengen Formalismus der Schro-
dinger-Gleichung und der Wellenfunktion, um uns einem Ph&nomen zuzu-
wenden, das fiir die experimentelle Forschung auf dem Grenzgebiet zwischen
Grundlagen der Quantenmechanik, Quantenelektronik und Nanophysik eine
wichtige Rolle spielt. Dieses Phénomen des Einzelelektronen-Tunnelns be-
ruht auf dem Tunneleffekt einzelner Elektronen durch zwei hintereinander
angeordnete Tunnelbarrieren, die einen Metall- oder Halbleiterbereich mit Di-
mensionen von einigen Nanometern einschliefen (Abb. 3.18). Man kann diese
Strukturen als einen Quantenkasten oder Quantenpunkt (box) auffassen, der
iiber zwei Tunnelbarrieren mit einer elektronenzuliefernden (Source, S) Elek-
trode und einer elektronenabsaugenden (Drain, D) Elektrode verbunden ist
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Abb. 3.18a—d. Schema des Einzelelektronen-Tunnels durch einen Quantenpunkt
(Dot). a Schaltungsprinzip zur Messung des Einzelelektronen-Tunnelns. Durch ei-
ne Gate-Elektrode kann das Potential des Quantenpunkts gegeniiber der Source-
Elektrode verschoben werden. b Grundzustandsenergie U des Quantenpunkts (Dot)
als Funktion der Gate-Spannung V; in normierter Auftragung (CgV;/e). Die ver-
schiedenen Parabeln entsprechen der Besetzung des Dot mit anwachsenden Zahlen
der Elektronenbesetzung N = 0,1,2,.... ¢ Besetzung des Quantenpunkts mit je-
weils N = 0,1, 2, ... Elektronen als Funktion der Gate-Spannung V;. d Tunnelleitfa-
higkeit o zwischen Source- und Drain-Kontakt als Funktion der Gate-Spannung V.
Diese sog. Coulomb-Blockade-Oszillationen zeigen Maxima, wenn sich die elektro-
nische Besetzung des Quantenpunkts dndert

(Abb. 3.18a). Eine dritte Elektrode, das Gate (G) ist kapazitiv, iiber eine iso-
lierende Barriere (Schicht) an den Quantenpunkt angekoppelt und gestattet,
iiber eine relativ zu S angelegte Spannung das Potential des Quantenpunkts
gegeniiber S und D zu verschieben.

Im Experiment kann eine solche Struktur auf verschiedene Weise rea-
lisiert werden. Eine resonante Tunnelstruktur, bestehend aus GaAs- und
AlAs-Barrieren (Abb. 3.15) kann lateral durch lithographische Strukturie-
rung soweit verkleinert werden, dass der Bereich zwischen den AlAs-Barrieren
laterale Dimensionen im 100 nm Bereich bekommt. Dies bedeutet wegen der
an der Messoberflache vorhandenen, elektronenfreien Verarmungsrandschicht
(sieche Anhang) eine laterale Eingrenzung der Ladungstriager auf Raumberei-
che einiger Nanometer. Eine weitere gebrduchliche Realisierung von Source/
Quantenpunkt/Drain-Systemen mit zusitzlicher Gateelektrode basiert auf
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zweidimensionalen Elektronengasen (2DEG), die in Halbleiterheterostruktu-
ren erzeugt werden kénnen (Anhang). Metallische Elektroden, aufgedampft
auf die Oberfliche der Heteroschichtstruktur, verarmen bei negativ anlie-
gender Vorspannung das 2DEG darunter; die negative Spannung , driickt®
die Elektronen aus den Raumbereichen darunter hinaus. Geeignet geformte
Metallelektroden gestatten so die Erzeugung nichtleitender Tunnelbarrieren
zwischen Raumbereichen, in denen das 2DEG noch vorhanden ist (Source,
Drain, Gate, Quantenpunkt).

In jedem Fall haben wir es mit einem Quantenpunkt (Quantum dot, box)
zu tun, in dem nur wenige Elektronen lateral stark eingeschrankt diskrete
Quantenzustidnde einnehmen kénnen. Nach Abschn. 3.6.1 existieren also dis-
krete Einzelelektronenniveaus wie in einem Atom. Im Gegensatz zu in der
Natur gegebenen Atomen kénnen wir jedoch durch Anderung elektrischer
Vorspannungen am Source, Drain oder Gate die elektrischen Potentiale der
einzelnen Komponenten gegeneinander verschieben. Wir kénnen sogar Elek-
tronen dazu zwingen, vom Source-Kontakt in den Quantenpunkt {iber die
dazwischen liegende Barriere hinein zu tunneln und dort einen der zur Verfii-
gung stehenden Quantenzustédnde zu besetzen. Abhéngig von den Potential-
bedingungen und den Tunnelbarrierendicken und -héhen kann das Elektron
den Quantenpunkt {iber Tunneln durch die zweite Barriere auch wieder in
Richtung Drain-Kontakt verlassen. Bei diesem Prozess des Einzelelektronen-
Tunnelns begegnet uns ein interessantes Phénomen, die sog. Coulomb-
Blockade.

Stellen wir uns vor, im Quantenpunkt seien schon einige wenige Elektro-
nen vorhanden, die entsprechende niederenergetische Quantenzusténde beset-
zen. Wir werden im Abschn. 5.6.3 sehen, dass ein elektronischer Zustand von
maximal einem Elektron besetzt werden kann (Pauli-AusschlieRungsprinzip).
Versucht nun ein weiteres Elektron in den Quantenpunkt hineinzutunneln,
dann muss es in dem energetisch ndchst hoheren Zustand ,,Platz“ finden.
Aufberdem erfahrt das FElektron eine elektrostatische Abstofsung durch die
im Quantenpunkt schon vorhandenen Elektronen. Dieser Elektron-Elektron-
Wechselwirkungseffekt wurde in unserer bisherigen ,,Einteilchenbeschreibung*
nie berticksichtigt. Alle Quantenzustinde, die fiir rAumlich eingeschréinkte Vo-
lumen (Potentialkasten, Quantendraht, Quantenpunkt) ausgerechnet wurden
(Abschn. 3.6.1), galten nur fiir ein einziges Elektron. Wechselwirkung mit
schon vorhandenen Elektronen wurden vernachléssigt. Vielteilchenwechsel-
wirkungen dieser Art verlangen eine wesentlich komplexere mathematische
Beschreibung (siehe Kap. 8) als das an dieser Stelle des Buches moglich ist.
Wir werden deshalb zur Beschreibung des Einzelelektronen-Tunnelns eine
quasiklassische Beschreibung fiir die Vielteilchenwechselwirkung im Rahmen
elektrostatischer Aufladephdnomene des Quantenpunkts heranziehen und nur
den Tunneleffekt zur Uberwindung der einzelnen Barrieren zwischen Quan-
tenpunkt und Source- und Drain-Kontakt als quantenmechanisches Phéno-
men in Erinnerung behalten.
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Starten wir zur klassischen Beschreibung des Quantenpunkts mit einem
kleinen elektrisch geladenen metallischen Partikel, das in ein dielektrisches
Medium eingeschlossen ist. Gegeniiber dem Unendlichen besitzt dies Partikel
eine Kapazitiat C' = ¢/V mit ¢ der Ladung auf dem Partikel, und V, der
Spannung gegeniiber einer im Unendlichen angebrachten Elektrode. Bringen
wir eine Ladung dq auf das Partikel, so erhGhen wir dessen Energie um

dE =Vdq=qdq/C. (3.124)

Wenn wir die Gesamtladung bis zum Wert @) erhdhen, heifst dies, dass die
elektrische Energie zunimmt auf

Q
/q_:
C

0

Die elektrostatische Energie des geladenen leitenden Partikels (Quanten-
punkt) betriigt also E = Q2/2C.

Um die Grofenordnung der zu erwartenden Effekte abzuschétzen, nehmen
wir als Quantenpunkt eine kleine kreisrunde, leitende Scheibe mit Radius
r = 250nm im Abstand ¢ = 70nm unterhalb einer ausgedehnten plana-
ren metallischen Gateelektrode an. Der Quantenpunkt sei eingebettet in den
Halbleiter GaAs (e, & 13). Dann ist die Kapazitit dieses Quantenpunkts
gegeniiber der Gateelektrode

Q2
= (3.125)

DN | =

C= 5T507r7°2/a , (3.126)

und es ergibt sich ein Wert von C' ~ 1076F. Dies fiihrt nach (3.125) zu
einer Aufladungsenergie Ec = e%/2C durch Zufuhr eines Elektrons von der
Grofenordnung 1 meV. Um solche Energiedifferenzen spektroskopisch aufzu-
16sen, miissen die Effekte bei sehr niedriger Temperatur T° < 1 K untersucht
werden. Um Aufladungseffekte bei Zimmertemperatur studieren zu kénnen,
miissen die Kapazitéten (3.126) weitaus kleiner, d.h. die Dimensionen des
Quantenpunkts in der Gréfsenordnung von Nanometern sein.

In unserer klassischen Beschreibung (orthodoxes Modell) nehmen wir die
iber Source und Drain transportierte, auf dem Quantenpunkt vorhandene
Ladung als durch die Elementarladung |e| quantisiert an, wihrend wir die
Wirkung der Gatespannung V; durch eine kontinuierliche, iiber die Gateka-
pazitét Cy induzierte Ladung CgV; beschreiben. Damit folgt aus (3.125) fir
die elektrostatische Energie (Grundzustandsenergie) des Quantenpunkts

N
U(N) =[le] (N — No) + CgVe]*/2C + Y E, . (3.127a)

Hierbei ist die Elektronenzahl N = Ny bei verschwindender Gatespan-
nung V; = 0 gegeben. C ist die Gesamtkapazitdt des Quantenpunkts gegen-
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iiber Gate (Cg), Source (Cs) und Drain (Cp):
C=Cy+Cs+Ch (3.127b)

FE,, sind die aus der Losung der Schrédinger-Gleichung sich ergebenden
Einelektronenenergien (Energieeigenwert) eines im Quantenpunkt eingesperr-
ten Elektrons (Abschn. 3.6.1), die bis zur Zahl N mit Elektronen besetzt sind.
Der letzte Term in (3.127a) enthélt also die Summe der Einteilchenenergien,
wahrend der erste Term mittels des Ausdrucks einer klassischen Aufladung
die Vielteilchen-Wechselwirkung beschreibt.

Wenn auf einem Quantenpunkt N — 1 Elektronen vorhanden sind, ver-
langt das Hinzufiigen das N-ten Elektrons eine Energie, das elektrochemische
Potential uqp (N) des Quantenpunkts mit N Elektronen (ugp = OU/ON):

piqp (N) =U (N) =U (N - 1)
= 55 [0l (V- No) + €
—{lel (N =1~ Np) + CgVg}> + En| . (3.128a)

Hierbei ist Ey der hochste besetzte Einelektronenzustand. Ausrechnen
der Klammern in (3.128a) ergibt fiir das elektrochemische Potential

1Y e? C,
HnQpr (N) = (N—N —5) 5+|€|Eng+EN . (3.128b)
Die Additionsenergie, um ein weiteres Elektron zum Quantenpunkt hin-
zuzufiigen, ergibt sich damit zu

Ap(N) = par (N +1) — pap (N)
UN+1)—2U(N)4+U (N +1)
o2 o2
—6+EN+17EN—6+AE. (3.129)
In der Atomphysik wiirde man A = U(N) — U(N + 1) als Elektronenaf-
finitdt und 7 = U(N — 1) — U(N) als Ionisierungsenergie bezeichnen, womit
dann die Additionsenergie als Differenz von I und A folgt: Ay =1 — A.
Diese Additionsenergie Ap(N) enthélt die Differenz AFE aus den héchsten
Einelektronenenergien, der des héchsten besetzten Niveaus En und der, in
das das zusétzliche Elektron , hineingeht* Fx 1, sowie die Aufladungsenergie
e?/C herriihrend von der Coulomb-AbstoRung zwischen dem hinzukommen-
den und den vorhandenen Elektronen (Vielteilchenwechselwirkung).
Wir werden spéter sehen, dass fiir metallische Quantenpunkte AFE ver-
nachléssigbar klein ist, gegeniiber der Aufladungsenergie, wihrend wir bei

Halbleitern die Summe Eg E,, und damit auch AE auf jeden Fall berticksich-
tigen miissen. Betrachten wir im Folgenden einen metallischen Quantenpunkt
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und nehmen weiterhin Ny = 0 an; der Quantenpunkt enthélt bei V; = 0 kei-
ne zusétzliche Ladung. Dann stellt sich seine Grundzustandsenergie (3.127a)
der als

U(N, V) = % (N |e| + CVe)* . (3.130)
Tragen wir diese Energie als Funktion der Gatespannung V; auf
(Abb. 3.18b), so erhalten wir eine Serie von Parabeln, die jeweils zu Besetzun-
gen des Quantenpunkts mit Elektronenanzahlen N =0, N =1, N = 2 usw.
gehoren. Bei CyV, = %e kreuzen sich die Parabeln mit N = 0 und N = 1.
Erhéhen wir die Gatespannung iiber diesen Punkt hinaus, so ist es energe-
tisch giinstiger, dass der Quantenpunkt eine Elementarladung aufnimmt, als
dass er ladungsfrei bleibt (N = 0, Parabel um 0 zentriert). Weiteres Erhéhen
der Gatespannung erhoht entsprechend die Besetzung des Quantenpunkts
(Abb. 3.18c¢). Anderung der Besetzung tritt jeweils bei den Kreuzungspunk-
ten der Parabeln auf, wihrend im Zwischenbereich eine stabile Besetzung
mit N =0, N =1, N = 2 usw. Elektronen vorliegt. In diesem stabilen Be-
setzungsbereich, in dem also jeder Stromtransport durch den Quantenpunkt

blockiert ist, gilt
UN=£1,Vy) —U(N,Vy) <0, (3.131a)

d.h. nach Abb. 3.18¢
1 1
N_§ <Cg‘/g/e< N+§ . (3131b)

Dieses Phinomen der Blockierung von Stromtransport wegen stabiler Be-
setzung des Quantenpunkts nennt man Coulomb-Blockade.
An den Kreuzungspunkten der Parabeln gilt

U(N+1)=U(N) . (3.132)

Das System zeigt bei dieser speziellen Gatespannung keine Préaferenz fiir
eine Besetzung mit N oder N + 1 Elektronen. Bei diesen Gatespannungen
leitet der Quantenpunkt, seine Elektronenbesetzung kann fluktuieren und es
kann iiber Tunneln ein Elektronenaustausch mit dem Source- und Drainkon-
takt stattfinden. Die Tunnelleitfahigkeit zwischen Source, Quantenpunkt und
Drain zeigt als Funktion von C,V; scharfe , Peaks”, sog. Coulomb-Blockade-
Oszillationen (Abb. 3.18d).

Der hier beschriebene Sachverhalt ldsst sich auch analog zur Energie-
Ortsdarstellung des Resonanz-Tunneleffekts (Abb. 3.16, 3.17) darstellen. In
Abb. 3.19 sind charakteristische Energien in den Raumbereichen Source (S),
Drain (D) und Quantenpunkt (QP) auf einer Energieachse E dargestellt.
Die drei Bereiche sind durch isolierende Tunnelbarrieren getrennt, in denen
im betrachteten Energiebereich keine elektronischen Zusténde existieren. Die
Barrieren sind jedoch so diinn, dass der Uberlapp der elektronischen Wel-
lenfunktionen aus den Bereichen S, D, QP Tunneln von Elektronen erlaubt.
In Source und Drain sind die metallischen Verhéltnisse durch das Modell
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Abb. 3.19a—f. Erkldrung der Einzelelektronen-Tunneleffekte in einer Messschal-
tung mit Source (S), Dot (Quantenpunkt), Drain (D) und Gate (rechts unten).
a Potentialtopf-Schemata fiir Source, Drain und Dot mit verschwindender (oder
sehr kleiner) Spannung zwischen Source und Drain. ps und pp sind die chemischen
Potentiale von Source und Drain, uqp(N) und puqp(N + 1) die chemischen Poten-
tiale des Quantenpunkts bei Besetzung mit N bzw. N + 1 Elektronen (Coulomb-
Blockade). b Potentialtopf-Schema bei Anlegen einer Gate-Spannung Vj, die im
Dot uqp(N + 1) in Hohe von pg bringt und damit Tunneln eines Elektrons durch
den Dot ermoglicht (Aufhebung der Coulomb-Blockade). ¢ Source-Drain-Strom Isp
als Funktion der Gate-Spannung V;. Die Coulomb-Blockade-Oszillationen zeigen
mit ihren scharfen Banden Situationen wie in (b) an. d,e Mdglicher Tunnelstrom-
transport durch Anderung der Source-Drain-Spannung Vsp. f Coulomb-Blockade-
Treppencharakteristik, wie sie fiir den Tunnelstrom Isp als Funktion von Vsp bei
Vorliegen der Situationen (d) und (e) gemessen wird

des Potentialkastens (Abschn. 3.6.1) beschrieben, bei dem die elektronischen
Zustdnde quasikontinuierlich dicht auf der Energieachse liegen und bis zu
einer Maximalenergie ug bzw. up, den chemischen Potentialen, mit Elektro-
nen besetzt sind (schattierte Bereiche). Diese Darstellung setzt das Pauli-
Ausschliefungsprinzip fiir Elektronen voraus, nach dem jeder Einelektronen-
zustand nur von einem einzigen Elektron besetzt werden darf (Ableitung in
Abschn. 5.6). Im Quantenpunkt nehmen wir infolge der rdumlichen Einsper-
rung diskrete Energieniveaus an, die aber in der Darstellung in Abb. 3.19
nicht ndher betrachtet werden. Jedoch wollen wir den Vielteilcheneffekt der
Coulomb-Abstofsung, d. h. den Aufladungseffekt berticksichtigen, in dem das
Hinzufiigen eines Elektrons gerade die Additionsenergie e?/C kostet.
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uqp (N +1) kennzeichnet dann die Vielteilchenenergie (chemisches Poten-
tial) des Quantenpunkts, bei der eine Erhohung der Besetzung von N nach
N + 1 gerade moglich wird. Liegt das chemische Potential pug von Source
unterhalb von puqp(N + 1), so kann kein weiteres Elektron iiber N hinaus
in den Quantenpunkt hineintunneln. Diese Situation der Coulomb-Blockade
ist in Abb. 3.19a dargestellt. Aufere Spannungen zwischen den S, D und
Gatekontakten verschieben die Energieskalen der Bereiche S, D, QP gegen-
einander und damit ihre chemischen Potentiale. In Abb. 3.19b wurde durch
eine Gatespannung V; das Potential des Quantenpunkts gegeniiber pg und
wp so verschoben, dass piqp(N + 1) auf der Energie von ug und pp zu liegen
kommt. Der QP kann seine Elektronenbesetzung iiber Tunneln aus S oder in
D hinein um einen Ladungstréger verdndern. Bei einer minimalen anliegen-
den Spannung Vsp, d. h. einer geringfiigigen Differenz ug — up > 0 fliefit ein
Tunnelstrom iiber den Quantenpunkt, die Coulomb-Blockade ist aufgehoben.
Diese Situation tritt bei Erhéhung der Gatespannung nach Abb. 3.18b pe-
riodisch auf und erklédrt das Auftreten der Coulomb-Blockade-Oszillationen
(Abb. 3.18c¢).

Die Coulomb-Blockade kann auch bei festgehaltenem Potential am Quan-
tenpunkt (feste Gatespannung) aufgehoben werden, indem man die Source-
Drain-Spannung Vgsp vergrofert (Abb. 3.19d). Wegen der Spannungsabfil-
le iiber beide Barrieren verschieben sich dann die Energien uqp(N) bzw.
pqpr(N + 1) gegeniiber pg und pp so, dass Tunneln von S iiber QP nach
D moglich wird. Ein Tunnelstrom Igp setzt ein, wenn pqp(IN + 1) gera-
de die energetische Lage von ug erreicht (Abb. 3.19d). Weiteres Absenken
von puqp (N + 1) erhélt diesen Tunnelstrom, weil immer noch besetzte elek-
tronische Zusténde im Source-Bereich auf der Héhe von pgp(N + 1) liegen
(Abb. 3.19¢). Erreicht bei weiterer Vergroferung von Vgp, d. h. weiterem Ab-
senken der QP-Energie uqp(IV + 2) die Source-Energie ug, dann kann ein
weiteres Elektron tunneln und der Tunnelstrom Igp nimmt sprunghaft zu.
Auf diese Weise beobachtet man in der Isp(Vsp) Charakteristik die sog.
Coulomb-Blockade-Treppen(stair case)-Charakteristik (Abb. 3.19f).

Abschlieftend sei noch einmal betont, dass die in Abb. 3.19 eingezeichne-
ten Energieniveaus uqp(N), uqp (N + 1), usw. Vielteilchenenergien im Sinne
des chemischen Potentials sind, und nicht wie in der Diskussion des Reso-
nanztunneleffekts (Abschn. 3.6.5) Einteilchenenergien mit zugehorigen Ein-
teilchenwellenfunktion, durch die im Falle koh&renter Ankopplung an Source
und Drain ein Elektron mit kohdrenter Wellenfunktion (in S, D, QP) hin-
durchtunnelt.
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4 Quantenmechanische Zustande
im Hilbert-Raum

In den vorhergehenden Kapiteln haben wir gesehen, dass wir bei der Be-
schreibung des atomaren Geschehens Abstand nehmen miissen von einer
wohl definierten Bahn, der Trajektorie eines Teilchens, auf der Ort und Ge-
schwindigkeit wohl definiert sind. Es gilt die Unschérferelation fiir Ort und
Impuls. Beide Groflen sind nur als statistische Erwartungswerte gleichzei-
tig zu messen, da das atomare und subatomare Geschehen grundsétzlich
statistisch, d.h. nicht-deterministisch ist. Mit Hilfe von Wellenfunktion und
Schrodinger-Gleichung waren wir jedoch in der Lage, zumindest das statis-
tische Geschehen, das durch Welle-Teilchen-Dualismus gekennzeichnet ist,
in wohl definierte, mathematisch ableitbare Formulierungen zu bringen. Die
Schrodinger-Gleichung bestimmt mit Randbedingungen eindeutig die Wellen-
funktion. Hierbei hat sich, manchmal etwas verschwommen, der Begriff des
quantenmechanischen Zustandes eingeschlichen. In Ermangelung von genau-
en Angaben {iber Ort und Impuls haben wir diesen Begriff eines Zustandes
benutzt, um das Verhalten eines Elektrons, oder genauer, eines Ensembles von
Teilchen in einer mathematisch benutzbaren Form durch Angabe der Wellen-
funktion bzw. dessen Energie (Eigenwert) zu beschreiben. Wir werden diesen
Begriff des quantenmechanischen Zustandes eines Systems in diesem Kapi-
tel schérfer formulieren und dazu verallgemeinerte Vektoren in einem sog.
Hilbert-Raum (David Hilbert 1862-1943, berithmter deutscher Mathema-
tiker) benutzen. Auch wenn dies auf den ersten Blick sehr abstrakt erscheint,
so ist die Handhabung des mathematischen Formalismus recht einfach, wenn
wir uns nur immer wieder die Analogie zu unserem in der Anschauung wohl
vertrauten 3D-Raum vor Augen fiithren.

4.1 Eigenlosungen und Messung von Observablen

Wir starten mit den Eigenl6sungen, die wir fiir ein Elektron als Losung der
zeitunabhingigen Schrédinger-Gleichung (3.60) in einem 1D-Potentialtopf
mit festen Randbedingungen erhalten haben:

on (2) = Csink,x . (4.1)

Hierbei ist k, infolge der Randbedingungen geméf (3.63) gequantelt mit
den Werten k, = nw/L, wobei die Quantenzahl n die ganzzahligen Werte
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n =1,2,3,... annimmt. Die Konstante C ergibt sich aus der Normierungs-
bedingung (3.7), die {iber das betrachtete Volumen, d.h. hier die Linge L
angewandt, lautet:

L

L
/gafl (z)pn (z) dz = C? /sin2 (n%z) de=1. (4.2)
0

0

Damit folgt C' = (2/L)_2, d.h. die normierten Eigenfunktionen (4.1) lauten

on (z) = \/%sin n%:c ) (4.3)

Betrachten wir statt wie in der Normierungsbedingung (4.2) das Integral iiber
zwei verschiedene Eigenlosungen (Wellenfunktionen) ¢,, und ¢,, mit m # n,
so gilt

L

L
N 72 nmw
/(pm() —E/sm sm(L )d:z:
0

0

2[8111( m—n)r  sin(m4n)T

~ L 2(mn)ﬂ'/L_2(m+n)ﬂ'/L}:0' (44)

Fiir Eigenfunktionen ¢,, (), die Losungen der zeitunabhingigen Schréodinger-
Eigenwertgleichung (3.60) fiir ein Elektron im Potentialkasten sind, gilt also

* _ _J1lfirm=n
/wm(x)son(x)dx—émn—{OMm#n : (4.5)
0

mit &,y als dem sog. Kronecker-Symbol.

Gleiches Verhalten konnen wir fiir die Eigenlosungen der Schrédinger-
Gleichung (3.60) bei periodischen Randbedingungen im Potentialtopf (3.68)
herleiten. Aus der Darstellung der allgemeinen Losung ¢ = C exp(ik, ) mit
der k,-Quantisierung k, = n27/L folgt analog zu (4.5) die Beziehung;

L

L
/ ©* (2) o (2) dz = C? / dzelr=mEe (4.6a)
0

0

d.h. fiir n = m ergibt sich die Normierungskonstante zu C' = 1/v/L. Fiir
n % m folgt

L
[en@en dw—/ ei(n-m)
0

0

= i(n— m)2”L 1| = 4.6b
L27r(n—m) [e } 0. (4.6b)
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In diesem Fall periodischer Randbedingungen gilt wiederum die allgemei-
ne Beziehung (4.5) fiir den Satz aller Eigenlosungen ¢, (z) der Schréodinger-
Gleichung.

Gleichung (4.5) ist der ,Einstieg” in eine wichtige verallgemeinerte Inter-
pretation des Systems der Eigenlosungen ¢, (x) des Hamilton-Operators H
bzw. der Schrédinger-Eigenwertgleichung (3.60).

Wir erinnern uns an Vektoren im dreidimensionalen (3D)-Raum, wo das
Skalarprodukt zweier Vektoren a und b definiert ist als

3
a-b= Zaibi . (47&)
=1

Falls a und b senkrecht aufeinander stehen, verschwindet der Ausdruck (4.7);
sind a und b weiter Einheitsvektoren der Liange ,eins”, so wird (4.7) identisch
gleich ,eins”, falls a und b parallel zueinander sind. Fiir Einheitsvektoren
la] = |b] =1 gilt also

3
B L, _ J1 fallsalb
a-b= 2%(% = {0 falls 2. Lb (4.7b)

Erweitert man diese Beziehung auf unendlich viele Dimensionen z (statt
i =1,2,3), wobei die z-Werte auch noch kontinuierlich dicht liegen, so ent-
spricht das Intergral in (4.5) der Summe in (4.7a). Die kontinuierlich dicht
liegenden z-Werte in (4.5) entsprechen den Vektorkomponenten ¢ = 1,2,3
und das Integral (4.5) lésst sich auffassen als ein Skalarprodukt zweier Vek-
toren @ (x) und ¢, (z). Wichtig ist hierbei auch, dass wir es mit einem sog.
Dualen Vektorraum unendlicher Dimension in z zu tun haben, weil die Vekto-
ren ¢p(z) komplexe Werte haben kénnen. Das Skalarprodukt muss dann aus
©r n gebildet werden, dhnlich dem Skalarprodukt zweier komplexer Zahlen
a*a, das ja den Betrag der komplexen Zahl |a| = (a*a)'/? ergibt.

In Analogie zur Definition im 3D-Raum (4.7) kénnen wir also sagen, die
Eigenlosungen ¢, (), ¢m(2) zur Schrodinger-Eigenwertgleichung (3.60) bil-
den ein System verallgemeinerter, unendlichdimensionaler normierter Eigen-
vektoren in einem unendlich-dimensionalen Raum, dem Hilbert-Raum. Weil
die Vektoren ¢, (z) im Allgemeinen komplexwertig sind, haben wir es mit
einem dualen Vektorraum zu tun, bei dem immer ¢, (z)¢, () in die Bildung
des Skalaprodukts (4.5) eingeht. Man sagt, das System der Eigenlosungen
©n(z) bildet ein orthonormales Funktionssystem. Die Gesamtheit der
Eigenlosungen spannt also ein unendlich dimensionales Koordinatensystem
ghnlich den zueinander senkrechten Einheitsvektoren des 3D-Raumes auf, in
dem sich jeder allgemeine Vektor darstellen lésst. Wir werden spéter sehen,
dass ein Hilbert-Raum, in dem physikalische Zusténde eines atomaren oder
subatomaren Systems sich darstellen, auch endlich viele Dimensionen, z. B.
nur zwei haben kann.
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Erinnern wir uns an den wohl vertrauten Fall des 3D-Raumes: Ein allge-
meiner Vektor r lasst sich durch die drei Einheitsvektoren a;, as, ag darstellen
als

3
r = xi1a; + azaz + azaz = E QG a; . (48&)
i=1

Hierbei erhalten wir die Komponente «; in j-Richtung als

3 3
a; - r= ZO@ (aj . al-) = Z aiéij =qy . (48b)
i=1 i=1

Dem entsprechend stellen wir einen allgemeinen Vektor im Hilbertraum, eine
allgemeine Wellenfunktion (r) dar als lineare Superposition von orthonor-
malen Eigenlosungen ¢, (r):

b (®) =Y bupn (r) . (4.9)

Hierbei entsprechen die ¢, (r) den drei orthogonalen Einheitsvektoren, die im
wohl vertrauten Euklidischen Raum die drei z, y, z-Richtungen definieren und
die b,, die Vektorkomponenten in x,y, 2-Richtung. Analog zu (4.8b) ergeben
sich die Entwicklungskoeffizienten zu:

by = / G (00 (1) d¥ = 3, / ot (1) o (x) &P

= bpOmn = by . (4.10)

Hierbei haben wir die Orthonormalitatsrelation (4.5) fiir das Funktionssystem
©n(r) benutzt.

Was wir hier fiir den speziellen Fall der Losungen der Schrodinger-
Gleichung (3.60) im Potentialkasten, d.h. der Eigenwertgleichung Hy, =
E,p, gezeigt haben, lasst sich auf den allgemeinen Fall physikalisch sinnvol-
ler Operatoren (2 ausdehnen:

Ein physikalisch sinnvoller Operator muss also ein orthonormales Funkti-
onssystem ¢, (r) als Losung der Eigenwertgleichung

2 (r) = wnipn (1) (4.11)

haben. Nach Abschn. 3.5 sind die Eigenwerte w,, die mdglichen Messwerte,
die sich bei Messung der Observablen {2 (beschrieben durch den Operator
fZ) ergeben. Fiir einen physikalisch sinnvollen Operator miissen wir also wei-
ter fordern, dass er neben einem orthonormalen Eigenfunktionssystem reelle
Eigenwerte w,, besitzt. Nur reelle Zahlen kénnen Messzahlen reprisentieren,

die aus einer Messung als Ergebnis folgen.
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Damit beide Forderungen fiir einen physikalisch sinnvollen Operator 2
erfiillt sind, muss allgemein gelten

/dgw* (r) 24 (r) :/dgT (f?cp) P Z/dgrgo O * (4.12a)
Hierbei nennt man 2% den zu (2 adjungierten Operator, wenn gilt
/ d’r (fﬁcp) ) = / Bro* i . (4.12b)

Ein Operator, der (4.12a) erfiillt, heiftt hermitescher Operator (oder
selbstadjungierter Operator). Bilden wir fiir einen solchen Operator zu

/dgwiﬁwn = wn/sa;iwn d’r (4.13a)
die konjugiert komplexe Beziehung
/ ro, 2ok =W / Oh o d3r (4.13b)

so folgt wegen (4.12) durch Subtraktion beider Gleichungen

wp —wi=0. (4.14)

n

Die Forderung reeller Eigenwerte ist wegen der Hermitizitdt (4.12a) von
Q2 erfiillt.

Weiter folgt fiir zwei verschiedene Eigenlésungen ¢, und ¢,, eines hermi-
teschen Operators aus

oy = Wm@m, 205 =wppn (4-15)
/ dgrgafn(}(pn =w, / dgrgafngan und (4.16a)
/ d*ro, Qpn = / d*r (Q*sa;*n)wn =, / Prot,on - (4.16b)

Subtraktion von (4.16a) und (4.16b) ergibt wegen (4.14)

0= (wn —wm) / dBrok o . (4.17)

Wenn also die reellen Eigenwerte w,, # w, sind, miissen die zugehorigen
Eigenfunktionen ¢, und ¢, im Sinne von (4.5) orthonormal sein. Haben
mehrere Eigenfunktionen ein- und denselben Eigenwert, so spricht man von
Entartung. Mann kann leicht zeigen, dass sich in diesem Fall die Eigenfunk-
tionen so wéahlen lassen, dass sie orthonormal sind.
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Wir wollen festhalten: physikalisch sinnvolle Operatoren sind hermitisch
im Sinne von (4.12). Sie besitzen reelle Eigenwerte und ein orthonormales Ei-
genfunktionensystem. Dieses orthonormale Funktionensystem ,,(r) ,,spannt®
also einen verallgemeinerten Vektorraum, einen Hilbertraum, ,auf*, in dem
sich ein allgemeiner Vektor des Hilbertraums, ein quantenmechanischer Zu-
stand oder eine Wellenfunktion t(r), als gewichtete Summe (Uberlagerung)
ihrer Komponenten ¢, (r) analog zum 3D-Fall (4.8a) darstellen lasst, so wie
es in (4.9) dargestellt ist. Die Wichtung b,,, mit der die einzelnen orthonor-
malen Eigenvektoren ¢, (r) in ¢(r) vertreten sind, ergibt sich nach (4.10)
durch die verallgemeinerte Skalarproduktbildung von ¢, (r) mit ¢ (r).

Damit dies alles gut geht, miissen wir noch voraussetzen, dass das or-
thonormale Funktionensystem ¢, (r) von verallgemeinerten Einheitsvektoren
auch wollstindig ist, d.h. alle in dem jeweiligen Hilbertraum nétigen ,,Koor-
dinaten“ enthélt. Man stelle sich vor, man wolle einen allgemeinen 3D-Vektor
in seinen Koordinaten wie in (4.8a) darstellen. Wenn man eine Richtung, d. h.
einen Einheitsvektor a; vergessen hat, ist ein Vektor mit einer Komponente
in a;-Richtung nicht darstellbar. Das Einheitsvektorensystem ist unvollstin-
dig. Dies darf bei unseren Orthonormalsystemen von Eigenfunktionen ¢,, im
Hilbertraum nicht sein. Wir fordern also ein vollstdndiges orthonormales
Eigenfunktionensystem. Auf die mathematische Definition der Vollsténdig-
keit gehen wir an dieser Stelle noch nicht ein.

Wir wollen stattdessen die physikalische Bedeutung der Entwicklungsko-
effizienten b, in der Darstellung der Wellenfunktion ¢ (r) ergriinden. Stellen
wir uns vor, ein System werde durch die Wellenfunktion ¢ (r) beschrieben und
wir filhren eine Messung der Observablen {2 daran durch. Wir erwarten als
Ergebnis dieser Messung einen der Eigenwerte w,,, welchen genau, wissen wir
nicht, weil der Ausgang der Messung nur statistisch schwankende Ergebnisse
flir w, geben kann. Fiithren wir die Messung an einem Ensemble durch oder
wiederholen wir sie immer wieder an ein und demselben System, beschrieben
durch ¢ (r), so erhalten wie den Erwartungswert (§2). Driicken wir (£2) durch
die Entwicklung nach Eigenfunktionen ¢, (r) aus, so folgt

(12 :/d?’rgo*fch:/d%Zb;gofanbngon

- Z bfnbnwn/ d3rt pn = Z b* bpwnOmn
=2 [bufun (4.18)

Dies ist aber genau die Formel (3.33) fiir einen statistischen Mittelwert, in
dem |b,,|? die normierte Wahrscheinlichkeit fiir das Auftreten des Wertes w;,
innerhalb der Verteilung moglicher w,,-Werte angibt.

Durch die Messung der Observablen {2 an einem System, das durch die
Wellenfunktion (den Zustand) v (r,t) beschrieben wird, wird das System in
eine der vielen Eigenlosungen ¢, (r) von £2 ,gezwungen®.
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Mit welcher Wahrscheinlichkeit die Messung gerade ein bestimmtes wy,
ergibt, wird durch die Wahrscheinlichkeit |b,|? in der Reihenentwicklung

G (r,t) = bn (t) n (1) (4.19a)

bestimmt, wobei die ¢,,(r) zeitunabhingige Eigenlosungen des Operators f2
geméif (4.11) sind. Die in (4.19) allgemein angegebene Zeitabhingigkeit von
¥ (siehe Abschn. 3.5) stellt sich natiirlich im Falle einer Energiemessung in
Form der bei stationdren Losungen immer gegebenen exp(—iw,t)-Faktoren
innerhalb der Wahrscheinlichkeitsamplituden b,(t) dar. Man kann also in
(4.19a) auch schreiben

by, (t) = by exp (—iwnt) . (4.19b)

Ist das System nach der (2-Messung also in einem bestimmten Eigenzu-
stand ¢, (r), so ist dieser Zustand stationédr mit der Zeitabhéngigkeit (4.19b).

Wir halten fest, die 2-Messung &ndert die Wellenfunktion #(r,¢) in die
eines Eigenzustands ¢, (r) von £2. Man nennt dieses Phéinomen ,, Reduktion®
oder ,,Kollaps* der Wellenfunktion. Aus der vor der Messung noch mog-
lichen Vielzahl von Eigenlosungen, d.h. Zustdnden, geht das System durch
die Messung in eine bestimmte Eigenfunktion ¢, mit dem Messergebnis w,,
iber. Die Wellenfunktion #(r,¢) kann als Ergebnis einer vorher durchgefiihr-
ten Messung aufgefasst werden. Man sagt, eine vorherige Messung hat den
Zustand 9 (r, t) ,prapariert”.

4.2 Vertauschbarkeit von Operatoren: Kommutatoren

Wir fragen uns sofort, ob jede Messung einer Observablen B an einem Sys-
tem mit der Wellenfunktion ¢ zu einem Kollaps dieser Wellenfunktion fiihrt.
Die Antwort ist einfach: Angenommen, durch eine Messung A (Operator fl)
wurde das System in einen der Eigenzustdnde ¢, (r) von A gebracht, d. h.
1 = p(r), und der Operator B der darauf folgenden B-Messungen hat das
gleiche Eigenfunktionensystem {¢,,} wie der Operator A, dann kann eine
B-Messung auch nichts anderes bewirken, als aus der Mannigfaltigkeit {¢,, }
nur die schon vorhandene Lisung ¢, (r) ,herauszusieben®. Bei Vorliegen ei-
ner Wellenfunktion ¢,,, die Eigenfunktion zu B (B-Messung) ist, erzeugt die
B-Messung keine Reduktion der Wellenfunktion; die Wellenfunktion ¢, (r)
bleibt bei der Messung erhalten. Man sagt, die beiden Messungen A und B
sind miteinander vertauschbar. Dass A und B ein gleichartiges Eigenfunktio-
nensystem {,} haben, natiirlich mit verschiedenen Eigenwerten (Messzah-
len) a,, bzw. b, besagt

A(pn = UnPn , (4.20a)
B‘Pn = bn@n . (420b)
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Mit Hilfe von (4.20) kénnen wir sofort bilden
(AB — BA) On = Abngan - Bangon = Anbnpn — apbrpn = 0. (4.21)
Wir kénnen also einen neuen Operator
[4.B] = AB-BA . (4.22)

gebildet aus zwei Operatoren, einflihren, der anschaulich Kommutator
heifst.

Wenden wir den Kommutator wie in (4.21) auf eine beliebige Wellenfunk-
tion an und erhalten null, so kann man auch sagen, der Kommutator als
Operator verschwindet:

[A,B} ~0. (4.23)

Nach dem Vorhergesagten ist dies gleichbedeutend mit der Aussage, dass die
A- und B-Messungen vertauschbar sind, bzw. dass die Operatoren Aund B
das gleiche Eigenfunktionensystem {y,} haben. Ankniipfend an Abschn. 3.3
kénnen wir auch sagen: Falls der Kommutator [fl, B] verschwindet, d. h. die
Operatoren A und B vertauschbar sind, sind die Messgrofsen A und B kom-
mensurabel. Wir erwarten demnach, dass nichtkommensurable Messgrofien,
die einer Unschérferelation unterliegen, durch nicht verschwindende Kommu-
tatoren beschrieben werden. Dies ist in der Tat der Fall. Ort und Impuls sind
inkommensurabel und gehorchen der Unschérferelation ApAx ~ A. Wir bil-

den den Kommutator aus den Operatoren £ = x und p = ?% und wenden
ihn auf eine beliebige Wellenfunktion () an:

Lo . . h h h )

(&) = &Py — piv = Tov — Zay’ = TY =ik . (4.24)

Weil dies fiir alle méglichen Funktionen ) gilt, konnen wir die Operatorglei-
chung schreiben:
[Z,p] = ih. (4.25)

Nicht-kommensurable Grofen, d. h. Observable, werden also durch nicht ver-
schwindende Kommutatoren wie in (4.25) beschrieben. Solche Messgrofen
unterliegen der Unschérferelation (Abschn. 3.3). Das fundamental statisti-
sche Geschehen im atomaren und subatomaren Bereich, das in der Unschérfe-
relation seinen Ausdruck findet, zeigt sich also in der Nicht-Vertauschbarkeit
gewisser Operatoren. Im Gegensatz zu einfachen Zahlen, die klassische Mess-
grofen beschreiben, sind viele Operatoren der Quantenmechanik, die an die
Stelle von Zahlen treten, nicht kommutierbar. Damit ist die Kommutator-
beziehung (4.25) von grundlegender Bedeutung fiir die Quantenmechanik.
Wir werden sie in vielen Féllen benutzen, wenn wir quantenmechanische Ge-
setzméfbigkeiten aus klassischen Beziehungen ableiten, oder besser, erraten
wollen.
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4.3 Darstellungen quantenmechanischer Zusténde
und Observabler

In Abschn. 4.1 haben wir mit Erfolg die Analogie zwischen der Beschrei-
bung quantenmechanischer Zustédnde (beschrieben durch Wellenfunktionen
¢n und zugehorigem Eigenwert w,) in einem abstrakten Hilbertraum und
der Struktur des 3D-Raumes angewendet. Wir wollen diese Analogie noch
weiter fiihren und Weiteres iiber quantenmechanische Zustédnde und Obser-
vable lernen.

4.3.1 Vektoren von Wahrscheinlichkeitsamplituden
und Matrizen als Operatoren

Bisher stand immer die Wellenfunktion als Losung der Schrédinger-Gleichung
im Vordergrund des Interesses. Ein quantenmechanischer Zustand wurde
durch Angabe der -Funktion beschrieben. Wir kénnen jedoch einen Zu-
stand auch durch Angabe der komplexen Wahrscheinlichkeitsamplituden a,,
beschreiben, die in der Form a}a, = |a,|* die Wahrscheinlichkeit angeben,
mit der bei Vorliegen von (r) eine Messung der Observablen A das Mess-
ergebnis A, ergibt gemaf

flgpn = Anon , (4.26)

bzw.

Y= Zangon mit a, = / d3rptap . (4.27)

Der Satz von Wahrscheinlichkeitsamplituden (a1, ag, as, . . .) beschreibt als
unendlich-, oder in manchen Problemen auch endlich-dimensionaler Vektor
den quantenmechanischen Zustand 1 gleichermafen. Die Beschreibung eines
Zustandes durch die Angabe aller Wahrscheinlichkeitsamplituden a,,, d.h.
auch der Wahrscheinlichkeiten |a,|?, mit denen die Messwerte A, bei der
A-Messung erwartet werden, ist wieder einmal Ausdruck dafiir, dass wir im
atomaren und subatomaren Bereich ein vollig undeterministisches Geschehen
vorfinden. Eine Zustandsangabe verlangt die Angabe aller moglichen Mess-
werte und aller Wahrscheinlichkeiten, mit denen sie auftreten.

Wie stellt sich ein allgemeiner Operator (2 in dem Vektorraum der Wahr-
scheinlichkeitsamplituden (ai, a2, as,...) dar? Dazu berechnen wir den Er-
wartungswert (£2) bei Vorliegen von 1) in der ¢,,-Darstellung:

() = / aB i ()02 (r)
= Z ay,an / dgrgpfn(}gan = Zafnﬂmnan . (4.28)

mn
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Hierbei haben wir mit (2,,,,, Elemente einer rechteckigen Anordnung von kom-
plexen Zahlen, eine Matriz {{2,,,} = §2 bezeichnet, wobei, gilt

1 210 (13 ...

921 922

2= mit 2 = / dros Qp, . (4.29)

Der Erwartungswert ({2) in (4.28) stellt sich dann dar als die Multiplika-

tion der Matrix {{2,,,} mit dem Vektor (a1, as,...,a,) und der nochmaligen
skalaren Multiplikation des sich ergebenden neuen Vektors von links mit dem
Vektor (aj,a,...,a’ ...), oder ausgeschrieben:

911 912 e al

<Q> = (as{’ a;a a; .. ) 921 922 cee a . (430)

Wir erinnern noch einmal am Beispiel der Multiplikation einer 3D Matrix
und eines Vektors bzw. zweier 3D-Matrizen daran, wie diese Multiplikation
von Matrizen mit Vektoren bzw. von Matrizen mit Matrizen verlauft:

Q11 Q12 (13 B 7
Q21 Q22 (23 Ba | = | 2 (4.31a)
Q31 Q32 (33 B3 V3

mit der Vektorkomponente vo = 101 + aos/82 + o303 und analog 1, 3.

o1 02 03 B11 Bi2 Bis Y11 Y12 Y13
Q21 Qa2 (123 Bo1 P22 B2z | = | 721 722 723 (4.31b)
Q31 (32 (33 B31 B32 B33 Y31 Y32 V33

mit y22 = 21812 + 22022 + 23432 und analog ;.

Es sei weiter daran erinnert, dass bei der Multiplikation zweier Matrizen
die Reihenfolge beachtet werden muss. Matrizen sind im Allgemeinen bei der
Produktbildung nicht vertauschbar, genau so wie Operatoren bei ihrer An-
wendung auf Funktionen. Wir erkennen hier die véllige Analogie zwischen der
Beschreibung durch Operatoren und Wellenfunktionen sowie durch Matrizen
und Vektoren von Wahrscheinlichkeitsamplituden.

Erster Formalismus wurde von Schrédinger in Form der sog. Wellenme-
chanik ,,erfunden”, wahrend der Zugang zur Quantenmechanik iiber Matrizen
mit dem Namen Heisenberg verbunden ist (urspriinglicher Name: Matrizen-
mechanik).

Wir wollen noch untersuchen, was die Aussagen ,,zueinander adjungierte
Operatoren bzw. hermitesche Operatoren® (4.12a,b) in der Matrixdarstellung
der Operatoren bedeuten. 2% ist zu £2 adjungiert, falls gilt

/ d3r ((}Jrcp)* ES / d3ro* i . (4.32)
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Durch Entwickeln von ¢ und % nach dem Eigenfunktionensystem {p,,},

d.h.
= nfn, V= bmpm (4.33)

folgt aus (4.32) fiir die rechte Seite

S ([ @reion) b= X a2t (134a)
bzw. fir die linke Seite

S an { / Brom (fﬁ)* %} Zan b (4.34b)

nm

Durch Vergleich von (4.34a) mit (4.34b) erkennt man, dass fiir zwei zuein-
ander adjungierte Operatoren 2 und 27 die entsprechenden Matrizen durch
vertauschen von Spalten und Zeilen (Transponieren) sowie das Bilden des
konjugiert Komplexen der Elementen auseinander hervorgehen:

Qi — Q2. (4.35)

Physikalisch sinnvolle Operatoren sind selbstadjungiert oder hermitesch im
Sinne von 27 = 2 (4.12a). Entsprechend gilt fiir ihre (sog. hermitesche)
Matrizen:

2 = Qom (4.36)

Die Grundgleichung der Quantenmechanik, die Schrédinger-Gleichung ifig) =
H (3.50 und 3.51) liisst sich durch Einsetzen der Entwicklung von 1 nach
dem Eigenfunktionensystem {y,} (4.27) unmittelbar in die Matrizenschreib-
weise liberfithren:

ihY " (t) n Zan YHe, (r) . (4.37)

Nach Multiplikation mit ¢}, und Integration iiber das Volumen des Systems
folgt:

ithn (t) / d3re’ on = ihz nOmn = Zan (t) / drof Ho,,
(4.38a)
d.h.

i B (t Z Hypman (t (4.38D)

(4.38b) ist ein gekoppeltes System von Differentialgleichungen fiir die Wahr-
scheinlichkeitsamplituden ay, (t), die sich bei einer Messung der Observablen A
(Operator A) (4.26) ergeben wiirden.
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Mit
Ho = [ @15, (1) He, (1) (4.39)

bezeichnen wir die Matrixelemente des Hamilton-Operators H im Eigenfunk-
tionensystem {¢, } der Observablen A.

Fiir zeitunabhéngige Probleme geniigt es, die zeitunabhéingige Schrodin-
ger (Eigenwert)-Gleichung (3.57) zu lésen. In der Matrixschreibweise ergibt
sich aus Hip(r) = E1p(r) (3.57) durch Einsetzen der Entwicklung von v nach
dem Eigenfunktionensystem {y,} (4.27), Multiplikation mit ¢}, und Inte-
gration iiber das Volumen des Systems:

> an / d*re* Heo, = Ezan/wi‘n% &r = Ea,y, (4.40a)

> Hunan = Eay, . (4.40b)

Dies bedeutet nach (4.31a) auf der linken Seite Multiplikation der Matrix
H = {Hp,} mit dem Vektor (ai,asz,...,an,...); dies muss wiederum den
gleichen Vektor multipliziert mit dem Eigenwert E ergeben. Wie in (3.48)
beschrieben, ist dies ein typisches Eigenwertproblem der linearen Algebra
von Matrizen und Vektoren. Also auch hier besteht die Analogie zwischen
Operatoren und Matrizen.

Wir werden sehen, dass die Matrixformulierungen der quantenmecha-
nischen Grundgleichungen (4.38b) und (4.40b) in vielen Fillen eine mo-
dellméfige Beschreibung von Systemen durch intuitive Annahme {iber die
Matrixelemente H,,, des Hamilton-Operators sehr vereinfachen. Dies trifft
insbesondere zu, wenn durch stark vereinfachende Annahmen die Matrix
{Hmn} als nur zweidimensional angenommen wird (sog. 2-Niveau-Systeme).

In (4.40b) ist dieses Eigenwertproblem fiir den Hamilton (Energie)-Opera-
tor in Matrixform dargestellt. Jede andere Observable {2, beschrieben durch
den Operator 2, hat jedoch auch Messwerte w, die durch eine Eigenwertglei-
chung Q2 = w (3.49) erhalten werden. Durch Entwicklung von ¢ nach dem
Eigenfunktionensystem {¢,} und einer Rechnung analog zu (4.40) erhalten
wir das Eigenwertproblem (3.49) fiir allgemeine Operatoren in Matrixdarstel-
lung zu

g 2nln = Wa,, mit
n

Bezeichnen wir mit a = (a1, a2, as,...) den Vektor der Wahrscheinlich-
keitsamplitude, so lautet (4.41) in kompakter Schreibweise

fa=wa. (4.42)
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Mit
0 .. 0 00
und 0= 000 ... (4.43)

1=
Il
o O =
O = O
_= o O

als Einheits- bzw. Null-Matrix ergibt sich aus (4.42):
(2-wl)a=0 (4.44a)

bzw.

a=(2-wl) 0. (4.44D)

Wir machen uns noch einmal die Losung dieses Eigenwertproblems der
linearen Algebra klar: Damit die Vektorgleichung (4.44b) nichttriviale Losun-
gen fiir die Eigenwerte w ergibt, muss die inverse Matrix (£2 — wl)~! gegen
unendlich streben (genauer: alle ihre Matrixelemente). Allgemein ist die in-
verse Matrix M ™! zur Matrix M durch MM~ = 1 definiert. Sie wird aus
M nach der Vorschrift o o a

1
M=
= det %

=

(4.45)

berechnet. Hierbei ist & die sog. Kofaktorenmatrix. Jedes Matrixelement Mij
von M wird gebildet, indem man in M die i-te Zeile und j-te Spalte streicht
und aus den verbleibenden Elementen von M eine sog. Unterdeterminante
(1 Dimension weniger als M) errechnet; die Unterdeterminanten werden mit
schachbrettartigem Vorzeichenwechsel zu einer neuen Matrix kombiniert, die
nach Vertauschen von Zeilen und Spalten (Transponierung) M ergibt. Ein
zweidimensionales Beispiel soll dies verdeutlichen: o

Aus der Matrix
_(ap
M = (7 5) (4.46a)

errechnen wir die Matrix der Unterdeterminanten mit wechselnden Vorzei-

chen
M= (g _g) . (4.46b)

Die eindimensionale Unterdeterminante, hier die einfache Zahl § in
(4.46D), folgt aus (4.46a) durch Streichen der Zeile o, 3 und der Spalte «,
als verbleibendes nicht gestrichenes Element.

M Lin (4.46b) wird transportiert und wir erhalten die Kofaktoren-Matrix

M= ( 0 _5> . (4.46¢)

-«
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Mit det M = a§ — B+ folgt die inverse Matrix

1 _
M= s (_g Z) . (4.46d)

Der Beweis folgt einfach aus:

-1 1 045 5*5
UM =55, (v 6) <—v a)

4.47
B 1 ad—pBy—af+aB) (10 _1 (4.47)
Cad—By\vé—=9d0y ad-pBy) \O01) =
Wegen (4.45) hat (4.44b) also nicht-triviale Losungen fiir w, falls
det(2 — wl) = 0 (4.48)

gilt. Falls 2 drei (n)-dimensional ist, ist die Determinante in (4.48) ein Po-
lynom dritter (n-ter) Ordnung in w. (4.48) hat also drei (n) Losungen fiir w,
die Eigenwerte wi,ws,ws ... der Matrix-Eigenwertgleichung (4.42). Die nur
bis auf einen beliebigen Faktor bestimmten Eigenvektoren (a1, as,as,...) zu
diesen Eigenwerten ergeben sich durch Einsetzen der Eigenwerte in (4.42).

4.3.2 Drehungen des Hilbertraums

Im kartesischen 3D-Raum kann ein- und derselbe Vektor a in beliebig vielen
zueinander gedrehten Koordinatensystemen dargestellt werden. Bei Drehung
des Koordinatensystems muss natiirlich der Vektor selbst in Lénge (= |a|'/?)
und Richtung erhalten bleiben. Seine Koordinaten sind deshalb in den ver-
schiedenen Koordinatensystemen verschieden, aber jeweils durch eine der
Drehung zugeordnete Transformationsmatrix (Drehmatrix) miteinander ver-
kniipft. Fiir eine Drehung des Koordinatensystems (z,y) nach (z’,y’) um die
z-Achse um den Winkel ¢ ist dies in Abb. 4.1 dargestellt. Die Beziehung
zwischen den entsprechenden Vektorkomponenten lautet:

al cosp sine a\ acosp+ bsinp (4.49)

b ) \ —singp cosep b)  \ —asinp+bcosp ) ° ’
Wegen sin? ¢ + cos? ¢ = 1 bleibt das Betragsquadrat des Vektors bei der
Drehung natiirlich erhalten:

a’? + b2 = (acosp + bsinp)? + (—asing + bcos p)?
o9 (4.50)

=a”+b°.
Gleichung (4.50) ist eine Konsequenz der Tatsache, dass die Drehmatrix or-
thogonal ist: Spalten und Zeilen, wenn wir sie als Vektoren auffassen, stehen
senkrecht aufeinander. Spiegeln wir sie an der Hauptdiagonalen, erhalten wir
die inverse Matrix, wie sich leicht nach Abschn. 4.3.1 zeigen lésst.
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Abb. 4.1. Darstellung eines Vek-
tors a im x, y-Koordinatensystem und
in dem um den Winkel ¢ gedrehten
2’ y'-System

Analoges ldsst sich auch fiir die abstrakten Vektoren (a1, as,...) eines
Quantenzustands im Hilbert-Raum zeigen. Wir konnen einen allgemeinen
Zustand, beschrieben durch die Wellenfunktion ), in verschiedenen Eigen-
funktionensystemen, z.B. {¢,} und {¢,} entwickeln. ¢, seien Eigenlosun-
gen zum Operator A wie in (4.26); 1y, seien Eigenlésungen zu einem anderen
Operator B, sodass neben (4.26) auch gilt

Die beiden Entwicklungen von v sind dann
S Zangan mit a, = / dBropfa (4.52a)
U= bmthy mit b, = / dPry . (4.52b)

Der Zusammenhang zwischen diesen beiden Darstellungen von v ergibt
sich, weil wir 1, wiederum nach ¢,, entwickeln kénnen:

Um =Y Tontpn it Tpny = / dProt by, . (4.53)

Hierbei bilden die Entwicklungskoeftizienten T,,, eine Transformations-
matrix, tiber die wir Ndheres herausfinden wollen. Wir konnen (4.53) statt
auf die Eigenfunktionensysteme {¢,} und {4} auch auf die Vektoren {a,}
und {b,} der Wahrscheinlichkeitsamplituden (4.52) beziehen, indem wir die
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zu (4.53) konjugiert komplexe Beziehung mit ¢ (r) multiplizieren und iiber
das Volumen des Systems integrieren:

b = / Erig =3 T, / N (4.54a)
Fiir die Darstellungen von 7 in den Wahrscheinlichkeitsamplituden gilt also
b = T - (4.54b)

Wenn wir verlangen, dass in beiden Eigenfunktions(Koordinaten)-Sys-
temen {p,} und {9, } der Vektor des Hilbert-Raumes ¢ (r) &hnlich wie der
Vektor a des 3D-Raumes (4.50) den gleichen Betrag, d. h. die gleiche , Lange*
hat, miissen wir fordern:

/ d3rw*w=za;am / >} om = ij;bm / d3ripiaby, . (4.55a)

Hierbei haben wir die Entwicklung von % nach ¢,, und 1,, benutzt. Wegen
der Orthonormalitét beider Eigenfunktionensysteme folgt sofort

> anan = bibn . (4.55b)

Wir setzen in (4.55b) die Beziehung (4.54b) ein und erhalten:

doanan =Y T} am: . (4.56)

nmm’

Damit (4.55b) erfiillt ist, muss fiir die Transformationsmatrix T’ gelten:
> T Tom = S - (4.57a)

Damit in (4.57a) die richtige Vorschrift fiir die Multiplikation zweier Ma-
trizen erfiillt ist [Summation immer iiber die inneren Indizes der Element wie
in (4.31b)], muss man in T}, die Indizes vertauschen, d. h. (4.57a) bedeutet,
dass die Matrix I von links multipliziert mit der konjugiert komplexen, trans-
ponierten Matrix von T die Einheitsmatrix ergibt. Solche Matrizen kennen
wir schon, sie gehéren zu zueinander adjungierten Operatoren (4.32-4.36),
wir kennzeichnen sie mit einem Kreuz. Damit liest sich (4.57a) in kompakter
Form

I'r=1. (4.57b)

Matrizen (oder Transformationen) T, die zwischen verschiedene Darstel-
lungen eines Zustandvektors in verschiedenen n vermitteln, gehorchen der
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Beziehung (4.57). Sie heifen unitire Matrizen oder Transformationen. We-
gen (4.57b) sieht man sofort, dass fiir solche unitéren Matrizen gilt:

r'rr' =1' (4.58a)
I'T=17"=1 (4.58b)

bzw.
=1 (4.59)

Unitére Transformationen oder Matrizen vermitteln also zwischen verschiede-
nen Darstellungen (4.52) ein- und desselben Zustandsvektors (r) in verschie-
denen Hilbertrdumen. Sie beschreiben also, wie Messergebnisse einer Varia-
blen A sich in Messergebnisse einer Variablen B abbilden. Die verschiedenen
Hilbertrdaume werden aufgebaut aus verschiedenen Eigenfunktionssystemen
{¢on} und {4}, die als Messergebnisse verschiedener Observablen, hier A
und B, erhalten werden. In Analogie zum Fall des Euklidischen 3D-Raums
(4.49) sagt man, die zu verschiedenen Messungen, A oder B, gehdrenden
Hilbert-Réaume sind zueinander gedreht.

4.3.3 Quantenzustinde in Dirac-Notation

Wir haben in Abschn. 4.3.2 gesehen, wie ein und derselbe Zustand eines
Quantensystems, beschrieben durch die Wellenfunktion (r), in verschiede-
nen Eigenfunktionensystemen dargestellt werden kann (4.52):

(0 (I‘) = Zarﬁpn = Z bntn , (460)

wobei die, die durch {¢,} und {¢,} aufgespannt werden, als zu einander
gedreht aufgefasst werden konnen. Weiter gilt fiir die Norm (= 1) dieses
Zustandes nach (4.55)

/ EPry* ()¢ (r) =D ahan = bibn . (4.61)

Hierbei handelt es sich immer um den gleichen Quantenzustand des Systems,
gleichgiiltig ob er in dem Hilbert-Raum der kontinuierlich dicht liegenden Ko-
ordinaten r (Integral {iber ¢*1 entspricht einer Summe, Abschn. 4.1) oder in
denen der unendlich-dimensionalen, aber diskret, durch Quantenzahlen n be-
schriebenen Wahrscheinlichkeitsamplituden a,, bzw. b,, dargestellt wird. Die
Komponenten a,, oder b,, beschreiben den allgemeinen Quantenzustand glei-
chermafen wie die Vektorkomponente a, b oder a’, b’ den Vektor a in Abb. 4.1
fiir den 3D-Raum definieren. Die Bezeichnung a ist dabei eine koordinate-
nunabhéngige Beschreibung des 3D-Vektors, die in vieler Hinsicht zweckma-
Kig ist, um allgemeine Zusammenhénge auszudriicken. In Analogie hat Dirac
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(1902-1984), einer der Mitschopfer der Quantentheorie, eine elegante, koordi-
natenunabhéngige Beschreibung von Quantenzusténden erfunden [1]. Anstatt
wie in (4.60) den Quantenzustand durch seine Komponenten a,, oder b,, bzw.
¥ (r) in den entsprechenden Hilbertrdumen anzugeben, schreiben wir einfach
das Symbol |¢). Da wir es mit dualen Hilbertrdumen zu tun haben, in de-
nen Real- und Imaginéarteile komplexer Zahlen und Funktionen beschrieben
werden miissen, wird folgende Zuordnung getroffen:

ay

T N ) (4.62a)
as

V' — (a7, a5, a5,...) — (@] . (4.62b)

Damit ergibt sich folgende Definition fiir das Skalarprodukt, die Norm
von ¢ in (4.61)

Wi = [ @ @0 @ = Y ajen. (4.63)

Aus dieser Schreibweise (Klammer heifft in Englisch bracket = bra(c)|ket)
leitet sich die Bezeichnung ,,bra* fir (| und ,ket* fir |¢) (4.62) her. Wir
bilden also ein Skalarprodukt zweier Wellenfunktionen 1 und ¢, indem wir
»bra ¥ mit ket ¢* nach folgender Vorschrift multiplizieren:

wle) = [ dre. (4.6

In diesem Sinne stellt sich die Entwicklung der i-Funktion nach Eigenzu-
standen {¢,} in koordinatenunabhingiger Schreibweise dar als

[9) =D anlpn) =Y anln) mit a, = (n|¢) . (4.65)

Hier sei noch einmal betont, dass die Wahrscheinlichkeitsamplitude fiir
das Auftreten von |n) im |¢)ket die Projektion von |¢) auf die ,Richtung®
|n), ndmlich (n|¢) ist. Im letzten Ausdruck von (4.65) wurde eine hiufige
Schreibweise benutzt, bei der der Eigenzustand |¢,) des Operators A (4.26)
nur durch die Angabe der Quantenzahl n im ket-Symbol beschrieben wird.
Die entsprechende Eigenwertgleichung lautet in der koordinatenunabhéngi-
gen Dirac-Notation:

Aln) = A, |n) . (4.66)

Die Orthonormalitédt der Eigenfunktionen ¢,, schreibt sich als
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In der bra-ket Schreibweise kénnen wir auch sehr elegant zum Ausdruck brin-
gen, was es heifst, dass ein orthonormales Eigenfunktionensystem {¢,} auch
vollstéindig ist (Abschn. 4.1), d. h. dass es alle fiir die Darstellung eines belie-
bigen Vektors [¢)) nétigen Eigenzusténde |n) (Koordinaten-Einheisvektoren)
enthalt. Mit (4.65) folgt fiir die Darstellung des ket|t)):

Y) =Y anln) = (n|g)|n) = Zm (nl) . (4.68)

n

Weil fiir eine vollstandige Darstellung die rechte Seite von (4.68) wieder |4))
ergeben muss, ergibt sich folgende Bedingung fiir die Vollstdndigkeit des
System der |n)kets:

> ) (n| =1, (4.69a)

wo 1 der Einheitsoperator, bzw. die Einheitsmatrix ist. Der in (4.69a) wie ein
Schmetterling aussehende Operator |n)(n| heift auch Projektionsoperator
P, fiir das |n)ket. Er prapariert (projiziert) aus dem Zustand 1) (4.65) genau
den Zustand |n) heraus:

IADE Ean'|n> 2 anr |n) (n|nf)

p
n’ 4.
= 5 s ) = ) (4.690)

d.h. die Projektion des Hilbert-Vektors |¢) auf die |n)-Richtung.

Aufierdem folgt sofort eine elegante, koordinatenunabhéngige Schreibwei-
se fiir die Matrixelemente £2,,, (komplexe Zahl) eines Operators {2 im Eigen-
funktionensystem |p,) = [n) (4.29):

(m] 211 = (gm] 2 lion) = / Brgt, Qon = O . (470)

Aus (4.32) schliefien wir, dass der zu 02 adjungierte Operator 2t der Bezie-
hung
(m| 2[n)" = (n] 2" |m) (4.71)
gehorchen muss.
Unter zweimaliger Verwendung der Vollstdndigkeitsrelation (4.69a) kon-
nen wir einen beliebigen Operator 2 durch seine Matrixelemente (4.70) dar-

stellen: ) R R
2= In) (n[ £2m) (m| = 3 (n| £|m) |n) (m]| )
=2 Qnm |n) (m] . .
Weiter kénnen wir unter Verwendung von (4.71) und (4.69) die Beziehung

zwischen ket|y)’) und bra(y’| bei Wirkung eines Operators {2 herstellen. Es
sei

¢) = 21y) = Zln (n| 21¢) . (4.73a)
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Dann gilt fiir den entsprechenden bra-Vektor

=3 @] 2 [n) (n| = (] 2F : (4.73b)

Die Wirkung eines Operators §2 auf ein ket (nach rechts) entspricht also
der Wirkung des adjungierten Operators 2 auf das entsprechende bra (nach
links).

Die hier dargestellte Dirac-Notation quantenmechanischer Zustande ge-
stattet eine kiirzere, wesentlich elegantere und durchsichtigere Darstellung
quantenmechanischer Formeln. Wenn man sich den Sinn der Formeln (4.64),
(4.65), (4.67) und vor allem von (4.69) vor Augen fithrt und einprégt, sind
quantenmechanische Rechnungen oft ein Spiel mit bra- und ket-Symbolen.

Wir werden im Folgenden alle bisherigen Darstellungen quantenmechani-
scher Zustdnde und Operatoren benutzen, je nachdem welche Form fiir das
spezielle Problem zweckméfiger ist. Hierbei gestattet die Dirac-Notation oft
jedoch die kompakteste und bequemste Schreibweise, &hnlich wie im anschau-
lichen 3D-Vektorraum die koordinatenunabhingigen ,fetten Vektorsymbole
a,b,c,...

4.3.4 Quantenzustinde mit kontinuierlichem Eigenwertspektrum

Fiir gebundene Zustinde eines Elektrons in einem Potentialtopf (z. B. Kas-
tenpotential in Abschn. 3.6.1) war das Spektrum der Eigenzusténde, d.h.
auch der Eigenwerte, diskontinuierlich und durchnummerierbar nach diskre-
ten Quantenzahlen n. Fiir Elektronen jedoch, die sich iiber Potentialschwellen
hinweg bewegen, oder durch Barrieren tunneln (Abschn. 3.6.3 und 3.6.4), lie-
gen die moglichen Wellenzahlen k kontinuierlich dicht. Dies gilt, wenn wir
als Gesamtsystem, den unendlichen Raum, betrachten. Auch bei der Loka-
lisierung eines Elektrons in einem sich bewegenden Wellenpaket (das iibli-
cherweise normiert ist) haben in der Fouriertransformation von ¢ (z,t) (Ab-
schn. 3.2) die beteiligten ebenen Wellen kontinuierlich dicht liegende k-Werte
in der Verteilung a(k). Wir kénnen in diesen Fillen dem Problem kontinuier-
lich dicht liegender k-Werte natiirlich ausweichen, indem wir als Gesamtsys-
tem einen makroskopischen, , groffen* Kasten der Kantenldnge L annehmen.
Dann erhalten wir mittels periodischer Randbedingungen (3.67) eine forma-
le Quantelung der k-Werte geméfs (3.63), jedoch mit quasikontinuierlichen
k-Werten. Formal miissen wir in diesem Fall bei Integration iiber den k-Raum

immer die Substitution 3 )
3
)y / k- (4.74)
k
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durchfiihren, falls wir von unendlichem Raum mit einem k-Kontinuum zum
endlichen (grofen) Volumen mit quasikontinuierlichem k (3.68) iibergehen.
Fiir diskret liegende Zusténde wie im Falle gequantelter k-Werte (3.68) ist der
bisher beschriebene Formalismus ausreichend. Ein Problem tritt auf, wenn
wir Orthogonalitdt u.d. fiir kontinuierlich dicht liegende Quantenzusténde
eines freien, nicht gebundenen Elektrons beschreiben Wollen

Betrachten wir als Beispiel den Impulsoperator p = %-L fiir den unendlich
ausgedehnten Raum. Sein Spektrum von Elgenwerten 1st kontmulerhch Die
Eigenwertgleichung

1dﬂp<> Py (2)  baw. plp) =p|p) (4.75)

hat als Eigenlésung ¢, (z), oder in Diracscher Schreibweise |p), die wohlbe-
kannten ebenen Wellen

_ L ipz/h
¥y (x) pes e . (4.76)
Die 1, (x) bilden als Eigenlosungen von (4.75) ein orthonormales, vollstdndi-
ges Funktionensystem mit kontinuierlich dicht liegenden Eigenwerten p. Die
Orthogonalititsrelation (4.67) bzw. die Vollstdndigkeitsrelation (4.69) ver-
langt also statt einer Summe iiber diskrete Quantenzahlen ein Integral iiber
x bzw. p; d. h. es muss gelten:

Wbt} = 016"y = [ oty (w00 = gz [ dwe@ P (177
[ avloh ol = [ aps; @i @) = o5 [ aperle=m @)

Beide Beziehungen (4.77) miissen nach (4.67) bzw. (4.69) einen Ausdruck
ergeben, der so etwas ausdriickt wie ,eins“, etwa im Sinne des Kronecker
Symbols 0,y (4.5) oder in dem Sinn, dass in (4.77a) nur fiir p = p’ ein
endlicher normierbarer Ausdruck fiir (p|p’) folgt. Die Losung des Problems
wird klar, wenn wir die von der Beschreibung des Wellenpakets (Abschn. 3.2)
her bekannte Fourier-Entwicklung einer Funktion f(z) betrachten. Mit g(k)
als den Entwicklungskoeffizienten (auch hier liegt & kontinuierlich dicht) gilt:

1 r ikx
f(x):ﬁ/ dk g (k) e'*® | (4.78a)

wobei die ,,Fourier-Transformierte” g(k) lautet

gk \/_ / da' f () ek’ (4.78b)
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50 . — k=200
sinkx /T x — k=100

Abb. 4.2. Darstellung der Funktion sin kz /7 fiir £ = 50, 100, 200. Fiir den Grenz-
wert k — oo stellt diese Funktionenfolge eine Deltafunktion (Distribution) d(x) dar

Setzen wir g(k) aus (4.78b) wiederum in (4.78a) ein, so folgt durch Ver-
tauschen der Integrale:

fy= [y @) [% / dkeik(m_w')}
- / da' f ()6 (x — ') . (4.79)

Das Integral auf der rechten Seite muss also wiederum f(z) ergeben. Stimmt
das? Wir haben mit §(z — 2’) folgenden Ausdruck bezeichnet:

o i /OO ik(xix’) B L eik(mfx’) (e’
0z :C)_QW dke 2w (v —a') -
- sink (z — 2')
- [R5 e

Eine graphische Darstellung der Funktion sin kz/7z fiir anwachsende k-Werte
(k = 50,100,200 in Abb. 4.2) legt nahe, dass die Funktion fiir & — oo einem
unendlich hohen ,,peak” bei x = o entgegenstrebt, wihrend die Oszillationen
um die z-Achse immer dichter werden. Es handelt sich also um eine Funktio-
nenfolge, die im Grenzfall fiir alle Funktionen f(z)

o0

£(0) = / daf (z)6 (z) (4.81a)

— 00
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bzw.

fz)= / dz'f (2")6 (x — 2') (4.81b)

ergibt. Nur in diesem Sinne ist in (4.79) die Identitét zwischen rechter und
linker Seite zu verstehen. Der von Dirac eingefithrte Begriff §(x — z’), die
sog. Delta-Funktion, ist keine eigentliche wohl definierte Funktion. Es gibt
aufer (4.80) eine Reihe von Funktionenfolgen, z. B. auch

1 1 (z==2")®
A T P, e A
0(x—a") ﬁgino [\/Ee = ] , (4.82)
mit denen (4.81) erfiillt werden kann und deren Integral gleich eins ist, obwohl
der Funktionswert bei null gegen unendlich strebt. Neben (4.81) geniigt §(x —
2’) den Forderungen:

S(x—2')=0 firx#£2 (4.83a)

/ d(x—2a)dx' =1. (4.83b)

Man nennt Ausdriicke, die wie die d-Funktion nur durch Funktionsfolgen
reprisentiert werden, die aber Integralbedingungen wie (4.81) und (4.83b)
gehorchen, Distributionen. Die Analogie der §-Funktion fiir kontinuierliche
Verteilungen zum §,,,,,-Kronecker-Symbol fiir diskret liegende n,m ist auf-
grund (4.83) evident. Die rechten Seiten von (4.77) stellen nach (4.80) genau
die Darstellung von 6(p’ — p) = §(p — p’) bzw. von §(z’ — x) = §(x — 2’) dar.
Damit driicken wir fiir das kontinuierlich dicht liegende Spektrum von p und
x-Werten die Normierungs- bzw. Vollstandigkeitsbedingung (4.77) aus als

(plp"y =d(»—p') (4.84a)
/ dp|p) (pl = & (z — ') . (4.84D)

Es sei noch einmal klargestellt, dass fiir ein Problem mit diskreten, ge-
quantelten Impulseigenwerten, wie z. B. beim Kastenpotential (Abschn. 3.6.1)
(4.84a) als (p|p’) = 6, geschrieben wird. Betrachten wir als weiteres Beispiel
fiir ein kontinuierlich dichtes Spektrum von Eigenwerten den Ortsoperator z.
In Dirac-Schreibweise lautet die Eigenwertgleichung fiir die Ortszusténde |x')

mit Eigenwerten x’
)2y =2 |2 . (4.85)

Die Orthonormalitit der Ortszustdnde driickt sich aus durch
(xlz)y =6 (v —a') . (4.86)

(4.86) kann auch aufgefasst werden als die Ortsdarstellung eines Ortszu-
stands |2’), ndmlich die Projektion von |z’) auf |z). Die d-Funktion besagt,
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dass in diesem Fall der Ort des Teilchens scharf bestimmt ist, ndmlich exakt
bei 2’. Entwickeln wir einen allgemeinen Zustand [¢)) nach Ortseigenfunktio-
nen |z'), so gilt:

v = [ g @)le) = [ @' (i) le') (4.87)

g(a') = (2'|¢) ist hierbei die Wahrscheinlichkeitsamplitude, ein Elektron ge-
nau bei 2’ zu finden, d.h. unsere wohlvertraute Wellenfunktion #(z). Damit
haben wir erkannt, dass die Schrédingersche Wellenfunktion (Abschn. 3.1)
in der allgemeinen Darstellung von Zustandsvektoren im Hilbertraum eine
spezielle Darstellung eines Zustandes ist, ndmlich die im Raum der Eigen-
zustéande des Ortsoperators . In diesem Sinne stellt sich die zeitabhingige
Wellenfunktion ¢ (r,t) fiir stationére Zustande dar als:

¥ (1) = (e[, t)  mit
[, 1) = e ER ) (4.88)

In Dirac-Notierung liest sich die Schrodinger-Gleichung
0 A

Um zur wohlbekannten Schrédinger-Gleichung zu gelangen, miissen wir nun
(4.89) in die Ortsdarstellung bringen, d.h. von links mit dem zeitunabhén-
gigen bra{x|, dem Eigenzustand des Ortsoperators, multiplizieren. Dies be-
deutet, dass wir vom Vektor |¢),t) gerade die Komponente in (z|-Richtung
herausgreifen

L0 .
iho (@l t) = (o H .1 . (4.90)

Links ist die Ortsdarstellung (x|, t) schon die zeitabhéngige Wellenfunktion
¥(z,t) (4.88). Rechts wenden wir die fiir die Ortskets |x) giiltige Vollstandig-
keitsrelation

/d:v' |2’y (/| = 1 (4.91)

an und erhalten
w0 = [ @l @it @0 (1.92)

(z|H|a') ist der Hamilton-Operator H in der Ortsdarstellung, d.h. in der
Matrixelementschreibweise (4.70), jedoch mit kontinuierlich dicht liegenden
Eigenzustinden |x).

Wie sieht nun das Matrixelement (x| H|2’) in dem kontinuierlichen Hilbert-
raum der Ortsvektoren |z) aus? Wir wissen, dass die Eigenvektoren |z’) des
Ortsoperators & nach (4.86) in Ortsdarstellung gerade 6(z — ') sind. Analog



4.3 Darstellungen quantenmechanischer Zustdnde und Observabler 109

zur allgemeinen Formel fiir Matrixelemente (2,,,,, (4.29) und (4.70) bilden wir
also

(al B |ay = / Aes (x — ) I (6)5 (' — €) | (4.93)

wo H (€) der iibliche Hamiltonoperator (3.50) fiir ein Teilchen ist. (4.93) einge-
setzt in (4.92) ergibt unter Verwendung der Rechenvorschrift fiir
0-Funktionen (4.81):

. 0 / 2 / /
ihgv(et) = [ de'des (o~ OR €56 - v (@0
= / da's (x — ')V H (') (2, t) = Ho (x,t) . (4.94)

Dies ist, wie erwartet, die wohl vertraute Schrodinger-Gleichung (3.51). Unse-
re Rechnung zeigt klar, dass die Schrodinger-Gleichung, so wie wir sie bisher
benutzt haben, nichts anderes als die Ortsdarstellung der allgemeinen Glei-
chung (4.89) in Dirac-Notation ist.

4.3.5 Die Zeitentwicklung in der Quantenmechanik

Eine physikalische Theorie muss Vorhersagen fiir die Zukunft gestatten. In der
klassischen Mechanik liefern die Newtonsche Bewegungsgleichung oder die
Hamiltonschen Gleichungen (Abschn. 3.4) bei gegebenen Anfangsbedingun-
gen Aussagen iiber einen spéteren Zustand eines (Viel)teilchensystems von
Massenpunkten. In der Quantenmechanik liefert die Schrodinger-Gleichung
(4.89) die Information, wie ein zeitabhéngiger Quantenzustand |, t) sich in
der Zeit entwickelt. Weil in (4.89) nur die erste Zeitableitung auftritt, ist nur
die Kenntnis von |1, = 0) als Anfangsbedingung erforderlich. Auch wenn
dieser Zustand nur durch statistische Messgrofen beschrieben werden kann,
so ist die zeitliche Entwicklung der ,,Statistik* doch durch (4.89) bei Kenntnis
von |4, 0) wohl definiert. Im Schrédinger-Bild, auch in der Dirac-Notation,
ist hierbei der Zustand |1, t) zeitabhéngig; wir konnten auch schreiben |1)(¢)).
Nehmen wir in der Schrédinger-Gleichung (4.89) den Hamilton-Operator H
als zeitunabhéngig an, so folgt aus

., 0 A
ih (1)) = H 1 (1) (4.95)
durch formale Integration
6(0) =exp () 16O} =T 1v 0) (4.96)

Wir haben hierbei Operatoren und Vektoren im Hilbert-Raum so behan-
delt, als ob sie ganz gewohnliche Zahlen wiiren. Normalen Funktionen f(w)
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entsprechen also Funktionen von Operatoren f( A) Dies ist immer zuléssig,
wenn wir gleichzeitig die Vertauschungsregeln von Operatoren beachten. Ist
z.B. H(t) zeitabhiingig, so ist H(t;) zu einem spiteren Zeitpunkt t; > o
nicht mit H (o) vertauschbar. Unter diesen Umstéinden wiire (4.96) nicht un-
mittelbar eine Lésung zu (4.95). Dass (4.96) identisch ist mit (4.95) liegt
an der Zeitunabhiingigkeit von H. Die Operatorfunktion U = exp(—lH t/h)
ist natiirlich durch die Reihenentwicklung der Exponentialfunktion mittels
mehrfach wiederholter Anwendung von H definiert:

it 1 (—it 1 [—it\® . .
:1_Z_H+_(—Z) HH + 5 (TZ) HHI ... (4.97)

Ahnlich lassen sich andere Operatorfunktionen, z. B. sin 2 oder cos 2 durch
die entsprechenden Reihenentwicklungen definieren.

Der Operator U, der die zeitliche Entwicklung des Zustandes von [¢(0))
nach |1 (t)) beschreibt, heift sehr anschaulich Progagator. Was kénnen wir
iiber diesen Progagator lernen? H ist ein hermitescher Operator, d. h. es gilt
nach (4.12a)

/ dBro* Hp = / a3y (f[cp)*z/J. (4.98)

Weil U nach (4.97) durch Vielfachanwendung von H dargestellt wird, ge-
horcht U auch der Beziehung (4.98) und ist damit hermitisch. Weiterhin gilt
U*U = 1. Damit ist der Progagator U ein unitirer Operator. Nach Ab-
schn. 4.3.2 kann man die zeitliche Entwicklung eines Quantenzustands [t (t))
somit als eine Drehung im Hilbertraum beschreiben. Der Vektor |1(0)) wird
wahrend der Zeit ¢t im Hilbertraum gedreht, wobei die Norm, die ,, Vektorlan-

W @O @) = @ (0)l¢ (0)) (4.99)

ge
erhalten bleibt. Es sei in diesem Zusammenhang noch einmal betont, dass
auch bei zeitunabhingigen Hamilton-Operatoren H, also einem stationiren
Problem, der Zustand, bzw. die Wellenfunktion geméaf (4.88) zeitabhingig
ist. Man stellt sie iiblicherweise im ,, Koordinatensystem* der zeitunabhangi-
gen Eigenvektoren |n) des Hamilton-Operators dar. Es ist wie im normalen
3D-Raum zweckméfig, Darstellungen allgemeiner zeitabhingiger Zustinde
|1(t)) in zeitlich konstanten ,Koordinatensystemen“ (Eigenfunktionensyste-
men) vorzunehmen. Man stelle sich vor, welche mathematischen Komplika-
tionen sich auftdten, wenn wir die Drehung eines Vektors in einem sich be-
wegenden Koordinatensystem beschreiben wollten.
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Die Darstellung des Progagators U durch seine Matrixelemente Uy, lisst
sich nach (4.72) sofort angeben:

U= Z|n (n|e” ﬁHt|m Y {m| = Z|n nm
—Z|n —E tn|m) (m :Ze_ﬁE"t [ny (n| . (4.100)

Hierbei sind |n) die Eigenkets des H-Operators und es wurde die Ortho-
gonalitit (n|m) = dp, benutzt.

Da die Zeitentwicklung eines Zustandes einer Drehung im Hilbertraum
entspricht, kénnen wir uns dennoch eine ,,6konomische” Beschreibung des
Zeitgeschehens vorstellen, bei der sich das Koordinatensystem (Eigenzustin-
de) dreht, aber dann gerade mit der gleichen Rate wie die Zustandsvektoren.
In einer solchen Basis wiirden die Vektoren im Gegensatz zu [¢(¢)) als ,einge-
froren” erscheinen. Stattdessen wiirden die Operatoren, die Messvorschriften
beschreiben, zeitabhéngig werden. Dieser Wechsel der formalen Beschreibung
des Zeitverhaltens muss natiirlich alle physikalisch messbaren Gréfen, insbe-
sondere messbare Mittelwerte des Typs (1[£2|1)) unveréindert lassen. Berech-
nen wir also einen solchen Mittelwert unter Verwendung von (4.96):

W (O] 2 (1)) = (& (0)] enft2e= 11 4 (0)) . (4.101)

In dieser Schreibweise haben wir die zeitliche Entwicklung des Systems,
die bisher in der Zeitabhingigkeit des Zustandes [¢(¢)) enthalten war, auf
den nun zeitabhéngigen Operator

Q(t) = et et (4.102)

verschoben. Die Zustandsvektoren [¢)(0)) sind in dieser Schreibweise zeitun-
abhéngig, ndmlich die des Anfangszustands in der bisher iiblichen Darstellung
(4.96).

Wegen der Vertauschbarkeit von H mit sich selbst und damit auch mit
exp(%ﬁ t), folgt unmittelbar fiir den zeitabhéngigen Hamilton-Operator:

H=erfltfertt — (4.103)

Fiir den Hamilton-Operator spielt es also keine Rolle, ob wir die Zustédnde
oder die Operatoren als zeitabhéngig ansehen, d. h. ob wir das ,,Koordinaten-
system* der Eigenkets oder die Zustandsvektoren [¢)) rotieren lassen.

In der Beschreibung des Zeitverhaltens durch zeitabhéngige Zusténde
[(t)) ist die Schrodinger-Gleichung (4.89) die fundamentale dynamische
Gleichung der Quantenmechanik. Schieben wir die Zeitabhéngigkeit auf die

Operatoren f)(t), so muss es eine andere fundamentale dynamische Gleichung,



112 4 Quantenmechanische Zustéande im Hilbert-Raum

diesmal fiir die Operatoren geben. Wir erhalten sie, indem wir einfach einen
Operator 2 (4.102) nach der Zeit differenzieren:

H! |, Q} . (4.104)

Wiirde £2 noch eine explizite Zeitabhangigkeit, z. B. durch ein sich zeit-
lich verénderndes Potential enthalten, so miisste (4.104) durch einen Term

(i/h)DS2/ 8t erginzt werden.

In dieser nach Heisenberg benannten Bewegungsgleichung fiir zeitabhén-
gige Operatoren des Typs (4.102) ergibt sich also die Zeitableitung eines
Operators aus dem Kommutator (Abschn. 4.2) des Hamilton-Operators mit
eben diesem Operator.

Eine wichtige Konsequenz der Bewegungsgleichung (4.104) lautet: Wenn

.Q mit A vertauschbar ist, so ist wiederum 2 = £2 und df2 /dt = 0. Die zum
Operator 02 gehorende Observable ist dann eine Bewegungskonstante des
Systems. Wenn wir in spéteren Kapiteln Vielteilchensysteme und das elek-
tromagnetische Feld quantenmechanisch behandeln, werden wir fast immer
mit zeitabhéngigen Operatoren und zeitlich konstanten Zustandsvektoren ar-
beiten miissen. Dann wird dieses sog. Heisenberg-Bild der Quantenmechanik
von besonderer Bedeutung sein. Aus 6konomischen Griinden werden wir des-

halb auch zeitabhingige Operatoren des Typs 2 (4.102) nur noch mit einem
einfachen Dachsymbol kennzeichnen. Aus dem Zusammenhang erkennt man
sofort, ob es sich um die sog. Schrédingersche Zeitabhéngigkeit der Zustands-
vektoren [1)(t)) oder um das Heisenberg-Bild mit zeitabhéngigen Operatoren
handelt.

4.4 Wir spielen mit Operatoren: Der Oszillator

Der harmonische Ostzillator ist ein Modellsystem, das von weitragender Be-
deutung in vielen Gebieten der Physik ist, sei es fiir klassische, schwingungsfé-
hige Systeme wie Pendel, eingespannte Balken, an Federn gekoppelte Kérper
oder aber auch im atomaren Bereich bei Schwingungen von Molekiilen und
Atomen im Festkorper. Uberdies lisst sich die Bewegungsgleichung des Os-
zillators, sowohl des klassischen wie auch des quantenmechanischen, einfach
l6sen und die Losung kann geschlossen dargestellt werden. Dies gibt uns die
Moglichkeit an die Hand, vieles von dem was wir iiber Operatoren, Hilber-
traum usw. gelernt haben, am Modell des Ostzillators ,,durchzuspielen* und
dabei ein Gespiir fiir das Wesen der Quantenmechanik zu bekommen.



4.4 Wir spielen mit Operatoren: Der Oszillator 113
4.4.1 Der klassische harmonische Oszillator

In seiner einfachsten Form ist der harmonische Ostzillator in der klassischen
Physik durch eine Masse realisiert, die an eine Feder gekoppelt, in einer Rich-
tung (1D-System) Schwingungen um eine feste Ruhelage ausfiihren kann. Fiir
kleine Auslenkungen, wo das Hooksche Gesetz die Proportionalitidt zwischen
Auslenkung x und riicktreibender Kraft F' durch F' = —kx beschreibt, wird
die Bewegung der Masse m durch die Newtonsche Bewegungsgleichung

mi = —kx (4.105a)
bzw.
i+ wiz=0 (4.105b)
beschrieben, wo w+/k/m die Schwingungsfrequenz des Oszillators ist. Aus
dem Kraftgesetz FF = —kx folgt fiir das Potential, in dem sich die Masse
bewegt, V = 1kz? und damit die Hamilton-Funktion (3.25)
P 1
H=T+V = "— + —mw?2? (4.106)
2m 2

die den Oszillator genauso vollstandig beschreibt wie (4.105). Die Anwendung
der Hamiltonschen Gleichungen (3.26) auf (4.106) fiihrt unmittelbar auf die
Newtonsche Bewegungsgleichung (4.105) zuriick. Wir haben diese Beziehung
zwischen Newtonscher und Hamiltonscher Formulierung der klassischen Be-
wegungsgleichungen schon in Abschn. 3.4 am Beispiel des ebenen Pendels
studiert, einem anderen klassischen Ostzillatorsystem.

Die grofse allgemeine Bedeutung des Oszillatormodells wird daraus klar,
dass wir (4.105) bzw. (4.106) auf alle Probleme anwenden kénnen, bei denen
ein Teilchen in einem sehr allgemeinen Potential V() (Abb. 4.3) Schwin-
gungen mit kleiner Amplitude in einem Potentialminimum V' (z) um zo als
Ruhelage herum ausfiihrt. Ein wie auch immer geartetes Potential mit einem
Minimum bei x( lasst sich um dieses Minimum herum in eine Taylor-Reihe
entwickeln:

dVv 1 d?v
Viz)=Vi(zo) + | (@—x0)+5 = .

zo

(z—z0)>+ ... (4.107)

Den Term V' (z)o kénnen wir als Energienullpunkt definieren und die erste
Ableitung dV/dz verschwindet im Minimum bei zo, sodass als erster wich-
tiger Term in der Entwicklung der in (x — zp) quadratische auftritt. Alle ho-
heren Entwicklungsterme sind weitaus kleiner und kénnen fiir kleine Auslen-
kungen (x — x() vernachlédssigt werden. Damit ergibt sich in dieser Ndherung
(nach Setzung xy = 0) gerade das Potential des harmonischen Oszillators.
Somit er6ffnet sich durch die Lésung des harmonischen Oszillatorproblems
eine weitreichende Klasse physikalischer Probleme einer einfachen Modellbe-
schreibung, ndmlich die Behandlung kleiner Fluktuationen eines Teilchens in
der Néhe eines Potentialminimums.
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V(x) V(x) Abb. 4.3. Zwei ver-
schiedene Potentia-
le V(z) mit Minima
bei zg. Um die Mi-
Xg ! L X, H nima herum kdénnen
! die Potentiale durch

' X 1 X
N Parabeln (gestrichelt)
y gendhert werden

Wir merken noch an, dass die in einer Schwingung des Oszillators enthal-
tene Gesamtenergie E eine Erhaltungsgrofie ist. Da z(t) = A cos(wt + ¢) die
allgemeine Losung von (4.105b) ist, folgt fiir die Gesamtenergie E:

1

1 1
E=T+V= §m9'c2 + Emw2x2 = §mw2A2 , (4.108)

wo A die maximale Schwingungsamplitude ist.

4.4.2 Trepp auf — Trepp ab:
Stufenoperatoren und Eigenwerte

Zur quantenmechanischen Behandlung des harmonischen Oszillators gehen
wir wie gewohnlich von der klassischen Hamilton-Funktion (4.106) aus, er-
setzen die kanonisch konjugierten Variablen p und x durch die entsprechenden
Operatoren p und Z und erhalten den Hamilton-Operator

-2 -2

A P 1 2.9 P mw o

H="—+= = hw —_— . 4.1
2m + M (2mhw + on " ) (4.109)

Hierbei haben wir die Energie gleich durch die in der Quantenmecha-
nik tibliche Energie iw (Teilchen-Welle-Dualismus, Abschn. 3.1) ausgedriickt.
Wir konnten jetzt p durch seine Ortsdarstellung (3.41) reprisentieren, den
Ortsoperator & durch die in der Ortsdarstellung verlangte Multiplikation mit
x ersetzen und die zeitabhéngige Schrédinger-Gleichung (3.57) zu 16sen versu-
chen, um die méglichen Eigenzusténde (Spektrum der Energieeigenwerte und
zugehoriger Wellenfunktionen) zu ermitteln. Es ist klar, dass wir ein diskretes
Spektrum von Eigenlosungen erwarten, das wir durch ganzzahlige Quanten-
zahlen n indizieren kénnen. Das nach oben gedffnete Parabelpotential des
Oszillators (Abb. 4.3) ist ndmlich ein bindendes Potential, das ein Teilchen
einsperrt (Abschn. 3.6.1). Stattdessen werden wir eine elegante Losung des
Problems vorziehen, die nur die allgemeine Darstellung von Operatoren und
Zustanden im Hilbert-Raum ausnutzt. Hierzu ist im Wesentlichen die durch
die Vertauschungsrelationen von p und & (4.26) vorgegebene Operatoralgebra
erforderlich.
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Unter Benutzung der binomischen Formel
(a+if) (o —iB) = o® + 2 (4.110)
faktorisieren wir den Oszillator-Hamilton-Operator (4.109), indem wir setzen

. mw . A 1
&= —2 =

2h

@

4.111
2mhw ( )

Damit definieren wir zwei neue Operatoren b und bJr mit denen die Fak-
torisierung von (4.109) bewerkstelligt wird (b = & + if3, bJr =a—if):

1

b=\
\/> & - F ) (4.112b)

Durch Multiplikation und Beriicksichtigung der Nichtvertauschbarkeit
[Z,p] = iR folgt aus (4.112):
1

b, (4.112a)

@0
||

A 2 .
it — _p_ Imeme s s 411
d. h. mittels (4.109)
A 1 - 1
bth= —H — ~ . 4.113b
—H =5 ( )

Aus der Definition der Operatoren b und b+ (4.112) und aus der Vertau-
schungsrelation von # und p gewinnen wir die Vertauschungsrelation fiir die
Operatoren b, b+ zu:

[b.65%] = b —bth=1. (4.114)

Da & und p hermitesche (selbstadjunglerte) Operatoren sind und
(bt = = b gilt, ist weiterhin b* der zu b adjungierte Operator (4.71).
Weiter stellt sich der Hamilton-Operator (4.109) dar als

H= <B+13+ %) hw . (4.115)

Da die Eigenlosungen zu H einen Hilbert-Raum mit diskret durchnum-
merierbaren Eigenzustédnden aufspannen miissen, lautet die zeitunabhéngige
Schrodinger-Eigenwertgleichung, die geldst werden muss:

Hn) = hw <13+13 + %) |n) = E, |n) . (4.116)

Aus den Eigenschaften der Operatoren b und bt (4.112), (4.114) leiten
wir jetzt alle wesentlichen Aussagen iiber die Eigenwerte F, und die Eigen-
zustdnde |n) des harmonischen Oszillators her.
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Betrachten wir fiir einen beliebigen Eigenzustand |n) von (4.116) den
Vektor b|n). Weil bt der zu b adjungierte Operator ist, folgt fiir die Norm
des Vektors b|n):

(n|btb|n) > 0. (4.117)

Dies gilt, weil die Norm eines Vektors immer positiv (oder null) sein muss;
man denke an die Norm [a|? = 3°7_ a2 eines 3D-Vektors im Euklidischen
Raum. Aus (4.117) folgt zusammen mit (4.116) sofort, dass alle Energie-
eigenwerte F,, des harmonischen Oszillators positiv sein miissen.

Wir untersuchen die Wirkung des Operators b+ auf einen beliebigen Ei-
genzustand |n) von (4.116), indem wir auf (4.116) b* von links anwenden

bt H |n) = hwbt <13+b + %) In) = E,b* |n) . (4.118a)

Wir benutzen auf der linken Seite die Vertauschungsrelationen (4.114),
d.h. bbb = bt (bbt — 1), und erhalten

o (z;+z;z;+ - %iﬁ) ) = Byt n) |

bzw.

hw <B+B - %) bt |n) = E, bt |n) . (4.118b)
Mit (4.115) folgt daraus:
i (é+ |n>) = (B, + hw) (é+ |n>) . (4.119)

Dies ist wiederum eine Eigenwertgleichung, analog zu (4.116), aber jetzt
fiir den Zustand b*|n) mit dem Eigenwert E, + hiw. Der Operator bt
angewendet auf irgendeinen Eigenzustand |n), verwandelt diesen Zustand
in den néchst hoheren |n+ 1), wobei der Eigenwert F,, um das Quantum
hw zugenommen hat. Wir kommen also durch wiederholte Anwendung
von bT zu immer hoheren Eigenzustéanden. Hierbei nimmt der Eigenwert
jeweils in Stufen von hw zu (,Trepp auf*), d.h. E, 11 = E,, + fw.

Analog fiihrt die Anwendung von b auf einen Eigenzustand |n) mit dem
Eigenwert F,, zum nichst niedrigen Eigenwert F,,_1 (,Trepp ab®), wie
man leicht durch Anwendung von b (von links) auf (4.116) zeigt:

BT n) = hh (aws + %) ) = Enbln) |
R 3\ . R
huw (b+b+ 5) bin) = E.b|n) |

il (13 |n>) = (B, — hw) (13 |n>) . (4.120)
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Hierbei wurden wiederum (4.115) sowie die Vertauschungsrelationen
(4.114) angewendet. (4.120) zeigt, dass bn) die Eigenfunktion |n — 1)
zum Energieeigenwert F,,_1 = FE,, — hw darstellt.

Wir koénnen also bei einer vorgegebenen Eigenlosung |n) mit Eigenwert
E, alle h6heren und niedrigeren Eigenwerte ... E,_o, Ep_1, En, Epy1 ...
erreichen, indem wir jeweils gleiche Energiequanten fw von FE,, abziehen
oder hinzufiigen. Die Eigenwerte bilden eine Serie von energetisch dqui-
distanten Niveaus, die sich jeweils in ihrer Energie um hw unterscheiden,
eine ,,Stufenleiter”, d. h. F, 11 = E,, £ hw. Von daher bezeichnet man die
Operatoren b und b+ sehr anschaulich als Stufenoperatoren.

Nach oben hin ist die Wirkung von b unbeschrinkt. Die Leiter von Ei-
genwerten nhiw kann zu beliebig grofen Quantenzahlen n fortgesetzt wer-
den, denn das Potential des idealen harmonischen Oszillators V () oc 22
ist nach oben hin unbeschrénkt. Nach unten hin jedoch muss eine Begren-
zung existieren, denn nach i) miissen alle Energieeigenwerte positiv sein.
Es muss also einen niedrigsten Eigenwert Ey zu einem Grundzustand |0)
geben, d. h. hierfiir muss die Eigenwertgleichung (4.116) lauten

H|0) = Eo |0) . (4.121a)

Setzen wir fiir H den Ausdruck (4.115) ein, so folgt
PP |
fiw <b+b + 5) |0) = Eo|0) , (4.121Db)

d. h. mit b[0) = 0 (]0) ist der niedrigste Eigenzustand) ergibt sich fiir den
Grundzustand des Oszillators der niedrigste Eigenwert Ey = %hw Alle
energetisch htheren Eigenwerte folgen durch schrittweise Addition jeweils
eines Quants hw. Damit haben wir das gesamte Spektrum der Eigenwerte
des harmonischen Oszillators ermittelt zu:

E, = (n + %) hw (4.122)

Die Bedingung, dass |0) der niedrigste Eigenzustand ist, bedeutet, dass
eine weitere Operation von b auf |0) keinen weiteren Eigenzustand geben
darf, d. h. wie schon oben ausgefiihrt, null ergibt. Schreiben wir die Bezie-
hung b|0) = 0 in der Ortsdarstellung hin, so ist (x|0) natiirlich durch die
Wellenfunktion ¢g(x) des Grundzustands gegeben und b reduziert sich
nach (4.112a) im Wesentlichen auf eine Multiplikation mit = und eine
Ortsableitung (p = 2-1), d.h. b|0) = 0 lautet:

T dz

( /%H,/%%) ¢o(z)=0. (4.123a)
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Dies ergibt nach kurzer Umformung

deo _ _mw o

(p - , (4.123b)
0

bzw. nach Integration die Grundzustandswellenfunktion des Oszillators:

wo (x) = C'exp (—%ﬁ) , (4.124)

mit C' = (mw/7h)'/* als Normierungskonstante. Wie erwartet, bedeutet
dies eine Lokalisierung des Teilchens (Gauk-Glockenfunktion) innerhalb
einer endlichen rdumlichen Ausdehnung im parabolischen, bindenden Po-
tential des Oszillators.

Weil der Stufenoperator bt angewendet auf einen beliebigen Eigenzu-
stand |n) (4.119) jeweils zum néichst hoheren Zustand |n + 1) bzw. b
angewendet auf |n) zum néchst niedrigen Zustand fiihrt, gilt:

bln) =cpln—1) , (4.125a)
bt in) =¢, In+1), (4.125Db)

wo ¢, und ¢, Normierungskonstanten sind. Um ¢, und ¢}, zu bestimmen,

berticksichtigen wir, dass b+ und b zueinander adjungiert sind und folgern
aus (4.125a):
(n|bt = (n—1|ck . (4.125¢)

Damit folgt aus (4.125a) und (4.125¢) sofort
(n|bTb|n) = (n—1n—1)cen (4.1264)
bzw. wegen der Normierung (n — 1jn — 1) =1 und (4.115)

1 - 1
(| 5—H — 5 n) = lenl? (4.126b)

Kombinieren wir die Darstellung des H-Operators (4.115) mit der seiner
Eigenwerte (4.122), so lautet die Eigenwertgleichung (4.116)

hw <13+13 + %) In) = hw (n + %) In) , (4.127)

d.h. die Anwendung von b+b auf |n) liefert die Quantenzahl n des jewei-
ligen Zustandes, in dem sich der Oszillator befindet:

bt bh|n) =nin) . (4.128a)

fi = bTb kann man deshalb treffend als Quantenzahloperator fiir den
harmonischen Oszillator bezeichnen.
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Damit folgt aus (4.126a) fiir die Normierungskonstante c,,:
(n|b*b|n) = n(nln) = n = |en|” . (4.128b)

Nach einer analogen Rechnung fiir den Operator bt, angewendet auf den
Zustand |n) folgen somit die wichtigen Aussagen iiber die Normierungs-
konstanten ¢, und ¢, in (4.125):

bln) = v/n|n—1) (4.129a)
bt |n) =vn+1|n+1) (4.129b)

Mittels (4.129) ldsst sich jetzt durch Rekursion eine allgemeine Formel fiir
den allgemeinen Eigenzustand |n) des harmonischen Oszillators angeben.

Durch n-fache Anwendung von b auf den Grundzustand |0) folgt mittels
(4.129Db) rekursiv

) = b = 1) = T I =2) =
_ % (iﬁ)n 10) (4.130)

gehen wir mit (4.130) in die Ortsdarstellung, wo (x|n) = ¢, (z) die Wel-
1enfunktion zum n-ten Energieeigenwert (4.122) ist, und benutzen wir
mit p = - die Ortsdarstellung des Operators bt (4.112b), so lautet
(4.130)

(2ln) = on (z) = (w/m“’ \/ ) %o (
w dx
1 mw [ h d 2T me 2
Vnl 2h . 2mw dx 7h ¢ '

(4.131)

Hierbei wurde fiir die Wellenfunktion ¢g(z) die des Grundzustandes
(4.124) eingesetzt. (4.131) ist eine Rekursionsformel, ein Algorithmus,
der es uns gestattet analytische Ausdriicke fiir beliebige Wellenfunktio-
nen ¢, (z) anzugeben. Computerprogramme wie z. B. MAPLE erledigen
diese Aufgabe der Berechnung von ¢, (z) im ,Handumdrehen“. Einige
niedrigindizierte Wellenfunktionen ¢, (z) des harmonischen Oszillators
sind in Abb. 4.4 graphisch dargestellt.

Fithren wir uns am Beispiel des harmonischen Oszillators noch einmal das
Verhéltnis der Quantenmechanik zur klassischen Beschreibung vor Augen.
Dazu betrachten wir ein makroskopisches Pendel, bei dem eine Masse von 1g
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Abb. 4.4a,b. Wellenfunktionen des harmonischen Oszillators [2]. a Niedrigindizier-
te Eigenfunktionen o (y) bis ¢5(y) fir die Quantenzahlen n = 0 bis n = 5. Statt
der Auftragung iiber z ist die reduzierte Darstellung y = z/z¢ = y/mw/hx gewahlt.
b Aufenthaltswahrscheinlichkeit |¢11|? fiir den harmonischen Oszillatorzutand mit
n = 11. Gestrichelt ist die klassische Aufenthaltswahrscheinlichkeit eingezeichnet

mit einer Amplitude A = 2 cm wéhrend einer Sekunde einmal hin- und her-
schwingt. Die entsprechende Kreisfrequenz ist dann w ~ 6s~!. Benutzen wir
die klassische Formel (4.108) fiir die konstante Gesamtenergie Fyjass, die in
dieser Bewegung steckt, so ergibt sich aus m =1g, A = 2cm und w ~ 657!
ein Wert Fyass = 70 - 1077 kg m? / s2. Vergleichen wir diese Energie mit dem
Abstand AFE = hw =~ 6 - 1073 kgm?/s? zwischen zwei quantenmechanischen
Anregungszustdnden des Pendels, so sehen wir, dass verglichen mit der klas-
sischen Energie die Quantenzusténde in ihrer Diskretheit fast nicht mehr auf-
gelost werden konnen. Klassisch ist das Geschehen quasikontinuierlich. Wir
kénnen auch die der klassischen Schwingung entsprechende Quantenzahl n
ausrechnen zu

n ~ Eass/AF =~ 1028 (4.132)

Das klassische Pendel ist also in einem extrem hohen quantenmechani-
schen Anregungszustand. Fiir hohe Quantenzahlen geht die Quantenmecha-
nik in die klassische Mechanik tiber.

4.4.3 Der anharmonische Oszillator

Wir haben schon in Abschn. 4.4.1 diskutiert, dass der harmonische Oszillator
mit seinem in der Auslenkung x quadratischen Potential (4.106) nur die nied-
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rigste Naherung fiir ein allgemeines Potential in der Nahe eines Potentialmini-
mums (4.107) ist. Gehen wir in der Entwicklung des Potentials (4.107) einen
Schritt weiter und betrachten auch noch Terme, die in der Auslenkung =
kubisch sind, so folgt der Hamilton-Operator fiir den sog. anharmonischen
Ostzillator:
O LR 4133
=5 + —5 598 (4.133)
Im letzten Term wird durch ¢/3! die Abweichung, im Wesentlichen die
3. Ableitung des allgemeinen Potentials (4.107), vom parabolischen Poten-
tial des harmonischen Oszillators ausgedriickt. Die Beriicksichtigung dieses
Terms geht iiber das Modell des harmonischen Oszillators hinaus; man nennt
den Modell-Hamilton-Operator (4.133) deshalb anharmonisch und den letz-
ten Term in 23 den anharmonischen Term. Gleichung (4.133) ist natiirlich
nur dann eine gute Nitherung fiir ein Problem, wenn |gx| < mw?/2 gilt. Dann
konnen wir den anharmonischen Term als eine kleine Storung des harmoni-
schen Oszillators ansehen und die Wirkung des anharmonischen Terms auf
die Eigenzustdnde |n) des harmonischen Oszillators betrachten. Wir driicken
deshalb die ersten beiden Terme in (4.133) durch die bereits bekannte Form
des Hamilton-Operators des harmonischen Oszillators (4.115) aus:

. AP | 1
H = hw (b+b+ 5) —59553. (4.134)

Aus der Darstellung (4.112) der Operatoren b und b* durch & und p gewin-

nen wir umgekehrt durch Addition von (4.112a) und (4.112b) die Darstellung
von & in b und b zu

@:%\/%(BHSJF) = %(éﬂﬁ) . (4.135)

Damit schreibt sich (4.133) als

3
= (854 3) = g0 (o) (b4 57) = (3754 5) — .
2 317\ 2mw 2
(4.136)
Da der anharmonische Term  eine kleine Storung des harmonischen Ver-
haltens darstellt, konnen wir als gute Naherung wiederum die Eigenzustande
des harmonischen Oszillators [n) (4.130), bzw. E,, = (n+ 3)hw (4.122) anse-
hen.
Was dndert sich jedoch durch die Beriicksichtigung der Anharmonizitét?
Fiir den harmonischen Oszillator mit dem Hamilton-Operator (4.115) ist
der Quantenzahloperator n = b+b vertauschbar mit H , der nur die Operator-
kombination b*b enthilt. Damit ist wegen der Heisenbergschen dynamischen
Gleichung (4.104) die Quantenzahl n eine Bewegungskonstante: Alle Zustéin-
de |n) sind fiir den harmonischen Oszillator stationdre Zustdnde. Liegt der
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Zustand |n) einmal vor, so dndert er sich nicht mehr in einem harmonischen
Potential. Dies ist anders fiir den anharmonischen Oszillator (4.133). Un-
tersuchen wir die Vertauschbarkeit von f = b mit dem Hamilton-Operator
des anharmonischen Oszillators (4.136). 7 ist sicherlich vertauschbar mit dem
ersten Term in (4.136), dem Anteil des harmonischen Oszillators. Der zweite
Term, der proportional zu (b4 b™)3 ist, vertauscht jedoch nicht mit 7 = b*b,
wie man schon daran sieht, dass

[13, 8*13} =bbth— bbb =1b (4.137)

gilt, wenn man die Vertauschungsrelation (4.114) anwendet.

Weil also fiir den anharmonischen Oszillator (4.136) [, H] # 0 folgt, wird
nach der Heisenbergschen Bewegungsgleichung (4.104) die Quantenzahl n,
d.h. der Eigenzustand, berechnet fiir das harmonische Potential, nicht er-
halten. Ein kleiner anharmonischer Anteil im Potential bewirkt, dass die Ei-
genzustande des harmonischen Oszillators nicht mehr stationér sind; sie sind
zwar noch gute Losungen fiir das Problem (weil die Anharmonizitét klein ist),
aber sie &ndern sich mit der Zeit. Der Oszillator springt von einem Eigenzu-
stand |n) durch die Wirkung der kleinen Anharmonizitét in einen anderen
Zustand |n'). Welche Spriinge kann der Oszillator machen und nach welchem
Gesetz andert sich ein Zustand |n)?

Zur Beantwortung dieser Frage miissen wir natiirlich die Schrodinger-
Gleichung

0 A
i 1 () = 19 (1) (1135)

fiir einen allgemeinen zeitabhéngigen Zustand |¢(¢)) mit dem anharmoni-
schen Oszillator-Hamilton-Operator (4.136) 1osen. Wir entwickeln den allge-
meinen Zustand [¢) nach den zeitunabhingigen Eigen-kets|n) des harmoni-

schen Ostzillators:
W) = en(t)|n) (4.139)

wobei jetzt die Zeitabhingigkeit in den Amplituden ¢, (¢) steckt. Sie geben an,
wie sich Zustiinde |n) unter dem Einfluss von h éndern. Weiter multiplizieren
wir in der kleinen anharmonischen Stérung h = g#3 /3! mittels (4.135) den
Ortsoperator 2% als Funktion der Stufenoperatoren aus:

BN, .3
~3 -+
= (2mw) (b+b )
3/2 L o L L o o
- <—> (bbb+bbb+ T bbb+ bbbt 4 bbb + bbbt
2mw

I 13+13+13+) . (4.140)

Hierbei muss die Reihenfolge der b und bT strikt eingehalten werden.
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Einsetzen von (4.139) in (4.138) ergibt dann:

i) e (t)[n) = en (t) hw (b+b+ )|n +thn )Y|n) . (4.141a)

Multiplikation von links mit dem Eigen-bra (m| liefert wegen (m|n) =

Omn:

ihém (t) = (m+ )hwcm )+ > (mlh|n)c, (t) (4.141b)

also ein System von gekoppelten Differentialgleichungen, das die Anderung
einer bestimmten Amplitude ¢, (t) durch Kopplung an alle anderen Ampli-
tuden ¢, (t) bestimmt.

Wiirden wir die Anharmonizitit A vernachléssigen, ergébe sich aus

ihé,, = (m + %) hwey, = Encm (4.142a)
gerade die stationdre Losung
em (t) = cm (0) exp (%Emt) (4.142b)
des harmonischen Oszillators zum Energiecigenwert E,, = (m + 3)hw.

Betrachten wir jetzt die in (4.141b) auftretenden Matrixelemente (m/|h|n)
unter Zuhilfenahme von (4.140):

. 1 BO\NY2
hin) = =g — bbb + bbb™ +bbT b . ... 4.14
nlfln) = g0 (o) (B4 86 4 by (4143
dann miissen wir die Beziehungen (4.129) beriicksichtigen, die angeben wie
b und bt auf |n) wirken. Mit (m|n) = d,,, kann deshalb das Matrixelement
(m|bbb|n) nur von Null verschieden sein, wenn gilt:

(m| bbb |n) = (mjn —3) /n(n—1)(n —2) = dpmn_s\/n(n—1)(n—2)
(4.144&)
d.h. Wenn m = n — 3 gilt. Der Quantenzustand mit der Energie FE,,
(m + )hw koppelt iiber dieses Matrixelement also nur an einen Zustand n
an, der um drei Quanten hw oberhalb von E,, liegt. Dieser Zustand kann also
neben anderen in (4.141b) zur Anderung von c,,(t) beitragen.
Analog liefert das Matrixelement

(m|bTbTb|n) = (min+1) /nn (n+1) = Spmpp1/nn(n+1)  (4.144b)

eine Ankopplung des Zustandes |m) an einen Zustand, der wegen m = n+1,
d.h. n =m — 1, um ein Quant fw energetisch tiefer liegt als |m). Fiir Uber-
géange in den Grundzustand |0) des Oszillators ist dieses Matrixelement also
belanglos.
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Fragen wir uns also, aus welchen angeregten Zustéinden n kénnen Uber-
ginge in den Grundzustand |0)(m = 0) des Oszillators erfolgen. Aus der
Vielfalt der b und b* Kombinationen in (4.140) liefern nur folgende Matrix-
elemente von Null verschiedene Beitrige:

(0] bbb |3) = (0[0) V6 = V6 , (4.145a)
(0] bb*H[1) = (0]0) =1, (4.145D)
(0] bbb 1) = (0[0) V4 . (4.145¢)

Sind also die Zustande |3) und |1) angeregt, so tragen sie mit Wahrschein-
lichkeiten (Produkte der Amplituden) im Verh&ltnis 6:1:4 durch Vermittlung
der Anharmonizitit zur Besetzung des Grundzustandes |0) bei.

Wir haben hier beim anharmonischen Oszillator ein Beispiel kennen ge-
lernt, wo durch eine kleine Stérung Uberginge zwischen Quantenzustin-
den induziert werden. Wir werden Ubergénge zwischen Quantenzustinden
in weitaus grofserer Allgemeinheit in Abschn. 6.4 bei der zeitabhingigen St6-
rungsrechnung betrachten.
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5 Drehimpuls, Spin und Teilchenarten

Obwohl auf den ersten Blick Bewegungen eines Teilchens auf einer gekriimm-
ten Bahn, im einfachsten Fall auf einer geschlossenen Kreisbahn, nichts Be-
sonders sein sollten und nach den allgemeinen Gesetzen der Teilchendynamik
(klassisch: K = muv) beschrieben werden koénnen, ergeben sich schon in der
klassischen Mechanik eine Reihe von Eigentiimlichkeiten, die teilweise wegen
ihrer auf den ersten Blick gegebenen Unanschaulichkeit eine strenge forma-
le Behandlung erfordern. Man denke nur an das ,verriickte“ Verhalten von
Kreiseln und an die immer schneller werdenden Pirouetten einer Eistdnze-
rin, die ihre Arme an den Kérper legt. Wir werden sehen, dass im atomaren
Bereich der Begriff des Drehimpulses und seine quantenmechanischen Eigen-
schaften sehr weit reichende Konsequenzen fiir unser Verstdndnis der Materie,
selbst bis hin zur Einteilung der Welt in zwei verschiedene Teilchenarten, hat.
Beginnen wir aber noch einmal kurz mit der klassischen Beschreibung von
Kreisbewegungen.

5.1 Die klassische Kreisbewegung

Ein Teilchen, das sich auf einer Kreisbahn bewegt (Abb. 5.1), wird durch
eine Fiithrungskraft (Abschn. 3.4) auf dieser Bahn gehalten. Diese Fithrungs-
kraft kann durch ein zentralsymmetrisches anziehendes Potential (Coulomb-
Potential im Wasserstoffatom) oder im Falle eines makroskopischen Korpers
durch eine Schnur gegeben sein, durch die der Kérper auf konstantem Ab-
stand zum Drehzentrum gehalten wird. Diese auf das Drehzentrum hinge-
richtete Fiithrungskraft bewirkt in jedem Zeitpunkt eine Anderung der Ge-
schwindigkeit, d.h. eine Beschleunigung auf das Drehzentrum hin. Hierbei
bleibt die Bahngeschwindigkeit v = ds/dt ldngs der Kreisbahn konstant,
weil die Zentralkraft senkrecht zur Bahnkurve wirkt. Zusétzlich zur zentralen
Fithrungskraft konnen jedoch auch Kréfte auf das Teilchen oder den Koérper
wirken, die in Bahnrichtung eine Beschleunigung bewirken. Solche Kréfte, die
eine Komponente senkrecht zum Ortsvektor r(|r| = Radius der Kreisbahn)
haben, werden durch ein Drehmoment D beschrieben.

Aus Abb. 5.1 ldsst sich die Grofe der Zentralbeschleunigung b (durch die
Fiihrungskraft zum Drehzentrum hin) berechnen: Die infinitesimale Ande-
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dv Abb. 5.1. Charakteristische Grofen zur
\ Beschreibung einer klassischen Kreisbewe-
gung. Man beachte, die infinitesimale An-

dS derung der Geschwindigkeit dv steht senk-

recht zur Ortsdnderung ds und ist auf das
Kreiszentrum hingerichtet

%

rung der Bahngeschwindigkeit dv ist parallel zum Radialvektor r» und senk-
recht zur Bahngeschwindigkeit v gerichtet.
Damit folgt aus der Wegédnderung langs der Bahn

ds =rdp =rodt = rwdt (5.1a)
die Bahngeschwindigkeit
d
v = Tz =rw (5.1b)
und schlieflich mit dv = vdp (Abb. 5.1) die Zentralbeschleunigung
d
= ?: = vw =T1w? . (5.1c)

Hierbei ist w die Winkelgeschwindigkeit ¢.

Fiir eine dreidimensionale Vektorbeschreibung ist es zweckmaéfig, w als
Vektor w aufzufassen, der senkrecht zur Ebene der Kreisbahn (nach oben
gerichtet bei positiver Winkeldnderung) orientiert ist.

Fiir die allgemeine Beschreibung der Rotationsdynamik, auch unter Ein-
schluss von Kréften in Richtung der Bahnkurve gehen wir von der klassischen
Newtonschen Bewegungsgleichung aus:

d

K= —(

mv) . (5.2)
Da insbesondere Krafte senkrecht zum Ortsvektor r von Interesse fiir eine

Beschleunigung lings der Bahn sind (K_Lr), definieren wir als Drehmoment
D =r x K und erhalten aus (5.2)

D:er:rx%(mv). (5.3a)
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Nun gilt aber

d d d d
&(rxmv)zéxmv—i—rxg(mv):rx&(mv), (5.3b)
weil dr/dt = v im Vektorprodukt mit v verschwindet.

Damit ldsst sich (5.3a) schreiben als

d d
D:erzg(rxmv):g(rxp). (5.3c)
Definieren wir also L = (r x p) als eine fiir Kreishewegungen charakteris-
tische Grofe, den Drehimpuls, so lautet das klassische Grundgesetz der
Rotationsdynamik

d d

D=rxK= dt(rxp)_ dtL

Der Drehimplus ist somit eine Erhaltungsgrofe der Kreisbewegung, wenn

keine Kraft senkrecht zum Ortsvektor (D =r x K = 0) wirkt. Dies macht

sofort versténdlich, dass eine Eistdnzerin sich bei einer Pirouette schneller um

sich selbst dreht, wenn sie die Arme anzieht: L = r X p muss erhalten bleiben,

weil aufler der Reibung auf dem Eis (vernachlissigt) keine Kraft in Richtung

der Drehbewegung wirkt. Die Ausdehnung des sich drehenden Kérpers (hier

Koordinate r) jedoch wird kleiner, d.h. p und damit die Geschwindigkeit in
Drehrichtung muss zunehmen.

Aus der Definition des Drehimpulses L = r x p lisst sich sofort entneh-
men, dass L ebenfalls wie w ein Vektor ist, der senkrecht zur Ebene der
Kreisbewegung gerichtet ist. Mittels (5.1b) lasst sich sein Betrag auch durch
die Winkelgeschwindigkeit w ausdriicken als

(5.4)

L=mrw. (5.5a)

Hierbei bezeichnet man mr? auch als das Triigheitsmoment eines sich im
Abstand 7 um eine Drehachse bewegenden Massenpunktes.

Weiter ldsst sich wegen v = rw (5.1b) und (5.5a) die kinetische Energie ei-
nes Massenpunktes auf einer Kreisbahn durch den Drehimpuls L ausdriicken
als ) 2

2
Ekm - 2mv - o2’

eine Beziehung, die wir im Folgenden noch h&ufiger benutzen werden.

(5.5b)

5.2 Der quantenmechanische Drehimpuls

Die Kreisbewegung eines subatomaren oder atomaren Teilchens, z.B. des
Elektrons im Coloumb-Potential des Protons im Wasserstoffatom, muss na-
tiirlich durch Operatoren beschrieben werden. Wir ordnen also dem klassi-
schen Drehimpuls L = r x p den Drehimpulsoperator L=rx P zu. Was
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kénnen wir erwarten? Da r und p nicht vertauschbare Operatoren sind, wer-
den die Komponenten des Drehimpulsoperators einer nichttrivialen Vertau-
schungsalgebra unterliegen. Kreisbewegungen sind rédumlich eingeschrankt;
ein Elektron im anziehenden Coloumb-Potential ist ,eingesperrt”, wie in ei-
nem Potentialkasten. Wir erwarten also diskrete Eigenwerte auch fiir den
Drehimpulsoperator [er geht nach (5.5b) in die Energie ein|. Weiterhin kénnen
wir eine Kreisbewegung in zwei zueinander senkrechte Oszillatorschwingun-
gen zerlegen. Damit sollten die Eigenwerte des Drehimpulsoperators gewisse
Ahnlichkeiten zu denen des harmonischen Oszillators (Abschn. 4.4.3) haben.
Auch dies weist auf diskret liegende, wahrscheinlich sogar dquidistante Ei-
genwerte des Drehimpulsoperators hin.

Aus der Definition des Drehimpulsoperators L =rfx p und der Darstellung
des Impulsoperators

h h 0 0 0
p=-V =— — — — 5.6

P=75 i <exax+ey8y+ezaz)’ (5:6)
mit e, e, und e, als den Einheitsvektoren in z,y, z-Richtung, ergeben sich
sofort folgende Vertauschungsrelationen fiir die einzelnen Komponenten des
Drehimpulses

[ﬁm,ﬁy} — il (5.7a)
[LyLz} —ihL, (5.7b)
[ﬁz,im} = ihL, . (5.7¢)

Wir rechnen dies fiir (5.7a) wie folgt nach:
. N/ 9 9 9 0
e L] = (‘) (ya—% - a_ya_> !
(N2,
-\ Yor "V 020~ Vo202 )

- (?)2@,% — ik <y§%> = ik (fL) . (5.7d)

Wie man unter Beriicksichtigung der Rechenregeln fiir das Vektorprodukt
leicht zeigen kann, lassen sich die Vertauschungsregeln (5.7) auch kompakt
schreiben als

L x L = iAiL . (5.8)

Beachten wir, dass ein Operator immer mit sich selbst vertauschbar ist und
dass gilt

(22,8 = Lo [Las Be] + [Ee, £2] o (5.9)
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Gleiches gilt natiirlich fiir [£°, L,] und [£°, L,).

Dies bedeutet, dass die einzelnen Komponenten des Drehimpulses nicht
vertauschbar sind (5.7), also nicht gleichzeitig mit beliebiger Genauigkeit
messbar (nicht-kommensurabel) sind. Das Absolutquadrat L2 jedoch ver-
tauscht mit jeder Komponente des Drehimpulses ﬁm,ﬁyﬁﬁz. Die einzelnen
Komponenten des Drehimpulses haben also das gleiche Eigenfunktionensys-

.2
tem wie L ; wir kénnen also folgende Eigenwertgleichungen zur Bestimmung
der moglichen Messwerte des Drehimpulses schreiben:

L2 \m) = A1) R2 |1, m) | (5.11)
L.|l,m) = mh|l,m) . (5.12)

Hierbei wurde beriicksichtigt, dass der Drehimpuls die Dimension einer
Wirkung, also die des Planckschen Wirkungsquantums A hat, sodass die mog-
lichen Messwerte fiir L2 und L. durch dimensionslose Zahlen A(1) [A ist Funk-
tion einer Zahl {] und m dargestellt werden. Fiir [ und m erwarten wir, dass
sie diskrete Quantenzahlen darstellen, die das Spektrum der Eigenzusténde
|1, m) durchnummerieren.

Wir wenden uns zuerst dem Eigenwertproblem (5.11) zu und schreiben
mit (5.12):

L Jm) = (12 + L2+ £2) 1, m) = AR® |1, m) | (5.13)

2
L2|l,m) = L.L. |l,m) = m?h?|l,m) . (5.14)
Durch Subtraktion erhalten wir:

(L2+L§) 1, m) = h2 (A —m?) |I,m) . (5.15)
Wir beweisen hier nicht, dass das Matrixelement (I, m|L2 + I:i|l,m) posi-
tiv sein muss, jedoch ist dies nahe liegend wegen der Absolutquadrate der

Drehimpulskomponenten.
Mit der hier nicht bewiesenen Aussage

(I, m| ﬁi—l—ﬁi l,m) = h* (A—m?) (I,m|l,m) >0 (5.16)
folgt aber fiir die Eigenwerte von (5.11) und (5.12):
AQ) —m2 >0, (5.17)
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d.h. die Eigenwerte m?2 bzw. |m| von L, sind durch die Eigenwerte A(l)

von ]32 nach oben hin beschrankt. Dies ist unmittelbar einsichtig, denn die
Messwerte fiir den Drehimpuls in der speziellen z-Richtung kénnen natiirlich
nicht die des Gesamtdrehimpulses VL2 iibersteigen.

Analog zur Vorgehensweise beim harmonischen Oszillator [(4.110) bis
(4.112)] faktorisieren wir jetzt den Operator L2 + L? in (5.15) durch die
Definition zweier neuer Operatoren

Ly=1L,+ilL,, (5.18a)
sodass wir schreiben konnen:
L24+L2=L,L_. (5.18b)

Fiir diese neuen Operatoren folgen aus (5.7) und (5.10) sofort die Vertau-
schungsrelationen

[Ilz,ii} —0, (5.19a)
[LLi} — +hly (5.19b)
[ii,fiz} — Thi . (5.19¢)

Damit folgt mittels (5.19a) aus der Eigenwertgleichung (5.11) bzw. (5.13)
fiir L? unmittelbar

LoLZ |t m) = K24 (Li 1, m>) , (5.20a)

i (ii I, m>) =124 (zi I, m>) . (5.20D)

Wenn |/, m) Eigenzustand zu i’ ist, dann sind auch die Vektoren L |I, m)
Eigenzusténde.

Eine dhnliche Beziehung kénnen wir fiir die Eigenwertgleichung des Ope-
rators L, (5.12) durch Anwendung von L1 herleiten:

LiL,|l,m) = hm|l,m) . (5.21a)
Wegen (5.19¢) folgt unmittelbar
(ﬁzii =S hii) \,m) = hm |l,m) (5.21b)

e L. (ﬁi 1, m>) = h(m=+1) (Li |z,m>) . (5.21c)

ﬁi|l ,m) ist also ein Eigenzustand zum Operator L., dem Drehimpuls in
z-Richtung, wenn |I,m) Eigenzustand ist, jedoch mit einem um % erhohten
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oder erniedrigten Eigenwert, je nachdem ob ﬁJr oder L_ angewendet wurde.
Fiir die z-Komponente des Drehimpulsoperators sind L+ also Stufenoperato-
ren, die die Eigenwerte jeweils um & erhchen oder erniedrigen, genauso wie die
Operatoren bt und b im Falle des harmonischen Oszillators (Abschn. 4.4.2).
Hierbei muss sich die dimensionslose Quantenzahl m immer um eine ganze
Zahl &ndern:

Lal|l,m)=]l,m=£1) . (5.22)

Andererseits ist m?, d.h. auch |m|, wegen (5.17) durch den Eigenwert
A(l) des Gesamtdrehimpulses nach oben beschriankt. Es existieren zu einem
festen A also jeweils Maximal- und Minimalwerte mmax und mpyi,, fir die
gilt

L |l mMmax) =0, (5.23a)
L_|l,mMmin) = 0. (5.23b)

Hierbei muss wegen (5.22) (Mmax - Mmin) €ine ganze Zahl sein. Aus der
Algebra fiir L, L, (5.7) bzw. der fiir Ly (5.18) folgen:

LyLy =12+ L2F L.k
=[*- 1L,

(L ih) . (5.24)

Da |I,m) sowohl Eigenzustiinde zu L? als auch zu L. sind, folgt durch An-
wendung von (5.24) auf |I, Mmax) und |1, Mumin):

L Ly [l munax) = [A (1) = mZ 0k — Munax] 12 |1, Mimax) = 0 (5.25a)
LiL_|lymumin) = [A(1) = mZi + Mumin] B2 |1, Mumin) = 0 . (5.25b)

Die Ausdriicke verschwinden wegen (5.23); da jedoch |I,mmax) und
|1, Mmin) existieren, verschwinden die eckigen Klammern auf der rechten Seite
und wir erhalten

A(l) = mmax (Mmax + 1) = Mumin (Mmin — 1) - (5.26)
Hieraus folgt durch einfaches Umformen sofort
Mmax = —Mmin - (5.27)

Setzen wir weiterhin | = mmax, so ergibt sich die Losung der Eigenwert-
~2 ~
probleme fiir L und L, als

L2|l,m) =1(1+ 1)K |l,m) , (5.284)
L.|l,m) = mh|l,m) , (5.28b)

mit m=—-l,—-l+1,-1+2,...,0,...,0 —1,1.
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Damit muss gelten:
l—v=-l

3

bzw.
l=v/2, mit v ganzzahlig. (5.28c¢)

Dieses Ergebnis bedarf weiterer Analyse. Die Richtungsquantenzahl m
kann sich nur ganzzahlig &ndern, jedoch bis zu Maximal- bzw. Minimalwerten
[ und —I. Dabei darf aber ! auch halbzahlige Werte [z.B. v = 1 in (5.28¢)]
annehmen. Fiir letzteren Fall ist der Drehimpulsmesswert [ = 0 (kein Dreh-
impuls) ausgeschlossen, da bei ganzzahliger Anderung vom m nur die Werte
l = :I:% und hohere halbzahlige Werte zugelassen sind. Damit zerfillt das
Eigenwertspektrum von [, der Quantenzahl des Gesamtdrehimpulses (5.28a),
in zwei mogliche Folgen:

1=0,1,2,3,..., (5.29a)
1357

===, 2~ ... 29b
2’2’2727 (5 9)

Um die tiefere physikalische Bedeutung dieser Eigenwerte bzw. Messwerte
des Drehimpulses zu verstehen, gehen wir auf die Ortsdarstellung der Ope-
ratoren zuriick. Weil Kreisbewegungen im Raum beschrieben werden sollen,
ist eine Darstellung in Polarkoordinaten sinnvoll. Dazu benutzen wir die aus
Abb. 5.2 ersichtliche Darstellung in Polarkoordinaten (7,9, ¢). Mit den Ein-
heitsvektoren e,, ey, e, in 7,9 und ¢-Richtung stellen sich die Bahnelemente
in den entsprechenden Richtungen wie folgt dar:

ds, = dre, (5.30a)
dsy = rddey , (5.30b)
ds, = rsinddye, . (5.30¢)

Hierbei gilt wegen der Orthogonalitidt des Polarkoordinatensystems

e Xey=e,, (5.31a)
e X e, =—€y, (5.31b)
e, Xey=e,. (5.31c)

Damit folgt fiir die Darstellung des Nabla-Operators in Polarkoordinaten

V=e nge 2+e 2
~or " 9s s
10 1 0

:eT—Jreﬁ;—Jre (5.32)

or 99 " Prsind dyp
Fiir die Berechnung des Drehimpulsoperators
. R ~ o
L=t xp=-(t xV)

7
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Abb. 5.2. Definition von Kugelkoor-
dinaten durch ihre drei Richtungsein-
heitsvektoren e,, ey, e,

folgt also mit (5.31):

1
rxV=rx(erﬁ+eﬂ—2+e 1 (9)
r

or 09 9D?"S,irn?a_gp

= (e, x e )ﬂ—(e X e )Lﬁ
IR "7 T sindd Qg
=e 9 e L b
“ %09 “sinv Op’ o
. h 0 1 9
L=- — - — . .
i (e*” 90 “5nv 690) (5.33)
Da nach Abb. 5.2 gilt (ey). = —sind, folgt fiir die z-Komponente des
Drehimpulses unmittelbar
A h h 0
L, - (rx V), 90 (5.34a)
In der Ortsdarstellung .,,; = (r|l,m) lautet die Eigenwertgleichung
(5.28b) also
0
—ih—m 1 = mh, . (5.34b)
dp
Die Eigenfunktionen von L. haben deshalb die Gestalt
Yy o P (5.35a)

Da nun aber 9y, ; auf einem Kreisumfang eindeutig sein muss, geht die
Wellenfunktion bei einer Anderung von me um ein Vielfaches von 27 in sich
selbst iiber. Damit muss die Richtungsquantenzahl m ganzzahlig sein; halb-
zahlige Werte fiir m sind fiir Drehimpulsoperatoren ﬁz, die sich auf Kreisbe-
wegungen eines Teilchens im Raum beziehen, ausgeschlossen.
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z Abb. 5.3. Anschauliche Darstellung der Richtungsquan-
tisierung eines Drehimpulses L in Einheiten von h langs
z-Richtung

Drehimpulse, die sich auf klassische Teilchenbahnen beziehen, haben als
mégliche Messwerte also nur [(I + 1)A2 fiir L2 und mh fiir L, mit der Bedin-
gung

m=—,—l+1,..,0,..,0—1,1; 1=0,1,2,.... (5.35b)

Dies ist in Abb. 5.3 schematisch fiir einen Maximaldrehimpuls L? =
I(I + 1)h dargestellt.

Ist nun die aus den Vertauschungsrelationen abgeleitete halbzahlige Folge
von [-Werten (5.29b) sinnlos? Ist sie physikalisch nicht realisiert? Wir wer-
den am Experiment sehen, dass dies nicht der Fall ist. Offenbar ist unsere
Vertauschungsalgebra aussagekraftiger als die aus der Ortsdarstellung der
Wellenfunktionen (5.35) abgeleiteten Aussagen.

Zuvor jedoch noch eine kurze Betrachtung zur allgemeinen Bedeutung des
Drehimpulsoperators in Bezug auf Symmetrieeigenschaften.

5.3 Rotationssymmetrie und Drehimpuls;
Eigenzustande

Schon aus der klassischen Mechanik wissen wir, dass bei Bewegungen in zen-
tralsymmetrischen Potentialen der Drehimpuls eine Erhaltungsgrofe ist. Gilt
dies auch in der Quantenmechanik?

Wir betrachten zuerst eine allgemeine Funktion f(r) im Raum und fiih-
ren eine infinitesimale Verschiebung des Koordinatensystems um dr durch;
dadurch ergibt sich der Funktionswert

f(r—=odr)=f(r)—0r-Vf(r). (5.36)

Nehmen wir jetzt die infinitesimale Verschiebung dr als eine starre Rotation
um den Winkel d¢ um eine Achse an, dann gilt:

or=4dp xr, (5.37)

wobei d¢p ein Vektor der Lange d¢ in Richtung der Drehachse ist, mit einer
Orientierung entsprechend der ,rechtshindigen Schraube“. Fiir diesen Fall
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stellt sich die Anderung der Funktion f(r) dar als

6f () = f(r—dr) = f(r) = (dp x1)- V[(r). (5.38a)

Wir wenden die Regel iiber Vertauschungen bei kombiniertem Vektor-
und Skalarprodukt an und erhalten

5f(r):fc5gp-(rfo):f%&pI:f(r) , (5.38b)

wobei die Definition des Drehimpulsoperators L =#fx p benutzt wurde.
Drehen wir also das Koordinatensystem um d¢, so édndert sich die Funktion
f(r) um 0 f gemésh (5.38b). Wir konnen also im gedrehten Koordinatensystem
f' beschreiben als

f'(r)y=f(r)+6f = <1 - %5¢~£) f) . (5.38¢)

Der Operator (1 — %6(,0 . f;) erzeugt also die entsprechenden Anderungen
an der Funktion f(r), wenn wir das Koordinatensystem um den infinitesima-
len Winkel d¢p = ndp (n = Richtungsnormalenvektor der Drehachse) dre-
hen. Man sagt, dieser Operator erzeugt infinitesimale Rotationen. Wir kon-
nen daraus leicht den Erzeugungsoperator fiir endliche Drehwinkel herleiten,
in dem wir eine endliche Rotation um ¢ aus einer Vielzahl N hintereinan-
der durchgefiihrter infinitesimaler Rotationen dp = ¢/N zusammensetzen.
(N — 00,00 — 0):

. N
f' () = lim (1%%11.1:) f(x) . (5.39)
50

Die Eulersche Formel fiir die Exponentialfunktion, hier angewendet auf
Operatoren, liefert sofort

f(r) = exp (—%cpn : IL) f(r) . (5.39b)

Der Operator in (5.39b), der die Rotation des Koordinatensystems er-
zeugt, ist analog zu (4.97) durch seine Reihenentwicklung definiert. Statt der
Drehung des Koordinatensystems hitten wir auch bei festen Koordinaten die
Funktion bzw. die Vektoren r im Raum drehen konnen; statt —dr in (5.38a)
hétten wir dann dr einsetzen miissen und hétten in (5.39b) im Exponenten
ein positives Vorzeichen erhalten.

Definieren wir also mit

Usa = exp (%gpn . I:) (5.40)
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den Operator fiir Drehungen des Zustandes, bzw. der Wellenfunktion im
Raum um eine feste Achse n, so sehen wir sofort, dass dieser Operator unitar
ist wegen

R i . .
U;{ = exp (—ﬁgan . L) =U, b (5.41)

weil L hermetisch ist.

Betrachten wir eine Wellenfunktion (r) und drehen das Koordinatensys-
tem r — r’/, dann wird die Wellenfunktion von t(r) in ¢ (r") transformiert,
die beziiglich des gedrehten Systems genau so liegt wie ¢(r) im ungedrehten
System. Wie sehen allgemeine Operatoren im gedrehten System aus? Nehmen
wir die Wirkung eines Operators 2 im ungedrehten System als Qw( ) = o(r)
an. Wegen UU = 1 folgt dann

Ut [Uw (r)] = Up(r) , (5.42a)

oder aber o
UQU Y (x') = (r) . (5.42b)

Damit folgt fiir den Operator 2 im gedrehten Koordinatensystem:
Q=000 . (5.42¢)

Wir erkennen in diesen Beziehungen wesentliche Eigenschaften iiber Dre-
hungen des Hilbert-Raumes (Abschn. 4.3.2) wieder.

Mit Hilfe von (5.38b) konnen wir interessante Aussagen iiber rotations-
symmetrische Potentiale V (r) herleiten, die nur vom Radius r und nicht von
einer Winkeldnderung d¢ abhéngen, d. h. fiir die gilt

Vi(r,o) =V (rp+dp) . (5.43a)
Mittels (5.38b) konnen wir auch schreiben

V(r,p+00) =V (r,0) + %5(,0 LV (r, ) . (5.43D)

Hieraus ergibt sich sofort die Vertauschungsrelation von V (r, o) (als Ope-
rator aufgefasst) und dem Drehimpuls L:

[v.i] = v +Log LVL]
- [v.i] +% so-LV.L] | (5.44a)
d.h. .
% G- LVL} =0. (5.44D)
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Weil natiirlich L mit sich selbst vertauscht, gewinnen wir die Aussage,
dass der Drehimpulsoperator L mit jedem Operator V(r) eines rotations-
symmetrischen Potentials vertauscht: [V (r), L] = 0.

Betrachten wir ein Teilchen, das sich in einem rotationssymmetrischen
Potential bewegt, z. B. ein Elektron im Coulombpotential V(1) = e/4meqr?
des Protons in einem Wasserstoffatom, oder ein Elektron in einem rotations-
symmetrischen nanoskopischen ,,Quantenpunkt* (Abschn. 5.7.1), so miissen
wir noch untersuchen, ob der Drehimpuls L auch mit der kinetischen Energie
T = $2/2m vertauscht, um weit reichende Schliisse beziiglich der zeitlichen
Konstanz des Drehimpulses zu ziehen. Der Hamilton-Operator H=T+V
enthélt ndmlich kinetische und potentielle Energie.

Uns interessiert also die Vertauschbarkeit [L, 2] von Drehimpuls mit dem
Quadrat des Impulses (T' = p2/2m). Dazu betrachten wir von der Vertau-
schungsrelation

[L.5%| = [£ x B, 5] (5.450)
die z-Komponente des Drehimpulses:
(% D), .07 + by + 5] = [9p=: D% + By, + 2]
= [99-. 3]
gﬁzﬁi - ﬁigﬁz = ﬁzgﬁi - ﬁf}gﬁz
D= (y§ + ih) Dy — PyJp- - (5.45b)

Hierbei wurde beriicksichtigt, dass alle Impulskomponenten untereinander
vertauschen, aber auch § mit p, und p., jedoch nicht mit p,. Unter Benutzung
der Vertauschungsrelation yp, = p,y + ih gewinnt man nach Weiterfiihrung
der in (5.45b) angedeuteten Rechnung

[ix,;ﬂ =0. (5.45¢)

Die gleiche Rechnung lasst sich fiir die beiden anderen Komponenten des
Drehimpulses ﬁy,ﬁz durchfithren und wir erhalten das wichtige Ergebnis,
dass der Drehimpulsoperator L mit dem Operator der kinetischen Energie
eines Teilchens vertauschbar ist:

[]3,132/2771} ~0. (5.46)

Aus (5.44b) und (5.46) folgt, dass fiir rotationssymmetrische Potentiale V (r),
die nur vom Radius 7 und nicht vom Winkel ¢ (und oder ¢ bei Kugelsym-
metrie) abhidngen, der Hamilton-Operator H =T+ V mit dem Drehimpuls-
operator L vertauschbar ist. Damit folgt aus der Heisenbergschen Bewegungs-
gleichung (4.104)

i

=g [ -0 )
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Fiir den Fall eines rotationssymmetrischen Potentials ist also der Drehim-
puls (Operator) eine Erhaltungsgrofe. Die Quantenmechanik bestétigt das
klassische Ergebnis.

Die Vertauschbarkeit [H, L] bedeutet natiirlich auch, dass gilt

{HLZ’] —0, (5.48)

wenn das in H enthaltene Potential rotationssymmetrisch ist. Fiir diesen Fall
gelten natiirlich weiterhin die Drehimpuls-Vertauschungsrelationen (5.9) und
(5.10). Damit haben wir fiir rotationssymmetrische Potentiale:

(0 = 12,0 = [ 0] = [0, =0, Gag)

Somit haben nicht nur L? und irgendeine Komponente des Drehimpulses,
z. B. Lz, sondern auch gleichzeitig H das gleiche Eigenfunktionensystem als
Losung. Dies heifst natiirlich nicht, dass H und alle L; gleichzeitig eine ge-
meinsame Basis haben ([L;, L;] # O).

Fiir rotationssymmetrische Probleme lassen sich also die Eigenlésungen
in Ortsdarstellung schreiben als

(rin,i,m) =Ry (r) 17" (9, ¢) . (5.50)

Hierbei sind 177 (9, ¢) die Eigenlosungen des Drehimpulsoperators L? bzw.
L., sie héingen nur von den Winkeln ¢ und ¢ ab und heifen Kugelfunktionen.

Der Radialanteil R, ;(r) héngt, neben der Drehimpulsquantenanzahl I,
von einer diskreten Quantenzahlfolge n ab, die das diskrete Spektrum von
Energieeigenzustédnden E,; durchnummeriert. Dieses Spektrum ist diskret,
weil das Elektron in einem zentralsymmetrischen Potential (fiir gebundene
Zusténde) eingesperrt, sich um ein Rotationszentrum herum bewegt. Weder
R, noch E, ; sind von der Richtungsquantenzahl m abhéngig, weil ein zen-
tralsymmetrisches Potential keine Richtung im Raum auszeichnet, d.h. die
Zusténde sind in m entartet; fiir alle m haben die Zustédnde gleiche Ener-
gie. Nur bei zusédtzlich angelegtem magnetischem Feld wird eine Richtung
ausgezeichnet und verschiedenen m-Werten entsprechen verschiedene Ener-
gien.

Im zentralsymmetrischen Potential lauten die entsprechenden Eigenwert-
gleichungen in Ortsdarstellung also

.E[Rn,l (T) Tlm = EnJRnJT;n 5 (5.51&)
L2R, Y™ =1(1+ 1) hR, 17, (5.51b)
L.R, 17" = mhR,, 1" . (5.51c)

Wiéhrend R, ;(r) und die zugehdrigen Eigenwerte E,; von der speziel-
len Gestalt des rotationssymmetrischen Potentials (Coulomb-Potential im
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H-Atom, Parabelpotential fiir Oszillator, Abschn. 5.7.1) abhéngen, sind die
Winkelanteile als Eigenfunktion des Drehimpulses davon unabhéngig. Diese
Wellenfunktionen begegnen uns also bei allen rotations- und kugelsymmetri-
schen Problemen; wir sollten sie also kurz betrachten.

Ohne die analytische Losung der Differential-Eigenwertgleichungen (5.51b)
und (5.51¢) im Einzelnen zu betrachten, geben wir die explizite Gestalt eini-
ger niedrig indizierter normierter Kugelfunktionen an:

1
vV

3 3 .

Ty = Uﬂcosﬁ . Ti= —\/S—WSinﬁe‘“" , (5.52b)
)

0 2
_ _ 52

15 Ton (3cos® ¥ —1) , (5.52¢)
1 . 1 .

Ty = Ugi sindcosve? |, V5= Q/%sin%?e‘?“’ . (5.52d)

Fiir negative m-Werte gilt dabei:

1Y = (5.52a)

*

P G D T (5.53)

In Abb. 5.4 sind Polardiagramme der Drehimpulseigenfunktionen ;™ mit [ =
0,1, 2,3 dargestellt. Kugelsymmetrische Wellenfunktionen mit { = 0 nennt
man s-Orbitale, welche mit [ = 1, die eine Richtung auszeichnen, heiffen
p-Orbitale, mit [ = 2 heifen sie d-Orbitale und mit [ = 3 f~-Orbitale.

Da ohne Auszeichnung einer Achse im Raum alle Zusténde zu gleichem [,
aber verschiedenem m energetisch gleichwertig sind, kénnen durch lineare
Superposition von 7} mit Tfl neue Orbitale gewonnen werden, die entlang
der z,y, z-Raumachse gleiche Gestalt haben und sich deshalb fiir anschau-
liche Uberlegungen besser eignen als die T". Sie heifen dem entsprechend
Dz, Dy, P--Orbitale mit

-1 _ /3 .
Y, = E (! -1y 1) = Esmﬁcoscp, (5.54a)

-1 /3
Y, = — (' =711 =/ = sindsi 5.54b
Py \/Z( i 1 ) g sindsin , ( )
T,.=17. (5.54c)

Thre dreidimensionale Darstellung ist in Abb. 5.5 vorgestellt.

Nach dieser ausfiihrlichen Darstellung des quantenmechanischen Drehim-
pulses, seiner Eigenwerte und seiner Eigenfunktionen, wenden wir uns wieder
der Frage zu: Wie kénnen wir Drehimpulse im Experiment sehen? Dazu miis-
sen wir eine Beziehung zwischen Drehimpuls eines geladenen Teilchens und
magnetischem Moment herstellen.
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Abb. 5.4. Darstellung der Bahndrehimpulseigenfunktionen Ye,, mit { = 0,1,2,3 in
Polardiagrammen. Die Radialabsténde r vom Zentrum (siehe [ = 1,m = 0) geben
den Wert |Tem|2 als Funktion von ¢ an [11]

Abb. 5.5. Dreidimensionale Polardarstellung der Absolutbetrige der Winkelfunk-
tionen fiir das s und die drei p-Orbitale p,, py, p- [11]

5.4 Kreisende Elektronen im elektromagnetischen Feld

5.4.1 Die Lorentz-Kraft
Wie aus der klassischen Physik bekannt ist, werden Ladungsstriger (La-
dung e, positiv), die sich im Magnetfeld B bewegen, abgelenkt. Sie unterliegen
der sogenannten Lorentz-Kraft

mv=F=evxB. (5.55)
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Diese Lorentz-Kraft wirkt zu jedem Zeitpunkt senkrecht zur Geschwindigkeit
des Teilchens und dem Magnetfeld. Ladungstrager, die senkrecht zu B in ein
konstantes B-Feld eingeschossen werden, werden also auf stabile Kreisbah-
nen gezwungen. Diese sogenannten Zyklotronbahnen sind dadurch gekenn-
zeichnet, dass die mit der Kreisbewegung gegebene Zentrifugalbeschleunigung
(5.1¢c) gerade durch die Lorentz-Kraft (5.55) kompensiert wird, sodass fiir die
mit der stabilen Bahn gegebene Umlauffrequenz, die Zyklonfrequenz w,, gilt

mrw? = muw,. = evB , (5.56a)
we=—B. (5.56b)
m

Da die Lorentz-Kraft senkrecht zur Geschwindigkeit des Teilchens gerich-
tet ist, verrichtet sie keine Arbeit, sie &ndert nicht die Energie des Teilchens.
Damit lésst sie sich nicht als Potentialdifferenz, d. h. als Gradient eines Po-
tentials darstellen, so wie die iiblichen Kréfte der Mechanik.

Der Grund dafiir ist darin zu sehen, dass die Lorentz-Kraft nur im Rahmen
der Relativitatstheorie zu verstehen ist [1]. Da die Maxwellschen Gleichun-
gen fiir das elektromagnetische Feld mit der Relativitatstheorie kompatibel
(Lorentz-invariant) sind, sind allgemein elektrische Felder £ und magnetische
Felder B in relativ zueinander sich bewegenden Inertialsystemen nicht unab-
héngig voneinander. Eine ruhende elektrische Ladung erzeugt in einem sich
dazu relativ bewegenden Inertialsystem ein Magnetfeld B und umgekehrt
hat ein Magnetfeld in einem sich relativ dazu bewegenden Inertialsystem ein
elektrisches Feld (Kraft auf Ladung) zur Folge. Wahrend wir aber die Wir-
kung eines elektrischen Feldes £ mittels £€ = —egrad ¢ ohne weiteres iiber
das zugehorige Potential ¢ in die potentielle Energie V(r) der Schrédinger-
Gleichung einbringen koénnen, ist dies fiir das Magnetfeld nicht moglich. Wie
kénnen wir also zu einer adédquaten quantenmechanischen Beschreibung der
Bewegung geladener Teilchen in elektromagnetischen Feldern, speziell der
Wechselwirkung mit Magnetfeldern B kommen?

Wir miissen einen verniinftigen Ansatz fiir den Hamilton-Operator H,
bzw. klassisch die Hamilton-Funktion H(p,q) (3.25), finden, der bei An-
wendung der dynamischen Gleichungen, klassisch der Hamilton-Gleichung
(3.26) oder quantenmechanisch der Schrédinger- oder Heisenbergschen Be-
wegungsgleichung fiir Operatoren (4.104), eine Bewegungsgleichung des Typs
(5.55) liefert, die relativistischen Ursprungs ist, einen neuen Ansatz fiir die
Schrodinger-Gleichung.

5.4.2 Der Hamilton-Operator mit Magnetfeld

Wir raten einmal intuitiv, in dem wir davon ausgehen, dass ein auf einer Zy-
klotronbahn umlaufender Ladungstrager das erzeugende Magnetfeld B um-
schlieftt. Der dabei kreisformig verlaufende Geschwindigkeits- oder Impuls-
vektor p hat die gleiche Ortsabhingigkeit wie das Vektorpotential A des Ma-
gnetfeldes B = rot A. Fiir ein rdumlich konstantes Magnetfeld B = (0,0, B;)
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lasst sich z. B. A wéhlen als

1
A= B .re, = - (yB.e, —xB.e,) . (5.57)

MIH

Einfache Anwendung der Beziehungen zwischen den Einheitsvektoren (5.30),
(5.31), bzw. der rot-Berechnung liefert aus (5.57) sofort ein konstantes Ma-
gnetfeld B, in z-Richtung. Es sei ins Gedéchtnis gerufen dass die Wahl von
A nicht eindeutig ist. Man kann zu (5.57) irgendeinen Gradienten einer ska-
laren Funktion hinzu addieren, ohne damit B = rot A zu veridndern (siehe
Abschn. 5.4.4). Da auf einer Zyklotronbahn der Bahndrehimpuls die rdumli-
che Struktur wie A (5.57) hat:

P = mve, = mrwe, , (5.58)

erginzen wir versuchsweise im Hamilton-Operator eines freien Teilchens den
Impuls p durch eine dem Vektorpotential A proportionale Grofe, um das
Magnetfeld in H zu beriicksichtigen. Aus Dimensionsgriinden muss A mit
der Ladung e multipliziert werden und wir nutzen fiir ein freies Elektron im
Magnetfeld B = rot A:

= ﬁ (13 - eA)2 . (5.59)

Wiéhrend p der sogenannte kanonische Impuls (kanonische Variable, Ab-
schn. 3.4) ist, nennen wir nun

mit=p—eA =" (5.60)

den kinetischen Impuls.

Da der Operator A (t) eine Vektorfunktion ist, die nur vom Ortsoperator &
abhéngt, vertauscht A mit 7, jedoch nicht mit p. Mit & = (&1, &2, £3) rechnen
wir fiir 7 leicht folgende Vertauschungsregeln nach:

[i:i,m:frj} = [24, 7] = ihdyj ;
[, 75] = [m;éi,ma*cj} = [ﬁi —edip; - eAj}
= — [ﬁi,eflj} — |:€Ai,]3jj|

. 0 0
=ih {8_:171’ eAJ} + ih [eAl, ]

ox
0 0 0 0 0
1 om  Yiam, Aia?ja—zj"‘i‘f“ia—%)

(5.61)

0
=ih Aj+Aj—
1(3(a +

0 0
—j LA — — A ) = 62
ihe ( Z_A] z; Al) iheBy, (5 6 a)
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d.h.

Hierbei ist in (5.62a) wichtig, dass in einem Operatorprodukt eine Diffe-
rentiation nicht nur auf die Funktion A; sondern auch auf die nicht ausdriick-
lich geschriebene folgende Wellenfunktion angewendet werden muss, was die
Anwendung der Kettenregel erfordert.

Unter Beriicksichtigung dieser Tatsache und mithilfe der Vertauschungs-
regeln (5.61) und (5.62b) wenden wir die Heisenbergsche Bewegungsgleichung
(4.104) fiir die zeitliche Anderung von Operatoren an. Damit folgt:

fr:mf‘:%{f[,mf}:%[%,mf}:f)—eA (5.63)
ér:m;::%[ﬁ,mf«]_%[ﬁ,ﬂ]:efxB. (5.64)

Unser durch Analogieschliisse ermittelter Ansatz eines kinetischen Impulses
# = P — eA im Hamilton-Operator liefert im Heisenberg-Bild zeitabhangi-
ger Operatoren (dquivalent zur Schrodinger-Gleichung) also die zur klassi-
schen Lorentz-Gleichung (5.55) analoge dynamische Gleichung fiir die ent-
sprechenden Operatoren. Auf Grund dieser Korrespondenz (Abschn. 3.4) ist
der Hamilton-Operator H = #2/2m (5.59) fiir die Losung von Problemen
anzuwenden, in denen ein magnetisches Feld die Dynamik von Teilchen mit-
bestimmt.

5.4.3 Drehimpuls und magnetisches Moment

In der klassischen Elektrodynamik erzeugen Kreisstrome ein Magnetfeld, das
die Stromschleife senkrecht durchdringt. Dieses Feld ist so geartet, dass in
einem &dufleren festen Magnetfeld B auf die Schleife eine Kraft bzw. ein Dreh-
moment wirkt, wie auf einen magnetischen Dipol (Abb. 5.6). Die Kraft auf
den Strom durchflossenen Leiter lésst sich unmittelbar aus der Lorentz-Kraft
(5.36) auf einzelne Ladungstréiger ableiten. Gilt dies alles auch auf atomarem
Mafstab, z. B. Fiir Elektronen in Atomen oder nanoskopischen Ringen in der
Halbleiter-Nanoelektronik?

Zur Behandlung dieses Problems starten wir mit dem Hamilton-Operator
(5.59) eines Elektrons im Magnetfeld:

A 1 A\ 2 P2 e " o e2 A2
H:—(AfA):—f—(‘-A A~“) .
2m bp—e 2m  2m b + p)+ 2m (5.65)

Die Wahl (5.57) fiir das Vektorpotential liefert ein magnetisches Feld B =
rot A = B,e, in z-Richtung. Wir nehmen B geniigend klein an, sodass wir
den letzten A2-Term vorerst vernachlassigen kénnen Dann brauchen wir nur
noch die Terme f)A und Af) zu betrachten. Wir berechnen dir Wirkung von
p-A auf eine Wellenfunktion ¢ in der Ortsdarstellung unter Beriicksichtigung
der Kettenregel fiir Differentiation:
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Abb. 5.6. Magnetfeld, das
durch eine stromdurchflossene
Schleife erzeugt wird. In eini-
ger Entfernung gleicht diese
Feld dem eines magnetischen

- Dipols p (angedeutet durch
zentralen Pfeil)

ol
&

p- Ay = —ihV - (Ay)
= —ih[(V-A)¢ + A - VY]
= —ihA-Vi=A pip. (5.66)

Dem Ergebnis liegt zu Grunde, dass V- A = divA = 0 gilt. Mit (5.66) kénnen
wir den Hamilton-Operator (5.65) in linearer Naherung schreiben:

~2
N D e -~ R
=2 - (2A-p) . 5.67
2m  2m P ( )
Abgesehen von der kinetischen Energie des freien Teilchens p?/2m tritt eine
Wechselwirkungsenergie Hipy = eA-p/m auf, die wir mithilfe der Darstellung
des Vektorpotentials (5.57) A = $(—yB.e, + xB.e,) auch schreiben kénnen

als B
2 € z ~ ~
Hine = —— == (—ybs + 2By) - (5.68a)

_ Da die z-Komponente des Drehimpulses L =1fx p sich darstellt als
L, = xpy — YpPs, gewinnen wir fiir den Operator der Wechselwirkung mit
dem Magnetfeld aus (5.68a)

~ e A
Hy=—-—L-B. 5.68b
=3 (5.68b)

Die Energie eines magnetischen Dipols p in einem magnetischen Feld stellt
sich dar als E = —p - B (analog zum elektrischen Dipol im E-Feld), d. h. wir
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kénnen in (5.68b) einem geladenen Teilchen, das sich auf einer Kreisbahn mit
dem Drehimpuls L bewegt, ein magnetisches Dipolmoment g zuordnen, das
als Observable durch den Operator

N € -

Q= 2mL (5.69)
gegeben ist. Das Dipolmoment (]|Li) ist senkrecht zur Schleifenflache gerich-
tet. Wichtig ist, dass die Masse des Teilchens bei gegebenem Drehimpuls
das magnetische Moment bestimmt. Fiir Protonen mit einer um etwa 2000
mal groferen Masse als die des Elektrons, erwarten wir bei gleichem Dreh-
impuls also ein um etwa 2000-fach kleineres magnetisches Moment. Kern-
magnetismus tritt wesentlich schwécher in Erscheinung als Magnetismus der
Elektronen. Weiterhin ist interessant, dass die quantenmechanisch abgeleitete
Beziehung (5.69) zwischen magnetischem Moment und Bahndrehimpuls eines
Teilchens identisch ist mit der klassisch abgeleiteten Beziehung. Betrachten
wir eine klassische ringférmige Leiterschleife des Radius r, durch den ein
Strom [ flieft, dann lehrt die Elektrodynamik, dass auf diese Leiterschleife
in einem konstanten magnetischen Feld B eine Dipolkraft wirkt, bei der der
stromdurchflossenen Schleife ein magnetischer Dipol

p=TI-A (5.70)

zugeordnet werden muss, mit A als der Fliche der Schleife (A = m7?). Neh-
men wir ein einziges Teilchen mit Ladung ¢ an, das den Strom I durch die
Schleife tragt, so ist der Strom (Ladung pro Zeit an jedem Punkt des Um-
laufs)

I=qu/2nr. (5.71)

Damit folgt fiir das magnetische Moment (5.70)

qu 2 q q
_ 4 - 1 =7 5.72
=™ om T o ( )

wenn man die klassische Formel (5.5) fiir den Drehimpuls L = mor = mr?w

berticksichtigt. Gleichung (5.72) entspricht also genau der quantenmechani-
schen Formel (5.69).

Bisher haben wir im Hamilton-Operator (5.65) nur den in A bzw. B linea-
ren Term behandelt. Er fithrt zu magnetischen Dipolen, hervorgerufen durch
,kreisende* Elektronen, z. B. in Atomen, die sich in einem dufieren Magnetfeld
ausrichten. Dieser Anteil des Magnetismus von Atomen, oder Materie allge-
mein, beruht also auf der Wechselwirkung bereits vorhandener magnetischer
Dipole mit einem dufseren Magnetfeld; er heifft Paramagnetismus.

Im Gegensatz dazu gibt es auch den Diamagnetismus der Elektronen.
Er ist darauf zuriick zufiihren, dass durch ein dufleres Magnetfeld Kreisstréome
in atomaren Systemen induziert werden. Nach der Lenzschen Regel ist das mit
diesen Kreisstromen verbundene magnetische Moment dem angelegten Feld
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entgegengesetzt. Die magnetische Suszeptibilitdt bekommt dadurch einen ne-
gativen, diamagnetischen Beitrag. Da das induzierte magnetische Moment
proportional zu B ist und weiterhin auch die Energie des induzierten Dipols
im magnetischen Feld proportional zu B ist, hingt der diamagnetische Anteil
des Magnetismus von B? ab. Dies wird aber genau durch den dritten Anteil
im Hamilton-Operator (5.65) e2A2/2m gewihrleistet. Dieser Term beschreibt
also den diamagnetischen Anteil des Magnetismus von Atomen und Materie
allgemein.

Nehmen wir ein dufseres Magnetfeld B = B,e, in z-Richtung an und wie-
derum die Darstellung A = —%(r x B) fiir das Vektorpotential, so lautet der
dritte diamagnetische Term in (5.65), angewendet auf eine Wellenfunktion ¥

iA%ﬁ

2m

2 2
= — 2 = —e 2p2 — . 2}
— (rxB)"y Sm{r B2—(r-B)2}y
e? B2
=== (® +y°) v (5.73a)
Um eine grofenordnungsméfige Abschétzung zu bekommen, bilden wir

den Erwartungswert

e?a’B?

(¢ |(2® +y®) B2 /8m |y ) ~ -

: (5.73b)

wobei wir (|22 + y2|¢) durch den Bohr-Radius a ~ 0,05nm genihert ha-
ben. Der Vergleich mit dem paramagnetischen Anteil (5.68b) ist besonders
interessant. Dazu schiitzen wir im Erwartungswert (Hin:) den Mittelwert (L)
durch & ab. Damit folgt fiir das Verhéltnis aus diamagnetischem zu parama-

gnetischem Anteil

2.2
(e a /ﬁ) B.~1-107. B, [Gaufi] . (5.74)

8m 2m

Sogar fiir extrem grofe Magnetfelder von B ~ 10° Gauf spielt der Diama-
gnetismus in Atomen fast keine Rolle, verglichen mit dem Paramagnetismus.

5.4.4 Eichinvarianz und Aharanov-Bohm-Effekt

Wir haben uns daran gewohnt, dass die Energie oder das Potential immer nur
bis auf eine additive Konstante definiert sind. Kréfte, die wir messen, resul-
tieren aus Potentialdifferenzen, d.h. Gradienten des Potentials. Ahnlich kann
das Magnetfeld B = rot A durch sein Vektorpotential A ausgedriickt werden,
wobei A &hnlich wie die Energie nicht eindeutig bestimmt ist. Wir kénnen
ein- und dasselbe Magnetfeld aus vielen verschiedenen Vektorpotentialen A
generieren, denn der Gradient eines beliebigen skalaren Feldes U (r) fallt bei
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der Bildung der Rotation zur Berechnung von B weg, d.h. falls B = rot A
gilt, gilt auch
B =rot[A+ VU (r)] =rot A | (5.75)

weil V x VU(r) = 0 ist. Ohne das Magnetfeld zu dndern, kénnen wir also
eine Transformation

A=A =A+VU(r) (5.76)

im Vektorpotential von A nach A’ vornehmen, die sicherlich einen Nieder-
schlag in unserer dynamischen Grundgleichung, der Schrodinger-Gleichung
erwarten ldsst, da A ja im kinetischen Impuls # = (p — eA) auftritt. Wir
werden jetzt zeigen, dass die Transformation A = A’ (5.76) die Gestalt
der Schrodinger-Gleichung nicht verdndert, wenn wir entsprechend auch eine
Transformation in der Wellenfunktion, ndmlich

P (r,t) = ¢ (r,t) = exp (%U (r)) ¥ (r,t) (5.77)

vornehmen. Diese Transformation der Wellenfunktion lésst sogar die Wahr-
scheinlichkeitsdichte [1’|? = [1|? unveréndert.
Wir starten mit der urspriinglichen Schrodinger-Gleichung fiir ¥ (r, t):

1 (h SR
%(;V—eA) Qp:lh&w, (5.78a)

und gehen mit der Definition v = ie/h zwecks einfacher Schreibweise zur
eindimensionalen Darstellung tiber:

B2 [0 S|

om \ 9z

Jetzt transformieren wir die Wellenfunktion ¢ — ¢’ (5.77) indem wir
(5.78b) von links mit exp(y U(z)) multiplizieren:

12 ) ) )
f%e'yU <% — 7A> <% - 'yA) W =iho (V) . (5.79)

Waéhrend auf der rechten Seite die Zeitableitung der transformierten Wel-
lenfunktion 1)’ erscheint, miissen wir auf der linken Seite von (5.79) den
Faktor exp(yU) tiber das Produkt der Operatoren (6% —~A) ,hinweg zie-
hen“, um ihn mit ¢ zu einem v’ zu vereinigen. Dies ndmlich wiirde auf eine
Schrodinger-Gleichung fiir ¢’ fiihren. Folgende einfache Anwendung der Dif-
ferentiationskettenregel hilft uns dabei:

9 _99(®)\ @) _ @ 9 | g@99 _ @09 _ g0
(817_ 817)6 ST T z (5.80)
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Damit erhalten wir aus (5.79) in einem ersten Schritt:

2m

(0 ou
ox FYB:E

'yA) Y (a% 7A> P = ih% (eYy) ., (5.81a)

und in einem zweiten Schritt

(9 U 2 9

L R W) = ih— (e'Veh) . .81b

g (e 78 ) (=g (@) Gs
Einsetzen von v = ie/h liefert die Schrédinger-Gleichung, wiederum in

drei Dimensionen geschrieben:

2
1 [EV —eA(r)—eVU (r)} (eieU(r)/hw) = ih% (eiEU(r)/hz/J) . (5.82)

2m | 1

Mit den Transformationen (5.76) und (5.77) gewinnen wir aber im transfor-
mierten System ¢’ und A’ eine zu (5.78) dquivalente Schrédinger-Gleichung

1 (h N, L0,
2m(z’v eA) (0 —1hatz/1 . (5.83)
Wir erhalten also die gleiche Dynamik im transformierten System, in dem
A durch einen beliebigen Gradienten einer Funktion U(r) ergénzt wurde,
wenn wir nur die Wellenfunktion durch einen Faktor exp(ieU(r)/h) der Norm
»eins erginzen. Die hier beschriebene gleichzeitige Transformation von A
und % nennt man Eichtransformation. Die quantenmechanischen Gleichun-
gen sind eichinvariant. Anders ausgedriickt, wir kdnnen verschiedene Ansétze
flir das Vektorpotential A durch einfache Faktoren der Norm ,eins* in der
Wellenfunktion ausdriicken.

Man kann auch umgekehrt die Eichinvarianz fiir die Schrédinger-Gleichung
bei Hinzunahme eines elektromagnetischen Feldes fordern. Dann folgt daraus
die in Abschn. 5.4.1 intuitiv hergeleitete Darstellung des Hamilton-Operators
mit p — eA als kinetischem Impuls.

Die Eigenschaft der Eichinvarianz erlaubt es, in modernen Theorien der
Elementarteilchenphysik auf elegante Weise Wechselwirkungen zwischen ver-
schiedenen Teilchen formal einzufiihren, in Analogie zur hier betrachteten
Wechselwirkung zwischen Elektron und elektromagnetischem Feld.

Wir wollen die Eichinvarianz benutzen, um einen interessanten Elektronen-
Interferenzeffekt, den Aharanov-Bohm-Effekt, zu verstehen. Dieser Effekt
ist einerseits von grundlegender Bedeutung fiir ein tieferes Verstdndnis der
Wechselwirkung von Ladungstrégern mit magnetischen Feldern, andererseits
ist er die Grundlage moglicher Anwendungen in der Quantenelektronik.

Wir denken uns das grundlegende Doppelspalt-Elektroneninterferenz-
experiment (Abschn. 2.4.1) in der Weise modifiziert, dass hinter dem Doppel-
spalt eine ,lange* stromdurchflossene Spule angebracht ist, die im Inneren,
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also zwischen den beiden interferierenden Strahlen (1) und (2) (Abb. 5.7)
ein raumlich stark begrenztes Magnetfeld B senkrecht zur Ebene der Strahl-
ausbreitung erzeugt. Die Spule ist so lang, dass das Streufeld auferhalb auf
den Elekronentrajektorien vernachléssigt werden kann. Die Elektronen lau-
fen also in einem magnetfeldfreien Raum (B = 0). Jedoch ist die Spule nach
B = rot A mit A = }Bre, (5.57) von einem ringformigen Vektorpotential
umgeben, durch das die Elektronen sich bewegen.
Im Raumbereich, wo sich die Elektronen bewegen, gilt also

B=VxA=0 mitA+£0. (5.84)

Ohne Verletzung diese Beziehung konnen wir dann wegen (5.75) mit
U(r) = —W(r) setzen
A=VW({)#£0. (5.85a)

Hierbei gilt natiirlich nach Integration:

W (r) :/ds-A(s) . (5.85b)
To
Wegen der Eichinvarianz haben wir dann zwei Moglichkeiten, die Wel-

lenfunktionen der Elektronen, bzw. deren Schrédinger-Gleichungen auszu-
driicken, entweder in der urspriinglichen Form mit A # 0:

2
L (?V — eA) Y =ik, (5.86a)

2m

stromdurchflossene 1

Spule >

Elektronenquelle

_£
B-Feld >

Detektor

Abb. 5.7. Schematische Darstellung eines Aharanov-Bohm-Interferenzexperi-
mentes. Durch das in der stromdurchflossenen Spule erzeugte Magnetfeld B (senk-
recht zur Bildebene) wird die Phasendifferenz zwischen den beiden Elektronenstrah-
len 1 und 2 der Doppelspaltbeugung variiert
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oder in der transformierten Form mit

A=A-VW()=0:

1 (R N\,
— =V ) ¢ =i’ . (5.86b)
2m \ i

Im letzten Fall ist natiirlich im eichtransformierten ¢’ die Wirkung von
A im Faktor exp{—ieW/h} verborgen. Mit ¢’ als der Wellenfunktion fiir
verschwindendes Magnetfeld B = 0, wird das Vektorpotential in (r) nach
(5.85) wie folgt beriicksichtigt:

P (r) = exp (%W(r)) =’ exp %e/TdS “A(r)| . (5.87)

To

Gleichung (5.87) liefert also die addquate Darstellung fiir die beiden Teilwel-
len, die links und rechts um das rdumlich begrenzte Magnetfeld B (Abb. 5.7)
herumlaufen und die Interferenz auf dem Schirm am Ort r erzeugen:

v =view (5 [ds A | +ieew | ¥ [ds @) (55)

1 2

Hierbei sind 1 und 12 die Wellenfunktionen bei verschwindenden Vektorpo-
tentialen A = 0. Die Wegintegrale sind jeweils durch die Spalte bei r; und
ro definiert. Die Wege (1) und (2), mit entgegengesetzter Richtung durch-
laufen, definieren das Umlaufintegral {iber einen geschlossenen Umlauf um
das rdumlich begrenzte Magnetfeld B und somit den Fluss ¢p durch den
geschlossenen Umlauf:

1/ds-A—2/ds-A:]{ds-A(s):/df-rotA:/df-B:¢B.

(5.89)
Klammern wir den zweiten Term in (5.88) aus, so erhalten wir fiir die durch
Uberlagerung auf dem Schirm bei r entstandene Wellenfunktion:

v =ew |7 [as-a®)| (vow|fos] +v) . G0

Erinnern wir uns an das zu Beginn des Buches in Abschn. 2.4 diskutierte
Doppelspaltexperiment: Dort wurden die beiden Teilwellen 41 und 5 durch
annéhernd gleiche Wellenzahlvektoren, aber von verschiedenen Spalten (oder
Lochern) bei r; und ry ausgehend, durch die Uberlagerung

b=y 4ty = C' [e“"“‘—“) 4 elk(ror2) (5.91a)
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beschrieben. Um den Einfluss des magnetischen Flusses ¢p, bzw. des ma-
gnetischen Potentials zu beriicksichtigen, miissen wir wegen (5.90) nur den
Phasenvektor exp(%¢p) bei ¥ erginzen und erhalten

P = CelkrT [e_i(k'”"‘%‘”) + efik“} : (5.91b)

Analog zu Rechnung in Abschn. 2.4 erhalten wir damit fiir die elektro-
nische Aufenthaltswahrscheinlichkeit, die Intensitédt, auf dem Beobachtungs-
schirm bei r:

¥ ()¢ (r) =2C*C [1 + cos {k~ (r1 —ro) + %gbBH

=2C"C [1 + cos {k- (r1 —ra) + 27T(Z_BH . (5.92)
0

Hierbei haben wir das sogenannte Flussquant
$o=hje~4,14-10"5JA! (5.93)

eingefiihrt, dessen Wert nur aus Naturkonstanten besteht, und das uns immer
wieder bei Problemen mit Ringstrémen und davon eingeschlossenen Magnet-
feldern begegnet.

Aus (5.92) erkennen wir unmittelbar, dass das durch die beiden elektroni-
schen Teilwellen ¥, und 15 hervorgerufene Interferenzmuster auf dem Beob-
achtungsschirm durch das umschlossene Magnetfeld verschoben wird. Maxi-
ma und Minima, die ohne Magnetfeld in ihrer Lage nur durch die Phasendif-
ferenz k - (r1 — r1) bestimmt sind, werden je nach Stirke von ¢p = [ df - B
verschoben. Oder betrachten wir einen festen Vektor r auf dem Schirm, so
kénnen wir dort durch Variation des magnetischen Flusses ¢ p maximale oder
minimale Interferenzintensitit erzeugen.

Das Aharanov-Bohm Experiment in der beschriebenen Art, d. h. mit ver-
schwindendem Magnetfeld B aber A # 0 im Bereich der Elektronentrajek-
torien, wurde mittlerweile mit hoher Prézision — es ist nicht einfach, B = 0
wegen Streufehler zu realisieren — in Elektronenmikroskopen durchgefiihrt [2].
Das Ergebnis bestétigt die Vorhersage. Es spricht also einiges dafiir, dem ma-
gnetischen Vektorpotential A ,,mehr Realitdt“ als dem tiblicherweise gemes-
senen magnetischen Feld B zuzuordnen. Wir wollen an dieser Stelle diese phi-
losophische Frage nicht néher erértern. Es sei jedoch darauf hingewiesen, dass
bei der Quantisierung des elektromagnetischen Feldes (Abschn. 8.2) A und
A" die zu quantisierenden Feldgrofien sind, die als fundamentale Variablen,
dhnlich dem Ort r und dem Impuls p, Vertauschungsrelationen gehorchen.

Aharanov-Bohm Experimente sind in der Quantenelektronik mittlerwei-
le fest etabliert. Mittels Elektronenstrahllithographie werden hier metallische
Ringstrukturen mit einem Zufiihrungskontakt (Source) und einem gegeniiber-
liegenden Ableitungskontakt (Drain) definiert. Die Ringstrukturen miissen in
ihrem Durchmesser (<50 nm) so klein dimensioniert sein, dass bei tiefer Tem-
peratur 7' < 1K die freie Weglénge zwischen zwei Elektronenstreuprozessen
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(von Storstellen oder Gitterschwingungen) grofer ist als die Lauflinge der
Elektronenwelle (Wellenpaket) im Ring. Der Elektronentransport ist dann
ballistisch, sodass die Wellenfunktion kohérent zwischen Eintritt und Aus-
tritt aus dem Ring ist; nur dies gewéhrleistet die Interferenzfihigkeit der
beiden Teilwellen {iber die beiden Teilringe, links und rechts. Ein weiteres
Kriterium erfordert, dass die am Drainkontakt interferierenden Teilwellen
einen moglichst scharfen k-Vektor haben — Uberlagerung von Wellen mit vie-
len verschiedenen k-Werten wiirden zur Ausléschung der Interferenz fiithren.
Da es sich bei den Ringstrukturen um 1D-Quantendréhte handelt, miissen die
Drahtdicken so klein sein, dass infolge der Einsperrung senkrecht zum Draht,
moglichst nur ein Quantenzustand in das Potential des Drahtes ,,hineinpasst
(Abschn. 3.6.1).

Solche Experimente sind wegen der bei Halbleitern groferen Wellenldngen
(~50nm) der Leitungselektronen im Leitungskanal wesentlich einfacher mit
ringférmig strukturierten 2D-Elektronengasen in Halbleiterheterostrukturen,
z.B. InGaAs/InP oder AlGaAs/GaAs (siehe Anhang), durchzufiihren. Ein
solches Aharanov-Bohm Experiment an einer InGaAs/InP-Heterostruktur
ist in Abb. 5.8 dargestellt [3]. Die bei einer Strommessung (Strom durch den
Ring), in Abhéngigkeit von der Magnetfeldstirke B durch den Ring beobach-
teten Stromoszillationen I(B), rithren her von den durch (5.92) beschriebenen
Elektroneninterferenzen der Teilwellen, die durch den linken und rechten Teil
der Ringstruktur laufen und sich am Drainkontakt destruktiv oder konstruk-
tiv iiberlagern.

Solche Experimente an Metall- oder Halbleiter-Nanoringen sind natiir-
lich nicht ideal. Das Magnetfeld, senkrecht zum Ring orientiert, durchdringt
nicht nur den Ring, d. h. die Flache, die von den Elektronentrajektorien ein-
geschlossen wird wie in Abb. 5.7, sondern auch den Raumbereich aufserhalb
des Ringes. Dieser Anteil des B-Feldes hat jedoch keinen Einfluss auf die
Elektroneninterferenz.

Im Hinblick auf eventuelle Anwendungen in der Quantenelektronik sei er-
wihnt, dass ein zusétzlich an einem Teilring (links oder rechts) angebrachter
zum Ring isolierender Steuer(Gate-)-Kontakt es gestattet, das Potential des
Halbleiterquantendrahtes lokal zu dndern (Abb. 5.8a). Auch dies fiihrt, oh-
ne ein duReres Magnetfeld, zur Anderung der Interferenz am Drainkontakt,
z.B. zum Umschalten von konstruktiver auf destruktive Interferenz (Strom-
maximum — Stromminimum). Es handelt sich in diesem Fall also um einen
Elektroneninterferenz-Transistor, der Gate-gesteuert zwischen Stromextrema
hin- und herschaltet. Forschung auf diesem Gebiet wird heute oft treffend als
phasenbasierte Nanoelektronik bezeichnet.
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Abb. 5.8a,b. Aharanov-Bohm-Experiment an einem Halbleiterring [3]. a Durch
Elektronenstrahl-Lithographie (Anhang B) hergestellte Mesa-Ringstruktur mit
Zuleitungs- und Ableitungskontakten, oben und unten sind zwei Gate-Strukturen
(A, B) herauspripariert, mit denen die Phasen der beiden Elektronenwellenfunk-
tionen in den Ringhélften gegeneinander verschoben werden kénnen. Das leiten-
de Gebiet ist ein zweidimensionales Elektronengas (2 DEG) am Interface einer
InGaAs/InP-Heterostruktur, das planar in der Mesa ausgedehnt ist (Anhang A).
b Gemessener Widerstand der Ringstruktur als Funktion des magnetischen Feldes
B, das den Ring senkrecht durchdringt. Die Aharanov-Bohm-Oszillation, gemessen
bei 0,33 und 2K verschwinden bei hoheren Temperaturen, weil bei zunehmender
inelastischer Streuung die Phasenkohérenz zerstért wird

5.5 Der Spin

5.5.1 Stern-Gerlach-Experiment

Nachdem wir in Abschn. 5.4.3 gesehen haben, dass Elektronen auf Kreis-
bahnen, d. h. geladene Teilchen mit Drehimpuls, ein magnetisches Moment
erzeugen, konnen wir ein grundlegendes Experiment aus der Friihzeit der
Quantenmechanik (O. Stern und W. Gerlach, 1922) [4] verstehen.

Stern und Gerlach schickten einen Strahl von neutralen Silberatomen aus
einem geheizten Ofen durch ein stark inhomogenes statisches Magnetfeld
B(z), das durch zwei asymmetrische Polschuhe (Abb. 5.9) erzeugt wurde.
Die Silberatome wurden auf einem Schirm gesammelt und erzeugten dort
zwei deutlich separierte Streifenmuster, die anzeigten, dass die Atome zwei
definierte, quantisierte magnetische Dipolmomente in z-Richtung besitzen.
Um die Aufspaltung im Magnetfeld zu verstehen, halten wir uns vor Augen,
dass aus der Energie E = —u - B eines magnetischen Dipols g im Feld B
(Abschn. 5.4.3) im Falle eines in z-Richtung inhomogenen Feldes eine Kraft
in z-Richtung folgt:

0B,

e, . (5.94)
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Abb. 5.9a,b. Stern-Gerlach-
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Diese Kraft fiihrt, je nach magnetischem Moment der Atome, zu einer mehr
oder weniger starken Ablenkung. Klassisch wiirde ein mit den Atomen gege-
benes Moment regellos in Bezug auf die z-Richtung verteilt sein und somit
eine kontinuierliche Schwirzung des Schirms zwischen zwei Extremwerten
(Abb. 5.9) verursachen. Dies ist nicht der Fall, das p, der Silberatome ist ge-
quantelt, so wie es das Eigenwertproblem fiir den Drehimpuls (Abschn. 5.2)
und damit auch fiir g, (Abschn. 5.4.3) erwarten lésst. Das Erstaunliche aber
ist, dass wir keine Mehrfachaufspaltung oder kein p, = 0 im Experiment se-
hen, sondern nur zwei wohldefinierte Werte fiir u., die sich bei quantitativer
Auswertung als p, ~ +(e/m.)h ergeben.

Silberatome besitzen mehrere Elektronen, sodass eine Auswertung dieses
Ergebnisses von Stern und Gerlach eine genauere Kenntnis der elektronischen
Struktur von Silberatomen voraussetzt. Unmittelbar einsichtig wird der hier
beschriebene Sachverhalt jedoch bei dem Experiment von Phipps und Tay-
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lor [5], die das gleiche Ergebnis wie Stern und Gerlach, jedoch mit neutralen
Wasserstoff (H)-Atomen fanden. H-Atome besitzen nur ein einziges Elektron,
das sich im Coulomb-Potential des Protons (Kern) authélt. Da das magneti-
sche Moment nach (5.69) umgekehrt proportional zur Teilchenmasse ist, kann
ein eventuelles Kernmoment (Protonmasse ~2000 x Elektronmasse) fiir die
beobachtete Aufspaltung von u, in zwei Komponenten bei H-Atomen in ers-
ter Ndherung vernachléssigt werden. Weiterhin muss sich das Elektron des
Wasserstoffs im Grundzustand (verschwindender Bahndrehimpuls L = 0) be-
finden. Die gegebenen Versuchsbedingungen kénnen nicht zu einer Anregung
in einen hoheren Quantenzustand mit L # 0 fiihren.

Wir werden also eindeutig zu dem Schluss gefiihrt, dass ein Elektron (hier
im H-Atom oder Ag-Atom gebunden) ein inhdrentes magnetisches Moment
besitzen muss, das sich in einem Magnetfeld B, parallel oder antiparallel
ausrichtet. Je nach Ausrichtung werden die Elektronen, bzw. die Atome, an
denen sich die Elektronen befinden, in zwei wohldefinierte Richtungen aus-
gelenkt (Abb. 5.9).

Waéhrend das magnetische Moment g eines Elektrons auf einer Kreis-
bahn mit dem Drehimpuls L nach (5.69) iiber 1 = (e/2m,)L verkniipft ist,
besteht keine Notwendigkeit, diese Verkniipfung auch fiir das dem Elektron
inhérent zugeordnete magnetische Moment anzunehmen. Man fiihrt also den
sogenannten Landé-Faktor oder das gyromagnetische Verhéltnis g ein, um
das inhdrente magnetische Moment mit einem, dem Elektron als Teilchen
innewohnenden Drehimpuls, dem so genannten Spin S zu verkniipfen:

e
(g i = S. 5.95
l"’spm g 2me ( )

Wir haben sowohl das magnetische Moment als auch den Spin (Drehimpuls)
als Operatoren (mit Dachsymbol) geschrieben, da es sich um quantenme-
chanische Observable handelt, die nicht als Messzahlen existieren. Nur die
Eigenwerte dieser Operatoren werden im Experiment als Messgrofen gefun-
den. Wenn wir in (5.95) den Landé-Faktor g = 2 setzen, konnen wir das im
Stern-Gerlach- oder Phipps-Taylor-Experiment gefundene Ergebnis (u, = 0,
d.h. auch Richtungsquantenzahl m = 0) mit den allgemeinen Regeln iiber
Drehimpulsquantelung [(5.28) und (5.29)] in Einklang bringen. Wir brauchen
nur anzunehmen, dass fiir die z-Komponente des Spins S, die Eigenwerte

S, =msh mit mg = :I:% (5.96)
gefunden werden. Die Spin-Richtungsquantenzahl mg erfiillt dann die Be-
dingung der Halbzahligkeit (5.29b), die fiir den {iblichen Bahndrehimpuls
von Teilchen wegen (5.35b) ausgeschlossen ist. Der Spin als inhérenter Teil-
chendrehimpuls kann jedoch nur die beiden Werte S, = +(1/2)h anneh-
men. Beliebige ungerade halbzahlige Werte %h, %h, gh, ... fiir den Drehimpuls
(5.29b) ergeben sich aber sofort als Gesamtdrehimpulswerte J eines Teil-
chens mit Spin +A/2, das gleichzeitig einen Bahndrehimpuls L besitzt. Der
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Gesamtdrehimpuls-Operator eines Teilchens
J=L+S (5.97)
erfiillt somit die Eigenwertgleichungen
Jo L, m,mg) = (m+mg) h|l,m,ms) (5.98a)
3 [t,mym) = GG+ 1) 2 |1, mmy) (5.98b)

wobei wir m, = :l:% als Spinquantenzahl eingefiihrt haben. Nehmen wir also

zum Bahndrehimpuls bei Elektronen den Spin hinzu, so lduft die Gesamtrich-

tungsquantenzahl m, = m + m, von J, iiber ungerade halbzahlige Werte
135

m,=—j5—7+1..., ,...,7—1,] rmtj—2,2,2,.... (5.99)
Dieses Spektrum von Quantenzahlen gilt natiirlich nur, wenn Teilchen
einen Spin (s = %, ms = :I:%) haben; fiir Teilchen ohne Spin (s = 0), und sol-
che gibt es, gilt weiterhin die ganzzahlige Folge von Richtungsquantenzahlen
(5.35b) des reinen Bahndrehimpulses.

Hier gilt es, einen Augenblick inne zu halten, um diese ungewdéhnliche
Eigenschaft des Spins von elementaren Teilchen wie Elektronen in seiner
»Unanschaulichkeit” zu reflektieren. Nach unserer heutigen Kenntnis hat das
Elektron mit einer Ausdehnung von etwa 2,8 - 10713 cm keine innere Struk-
tur, wie etwa das Proton (bestehend aus 3 Quarks). Es ist in guter Ndherung
ein elementares ,,punktférmiges” Teilchen. Dennoch miissen wir ihm, wie das
Experiment lehrt, ein inhdrentes Drehmoment, den Spin, und damit auch ein
elementares magnetisches Moment, das so genannte Bohrsche Magneton

pp = eh/2m. ~928-10"**J/T (5.100)

zuordnen. Der Spin und das damit verbundene elementare magnetische
Moment ist ein quantenmechanisches Phanomen, das sich der klassischen
Vorstellung von magnetischen Dipolen, herrithrend von Ladungstragern auf
Kreisbahnen, entzieht.

So unanschaulich das Phanomen des Spins auch ist, so natiirlich folgt sei-
ne Existenz, wenn man die quantenmechanischen Gleichungen mit der vier-
dimensionalen Raum-Zeit-Welt der Relativitdtstheorie in Einklang bringt.
Dirac hat analog zur nicht-relativistischen Schrédinger-Gleichung eine rela-
tivistische Bewegungsgleichung fiir ein Elektron aufgestellt, die als Losun-
gen nicht mehr einfache skalare Wellenfunktionen ¢ (r, t), sondern Paare von
Wellenfunktionen, sogenannte Spinoren (dhnlich Vektoren), fordert. Es zeigt
sich, dass diese Spinoren jeweils Wellenfunktionen zu verschiedenen Spin-
Einstellungen sind. Aus der Dirac-Theorie folgt weiter das hier aus dem
Experiment abgeleitete gyromagnetische Verhéltnis (Landé-Faktor) fiir den
Spin exakt zu g = 2. Wie sich spéter in der Quantenfeldtheorie (Wechsel-
wirkung von Teilchen mit quantisiertem elektromagnetischem Feld, Kap. 8)
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und auch im Experiment gezeigt hat, liegt g ein klein wenig oberhalb von 2
(9 ~ 2,0023...). Experiment und Theorie stimmen hier bis auf die sieben-
te Dezimale iiberein, ein bemerkenswerter Erfolg sowohl fiir die Theorie wie
auch fiir die Experimentierkunst.

5.5.2 Der Spin und sein 2D-Hilbert-Raum

Der Spin ist als Drehimpuls also ein Vektor-Operator S = (S’m, S’y, S’z) mit
drei (Operator) Komponenten lings der Achsen des z,y, z-Koordinatensys-
tems im 3D-Realraum. Dabei kénnen die einzelnen Komponenten jedoch nur
zwei mogliche Messwerte annehmen. Wie fiir alle Drehimpulsoperatoren gel-
ten die Vertauschungsregeln (5.7) bzw. (5.8) auch fiir den Spin

{Smsy} — s, | (5.101a)
[Sys} — S, (5.101b)
[SZSI} = ihS, | (5.101c)

S xS=ihS. (5.101d)

A A -2
Weiterhin kann nur jeweils eine Komponente von S, z. B. S, mit S gleich-
zeitig gemessen werden, d. h.

[SQS] - [8254 - [SQSy] —0. (5.102)

S, und S2 haben also das gleiche System von Eigenzustédnden. Aus dem
Experiment (Abschn. 5.5.1) wissen wir, dass S, nur die beiden Werte +5/2
(ms = +£1/2) annehmen kann. Es hat sich eingebiirgert, die beiden entspre-
chenden Eigenzusténde mit |+),|—) oder anschaulich mit | T),|]) (Spin up,
Spin down) zu bezeichnen. Dem entsprechend schreiben wir die Eigenwertglei-
chungen fiir die Spinoperatoren, die die moglichen Messwerte als Eigenwerte
liefern,

S 1) = +7—; Iy, (5.103a)
S.|1) = —g 1), (5.103b)
§°[1) = s (s + 1) (1) = SR2I1) | (5.103¢)
§11) = s (s + )AL = $H211) | (5.103d)

Wir haben es hier also zum ersten Mal mit einem Hilbert-Raum zu
tun, der nur durch zwei Zustandsvektoren (2D-Hilbert-Raum) aufgespannt



158 5 Drehimpuls, Spin und Teilchenarten

wird (zu unterscheiden vom realen 3D-Raum, in dem die Vektoroperatoren
S’z, S’y, S. definiert sind). Wie auch bei unseren unendlich-dimensionalen und
kontinuierlichen Hilbert-Réiumen der Operatoren H, p, % etc. (Kap. 4), miis-
sen die Spineigenzustinde im 2D-Hilbert-Raum orthonormal sein, d. h.

(M =0; 1M =(ll)=1. (5.104)
Die Vollstandigkeitsrelation schreibt sich als
T+ =1. (5.105)

Sie gewihrleistet, dass sich jeder allgemeine Spinzustand als Uberlagerung
aus den beiden Eigenzustidnden |1) und |]) darstellen ldsst. Ein allgemeiner
Spin-Zustand |s) ldsst sich daher schreiben als

|s) = ai|T) +a_|l), (5.106)

wo a4, a— die Wahrscheinlichkeitsamplituden sind, die angeben, wie stark
die beiden Eigenzusténde |1) und |]) im allgemeinen Zustand vertreten sind.
Wegen der Normierung (s|s) = 1 muss wie iiblich gelten

lar P+ la_P=1. (5.107)

Wie im Abschn. 4.3 fiir unendlich-dimensionale Hilbert-Réume ausge-
flihrt, bietet sich im Falle des 2D-Spin-Hilbert-Raumes eine Darstellung des
allgemeinen Spin-Zustandes durch 2D-Vektoren bestehend aus den Wahr-
scheinlichkeitsamplituden an, d.h. der allgemeine Zustand wird dann durch
den Vektor

a= <Z+> bzw. o = (a%,a*) (5.108)

beschrieben, wo oy und a_ die Projektionen des allgemeinen Spin-Zustands-
vektors |s) auf die Achsen

|T>—><(1)) und |l>—><(1)> (5.109)

ar=1ls), a-=(lls) . (5.110)

Ein allgemeiner Spin-Operator, z. B. S, hat in diesem 2D-Hilbert-Raum
die Matrixdarstellung

sind, d. h.

:(mszm <T|$z|l>)_
S\ SN (81D

Analog zu den allgemeinen Drehimpuls-Stufenoperatoren L. (5.18a) und
(5.22) konnen wir fiir den Spin die Stufenoperatoren

(5.111)

Sy =28, +iS, (5.112a)
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mit der Umkehrung

Go=i(s+8) . 8= (5 -5) (5.112b)

y:Z

definieren. S’+ und S_ vermitteln jetzt aber nur zwischen zwei Zustiinden
(Stufen), den beiden Spinzustédnden:

Sl =0, S_[1)=hll), (5.113a)
Sell)y=hit), S_[l)=0. (5.113D)

Aus der Vektordarstellung (5.109) fiir |T) und |]) und aus (5.113) folgt
fiir die Stufenoperatoren unmittelbar die Matrixdarstellung

01 0 0 hi(l1 0
§+—h<0 0)’ g—h<1 0)’ §z‘§(0 1). (5.114)

Damit kdnnen wir nach (5.112b) die drei Komponenten des Spins S, éy, S
als Matrizen im 2D-Hilbert-Raum schreiben

(o 1 o —i Bl 0
§x_§<1 o)’ éy—§(z’ 0)’ éz_ﬁ(o 1)' (5.115)

Man beachte, dass diese Schreibweise die willkiirliche Wahl beinhaltet,
dass die Spin-Komponente S, gemessen wurde, dass also S . diagonal mit den
Eigenwerten £7/2 ist. N

Pauli hat entsprechend (5.115) die nach ihm benannten Spin-Matrizen

0 1 0 —2 1 0
O’z—<1 0>, O'y—<l. 0>, O’z—<0 _1) (5.116)

eingefiihrt, mit denen sich der Spin-Vektor [jede Vektorkomponente ist eine
2D-Matrix (5.116)] darstellt als

s=lg (5.117)
2

Die Paulischen Spin-Matrizen werden bei vielen anderen zweidimensio-
nalen Problemen (Hilbert-Rdumen — wir werden noch einige kennen lernen),
nicht nur beim Spin, erfolgreich angewendet.

Vom Spin kénnen wir in einem Experiment nur dann Notiz nehmen, wenn
die Schrédinger-Gleichung bzw. der Hamilton-Operator einen Term mit Spin-
Operatoren enthélt. Dies heiftt, es muss ein Magnetfeld oder allgemeiner, ein
elektromagnetisches Feld vorliegen. Dann lautet der Hamilton-Operator fiir
ein Elektron

. 2
= (f)—eA(r,t)) YV (rt) + pupé B (5.118)

1
2m
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Wihrend die potentielle Energie V(r,t) im Falle zeitabhéingiger elektri-
scher Felder durch das entsprechende elektrische Potential e¢(r,t) gegeben
ist, enthédlt nur der letzte Term [up = Bohrsches Magneton (5.100)] die
Wechselwirkung des Spins mit dem Magnetfeld, und zwar in der Form der
Energie eines magnetischen Dipols ppé im B-Feld. Bei verschwindendem
B-Feld haben wir eine normale Schrédinger-Gleichung fiir ein Elektron zu 16-
sen. Jedoch haben wir mittlerweile gelernt, dass jede Wellenfunktion v (r,t)
als Losung eigentlich zwei Anteile ¢ (r,t) und ¢ (r,t) zu den beiden mog-
lichen Spineinstellungen enthélt, die jedoch bei B = 0 identisch sind. Die
Zustdnde sind im Spin entartet.

Der Spin ist ein unabhéngiger Freiheitsgrad, der neben den rédumlichen
Freiheitsgraden existiert und von diesen unabhéngig ist. Von daher kann er
gleichzeitig mit Observablen wie Ort ¥, Impuls p oder Drehimpuls L scharfe
Messwerte besitzen. Es gilt:

{Sr} - [S,p} - [SL] —0. (5.119)

Ein Gesamtzustand bestehend aus Ortsfreiheitsgraden, beschrieben durch
eine Wellenfunktion, und den beiden Spinzustédnden ist also ein Produkt von
Orts- und Spinzusténden. Wéhlen wir als Basis also |r)||) und |r)|T), so
miissen die Wahrscheinlichkeitsamplituden ay und a_ in (5.108)) durch die
entsprechenden ortsabhéngigen Amplituden, die Wellenfunktionen 1 und |
ersetzt werden. Ein ganz allgemeiner Zustand, bei dem eine Superposition
aller moglichen Einzelzustédnde vorliegt, driickt sich dann aus als:

6= [ @ @R +e @RI, (61200

Wie erwartet, ergeben die Darstellungen im Orts- bzw. im Spin-Raum (Pro-
jektionen)

(r] @) = ¢ () [1) + ¢y (r) [1) (5.120Db)

(T ¢r @) = ¢y (r)5 (L {r] @) =y (x) . (5.120¢)

Aus (5.120b) folgt, dass wir bei Spin-Wechselwirkungen in Magnetfel-
dern zweckméfigerweise in die zweidimensionale Vektor- bzw. Spin-Matrizen-

darstellung iibergehen. Wir benutzen in der Ortsdarstellung einen zweidimen-
sionalen Spinor

¥y (r)>
r)= 5.121
o= (4 (5.121)
und eine 2D-Schrédinger-Gleichung, in der der Spin durch die Pauli-Matri-
zen o dargestellt wird:
<¢T> .
¥

ih% <$I> = Hﬁ (Z—?VeA>2+V(r,t)} (é?) + pupo -B "
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Dies ist die sog. Nicht-relativistische Pauli-Gleichung, die immer dann an-
gewendet werden muss, wenn ein dufieres Magnetfeld merkliche Spin-Effekte,
d.h. Authebung der Spin-Entartung erwarten lésst.

5.5.3 Spin-Prizession

Die einfachste Dynamik eines Spins ist gegeben, wenn wir uns ein Elektron
mit Spin im Raum festgehalten vorstellen, z. B. gebunden in einem raum-
festen Atom oder Elektron eingesperrt in einem 0D-Quantenpunkt (siehe
Abschn. 3.6.1).

Translationsfreiheitsgrade fallen dann weg, und bei konstantem Potential
V(r) = 0 im betreffenden Raumbereich, z. B. im Quantenpunkt, lautet die
Pauli-Gleichung (5.122) fiir einen allgemeinen Spinzustand |s) im konstanten
Magnetfeld B:

ih% s) =upo -Bls) = upd,.B,|s) . (5.123)

Hierbei haben wir das konstante Magnetfeld in z-Richtung gewahlt, so
dass nur die z-Komponente ¢, des Spinoperators im Hamilton-Operator auf-
tritt.

Der allgemeinste Spinzustand |s) hat die Gestalt einer Superposition von

1) und |1):
Is) = auy (8) 1) + - () [1) = ag e B ) fa e By L (5.124)

Da |7) und ||) stationdre Eigenzustinde sind, miissen ihre Wahrschein-
lichkeitsamplituden a4 und a_ die charakteristischen exponentiellen Zeit-
abhéngigkeiten mit den entsprechenden Energieeigenwerten Fy und E| im
Exponenten haben.

Zur Losung der Schrédinger (Pauli)-Gleichung (5.123) setzen wir den An-
satz |s) (5.124) ein und erhalten:

0
0 [, ()11 +a (1] = kpB. . o O +a- (O] . (51250)
Anwendung der Zeitdifferentiation auf a (¢) und a_(¢) liefert

(Bra, 1)+ Era_ |1)) = upBa o (g |1) £a_ |)) . (5.125b)

Wir multiplizieren diese Gleichung von links einmal mit ({| und dann mit
(1| und erhalten wegen der Orthogonalitétsrelationen (5.104)

Eray = ppB: (110:11) o + pp Bz (16=1) a— (5.126a)

Ela— = /LBBZ <l|&z|l> o + /LBBZ <l|&Z|T> Oy ) (5126b)
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Zur Berechnung der 2D-Matrixelemente (7|5|1) etc. gehen wir in die 2D-
Vektordarstellung der Spinzusténde (5.109); dann ist z. B.

(Lo:[T)=(0,1) (é?) ((1)) = (0,1) (é) =0. (5.126¢)

Nach analogen Rechnungen finden wir aus (5.126):
ET = ,LLBBZ , El = 7/LBBZ . (5127&)

Es gibt also, wie erwartet, zwei Eigenwerte fiir die Energie der stationédren
Zusténde |1) und ||), den beiden Einstellungen des Spins im Magnetfeld B.,.
Diese beiden Energiceigenwerte konnen wir mittels der Frequenz wy = eB./m
[identisch mit Zyklotronfrequenz (5.56b)] und der Formel fiir das Bohrsche
Magneton pp = eh/2m auch ausdriicken als

Bi/h=5—B.=w/2, (5.127b)
By/h=—5—B.=—w/2. (5.127¢)
Damit schreibt sich der Spin-Zustand (5.124):
|s) = ay [1) + o |1) = ag e 02 |7) 4 a_eot/2]) . (5.1284a)
Wegen der Normierung muss dabei gelten:
(sls)=log |* +]a=|? =lag | +|a— | =1. (5.128b)
Um uns ein anschauliches Bild iiber die Bewegung des Spins im Magnet-

feld zu machen, berechnen wir nun die Erwartungswerte des mit dem Spin

verkniipften Drehimpulses (26,), (46,), (46.) in den drei Raumrichtungen.
Nur diese Gréfsen sind mit klassischen Bewegungsgrofen vergleichbar. In der

zweidimensionalen Vektordarstellung folgt

()=t =S e (3 ) (27)
o) (20) =4 oo 1)
_ g (|a+|2 B |a7|2) _ (5.129)

Dies ist eine zeitlich konstante Grofe, weil nach (5.124) a4 und a— nicht
von der Zeit abhéngen. Die z-Komponente des Spins ist im Mittel (Erwar-
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tungswert) in einem konstanten Magnetfeld B, eine Erhaltungsgrofe. Dies
gilt nicht fiir die z- und y-Komponenten, wie wir leicht ausrechnen:

(3oe) = o) (1) (67) = ) (57

h
=3 (ofa + o al) =atra_hcoswot . (5.130a)

Analog ergibt sich fiir die y-Komponente des Erwartungswertes

(Sy) = <g&y> = aya_hsinwgt . (5.130b)

Geméf (5.130a) und (5.130b) bewegen sich die Erwartungswerte (S,)
und (S,) des Spin-Drehimpulses also auf einer Kreisbahn mit der Frequenz
wo = eB,/m um das Magnetfeld B, in z-Richtung herum.

Stellen wir uns den Spin — klassisch vereinfacht — als einen Kreisel vor,
so dreht sich dieser Kreisel um sich selbst (Spin-Drehmoment), aber gleich-
zeitig dreht sich die Drehachse des Kreisels um die Richtung des Magnetfel-
des herum (Abb. 5.10). Der ,,Spin-Kreisel“ prézisiert um die Richtung des
Magnetfeldes mit der Prézessionsfrequenz wy. Dies kann er in zwei stabilen
Konfigurationen machen, mit seiner z-Ausrichtung in Richtung von B, und in
Gegenrichtung entsprechend den Energieeigenwerten Iy und E|. Wir werden
spater sehen, dass wir mittels eines kleinen oszilierenden magnetischen Feldes
senkrecht zu B, den Spin umklappen konnen, seine Orientierung zwischen |1)
in |]) dndern konnen.

E

_ &t

Ot | fwo=(eh/m)B

E,

X
a) b)

Abb. 5.10a,b. Prizession eines Spins (s) in einem konstanten Magnetfeld B.
in z-Richtung. a Zwei stabile Prézessionen mit Spinorientierung in Richtung von
B. und entgegen B. sind moglich mit den Energien Et und E|. b Anschauliche
Darstellung der Prézession mit der Energie E;



164 5 Drehimpuls, Spin und Teilchenarten
5.6 Teilchenarten: Fermionen und Bosonen

5.6.1 Zwei und mehr Teilchen

Bisher haben wir die quantenmechanische Beschreibung immer nur fiir ein
einziges Teilchen, im Allgemeinen ein Elektron entwickelt. Wenn wir mehr als
ein Teilchen, im einfachsten Fall gerade einmal zwei, betrachten, dann begeg-
nen uns, allein auf der Basis der Unbestimmtheit der Bewegung des einzelnen
Teilchens, d.h. der Beschreibung durch Wellenfunktionen vollig neue, klas-
sisch unerwartete Ergebnisse. Wenn die Wellenfunktionen zweier identischer
Teilchen iiberlappen, haben wir keine Moglichkeit, die Teilchen in Raumbe-
reichen, wo sie beide gleichzeitig anwesend sein kénnen, individuell in ihrer
Bewegung zu verfolgen. Die Teilchen sind dort ununterscheidbar. Klassische
Teilchen sind demgegeniiber immer unterscheidbar, ihre Trajektorien kénnen
einzeln verfolgt werden; aufterdem gibt es Unterscheidungsmerkmale, wie Far-
be etc., von denen man annehmen kann, dass sie auf die Dynamik der Teilchen
einen vernachlissigbaren Einfluss haben. Quantenmechanisch haben wir fiir
ein System zweier gleicher Teilchen nur eine Wellenfunktion ¢ (ry,rs,t) zur
Verfiigung, die mittels P(r1,r2) = [¢(r1,12,t)|? die Wahrscheinlichkeitsdich-
te angibt, zur Zeit ¢ ein Teilchen am Ort r; und das andere bei rs zu finden.
Eine Ortsmessung zur Zeit ¢ ergibt fiir die beiden Teilchen Ortskoordinatoren
ri,ro und zu einer anderen Zeit ¢’ die Koordinatoren r}, rh; welches der bei-
den gleichartigen Teilchen dort gefunden wird, ist grundsétzlich unbestimmt.
Die Zweiteilchenwellenfunktion ¢ (r1, ra, t) ist in einem 6-dimensionalen Orts-
raum zu einer Zeit ¢ definiert. Nehmen wir noch den Spinfreiheitsgrad dazu,
so miissen wir schreiben ¢(r1s1,ras2,t), wobei s; die jeweiligen Spinzustén-
de beschreiben. Diese Definition von P(rq,r2) als Wahrscheinlichkeitsdichte,
die Teilchen jeweils bei r1 und rs zu finden, setzt natiirlich voraus, dass die
Zweiteilchenwellenfunktion, nunmehr durch Integration iiber beide Ortsvek-
torraume, auf eins (Sicherheit, beide Teilchen irgendwo zu finden) normiert
ist:

1= (YY) = / [(r1, vo|0)|? d®ry dPry = /P(I‘1,I‘2) d3ryd®r3 . (5.131a)

Die Schrodinger-Gleichung fiir die beiden Teilchen enthélt entsprechend
die kinetischen Energien Ty = p2/2m und Ty = py/2m und ein Potenti-
al V(ry,re), das von beiden Teilchenkoordinaten abhéngt, weil auf beide
Teilchen eine Kraft, meist sogar wechselseitig, ausgeiibt wird. Der Hamilton-
Operator lautet fiir die beiden gleichwertigen Teilchen (gleiche Masse m, Spin
nicht beriicksichtigt):

A P2
H=—+—+4V . 5.131b
2m +2 2m +V (r1,r2) ( )

Wir stellen sofort fest, dass die mathematische Beschreibung eines Teil-
chens in zwei Dimensionen identisch ist mit der Beschreibung zweier Teilchen
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in jeweils einer Dimension. Nehmen wir als Beispiel zwei unabhéngige gleich-
wertige, lineare Oszillatoren (1) und (2); deren Gesamt-Hamilton-Operator
lautet s
pi+p 1 1

o + imwzf + §mw:c§ .

Wir kénnen z;,p; als Orts- und Impulsoperatoren des i-ten Teilchen
(i =1,2) auffassen oder z1, 2z und p1, P2 als die Operatoren fiir die beiden
Koordinaten ein und desselben Teilchens betrachten.

Weiter folgt unmittelbar, dass im Falle der Separierbarkeit des Poten-
tials V(ry,r2) in zwei getrennte Potentiale fiir zwei nicht-wechselwirkende
(verschiedene) Teilchen V(r1,rs) = V(ri) + V(rz) der Hamilton-Operator
lautet:

H= (5.132)

~2 ~2
v 3 P1 D3
H=H +Hy=— — . 1
1+ Ho B + Vi () + ST + Va (r2) (5.133)

Er zerfallt in zwei getrennte Operatoren H, und H,, die jeweils nur auf
Teilchen (1) bzw. (2) wirken. Damit lautet die Schrédinger-Gleichung fiir die
beiden Teilchen

D -
lh& |’L/J (1‘1, I‘21f)> = (H1 + HQ) |’L/J (1‘1, I‘21f)> . (5134)
Ein Produktansatz fiir den Zweiteilchenzustand separiert das Problem:

[t (r1,121)) = |th1) [¥2) (5.135)

und wir erhalten aus (5.134):

o) o) = (Hy -+ 1) ) ) (5.136a)

Da H; nur auf [¢;) und Hy nur auf |¢,) wirkt, kénnen wir beim Ein-
teilchenproblem den Ansatz |¢ o exp(—iFE1t/h)) und |s x exp(—iEat/h))
machen und erhalten:

D (i) ) = (Bu -+ ) o) ) (5.1360)

Fiir zwei nicht-wechselwirkende Teilchen sind die Einzelenergien E; und
FE getrennt Erhaltungsgrofen und die Gesamtenergie des Systems stellt sich
als die Summe der Einzelenergien dar

E=FE +E,. (5.137)

Bezeichnen wir mit |E;) und |E;) die zeitunabhéngigen Eigenzusténde,
die sich aus den beiden separierten Eigenwertgleichungen

H||E\) = E\|E)) , Hy|E) =E,|Ey) (5.138)
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ergeben, so lautet der allgemeine Zustand des Systems der beiden nicht-
wechselwirkenden Teilchen:

[ (8) = | Ex) e B0 | By) o7 R (5.139)

Wir wollen festhalten: Fiir zwei nicht-wechselwirkende Teilchen addieren
sich die Einzelenergien der Teilchen zur Gesamtenergie £ = E; + F5, wobei
nicht nur E, sondern auch E; und Es Erhaltungsgréfen der Bewegung sind.
Die Wellenfunktion, bzw. der quantenmechanische Zustand (5.139) des Ge-
samtsystems ist einfach das Produkt der Zusténde der Einzelteilchen. Hierbei
hat der neue Hilbert-Raum des Zweiteilchensystems, gebildet aus dem Pro-
dukt der beiden Einzelzustédnde, soviel Dimension wie das Produkt der Di-
mension der Zusténde der beiden Einzelteilchen hat. Letztes gilt auch, wenn
die Teilchen wechselwirken und sich der Gesamtzustand nicht als Produkt
zweier Einteilchenzusténde, wie in (5.139) darstellen lésst.

Machen wir uns das am Beispiel zweier Spins klar. Der Hilbert-Raum
eines Spins wird durch die Zustdnde |7) und ||) aufgespannt. Ein Zwei-
Spin-Hilbert-Raum, unabhéngig, ob die Spins wechselwirken oder nicht, wird
durch die vier Zustande |1)|T), [T)|1), [L)]1),]1)]]) aufgespannt. Jeder 2-Spin-
Zustand ldsst sich als lineare Superposition dieser vier Zustédnde darstellen,
andere Zusténde existieren nicht in der Basis.

Die Ununterscheidbarkeit zweier subatomarer Partikel (aufser durch ver-
schiedene Quantenzahlen) fiihrt uns zu einer weiteren ,, Absonderlichkeit”
im klassischen Sinn. Stellen wir uns einen Zweiteilchenzustand |a,b) =
|a — r1,b — ra) vor, bei dem bei einer Ortsmessung Teilchen a gerade bei rq
und Teilchen b bei ry gefunden wird. Dieser Zustand ist bei Ununterscheid-
barkeit der Teilchen identisch mit dem Zustand |b,a) = |b — r1,a — ra), wo
Teilchen b bei ry und Teilchen a bei ry detektiert wurde. Beide Zusténde |a, b)
und |b, a) miissen also gleichwertige Losungen der Schrédinger-Gleichung sein.
Da die Schrodinger-Gleichung eine lineare Differentialgleichung ist, sind auch
die Superpositionen (normiert durch 1/v/2)

s} = = (la.b)+ Ib.a)) (5.1400)
L
V2

Losungen; ja, wir miissen sogar |1)g) und [14) als die allgemeinsten Losun-
gen ansehen. Es gibt fiir ein Zweiteilchensystem also zwei grundsétzlich un-
terscheidbare quantenmechanische Zustéinde, einen symmetrischen [¢g), der
bei Vertauschung der Teilchen a und b sein Vorzeichen behélt, und einen
antisymmetrischen |1 4), der bei Vertauschung der Teilchen sein Vorzeichen
andert.

Welcher Zustand ist in der Natur realisiert, oder sind es beide? Wir werden
im folgenden Abschnitt die Eigenschaft der Symmetrie oder Antisymmetrie

[Ya) = —= (la,b) — [b,a)) (5.140b)
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eines quantenmechanischen Mehrteilchenzustandes eindeutig mit dem Spin
der Teilchen verkniipfen.

Es bleibt noch zu bemerken, dass alles, was wir fiir zwei Teilchen ab-
geleitet haben, analog fiir viele Teilchen gilt. Betrachten wir z. B. ein 3-Teil-
chensystem, so stellt sich die 3-Teilchenwellenfunktion ohne Beriicksichtigung
des Spins

’L/) (I‘l, Iro,I's, t) = 1/)1 (I‘l, t) ’L/)Q (1‘2, t) 1/)3 (I‘g, t) (5141)

als Produkt der Einteilchenwellenfunktionen dar, falls die Teilchen nicht mit-
einander wechselwirken, d. h. das Potential sich in einzelne Potentiale fiir die
jeweiligen Teilchen separieren l&sst:

V (ri,r2,13) = Vi (r1) Va (r2) V3 (r3) . (5.142)

Auch bei mehreren Teilchen kénnen wir zwischen symmetrischen und anti-
symmetrischen Zusténden unterscheiden, je nachdem ob dieser Zustand, oder
die Wellenfunktion sein (ihr) Vorzeichen bei Vertauschen zweier Teilchen &n-
dert. Sei z. B. |r1,ro,r3,...,ry) ein N-Teilchenzustand, bei dem wir bei einer
Ortsmessung die Teilchen (1), (2), ..., (N) beiry,rg,...,ry gefunden haben,
so miissen wir zwischen dem symmetrischen |S) und dem antisymmetrischen
Zustand |A) unterscheiden, fiir die gilt:

|S) = |ri,r2,13,...,rN)g = [r2,T1,T3,..,TN)g » (5.143a)

|A> = |I‘1,I‘2,I‘3, .. .,I‘N>A = — |I‘2,I‘1,I‘3, . -7rN>A . (5143b)

In (5.143) wurden jeweils Teilchen (1) und (2) ausgetauscht, d. h. einmal
wurde Teilchen (1) bei r; und Teilchen (2) ro detektiert und dann Teilchen
(1) bei ro und Teilchen (2) bei ri. In der Nomenklatur von (5.143) gibt
also jeweils die Stellung in der Reihenfolge der Ortskoordinaten die Teilchen-
nummerierung an, wahrend die Ortskoordinate r1, rs usw. den Detektionsort
beschreibt. N-Teilchenzustinde wie in (5.143) sind analog (5.131a) normiert
auf eins, um die Wahrscheinlichkeitsinterpretation der Wellenfunktion zu ge-
wéhrleisten, d. h.:

1=(S|S)g = (r1,ra,...,rN|r1,T2,.. ., TN)g

= /1/% (ri,r2,...,rN)Ys (r1,r2,...,T_N) dPrid®ra.. . dPry .
(5.144)

5.6.2 Spin und Teilchenarten: Pauli-Prinzip

Um den Zusammenhang zwischen Symmetrie bzw. Antisymmetrie einer
Zwei(Viel)-Teilchenwellenfunktion gegeniiber Vertauschung zweier Teilchen
und dem Spin der Teilchen herauszufinden, machen wir ein Gedankenexpe-
riment. Wir denken uns zwei Elektronen im Abstand a voneinander an den
Orten ry; und re im Raum lokalisiert vor (z.B. in Quantenpunkten). Beide
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Elektronen haben infolge eines Magnetfeldes B in z-Richtung gleiche Spinein-
stellung (||B) (Abb. 5.11). Eine Ortswellenfunktion v (r1,rs) beschreibe den
rdumlichen Anteil des Zweiteilchenzustandes; d.h. wir haben einen raumli-
chen Uberlapp der Einteilchenwellenfunktion zugelassen, sodass fiir den Orts-
anteil des Zustandes eine Produktdarstellung geméf (5.135) nicht unbedingt
gegeben ist. Nach Abschn. 5.5.2 kénnen wir dann die Zweiteilchenfunktion
#(1,2) in der Ortsdarstellung, unter Beriicksichtigung des Spinfreiheitsgrades
beider Elektronen schreiben als
1 (2
wlo) =012 =u eam) 10D v (3) (o) -
(5.145)

Hierbei haben wir eine Wechselwirkung der Spins ausgeschlossen und des-
halb die Spinzustdnde multiplikativ einmal in der abstrakten Schreibweise
I 1) (spin up) fiir Elektron (1) und (2) als auch in der Vektordar-
stellung im 2D-Hilbert-Raum (5.109) dargestellt. Da die beiden Elektronen
identisch und auch beziiglich ihrer Spineinstellung ununterscheidbar sind,
kénnen wir sie vertauschen, ohne etwas am quantenmechanischen Zweiteil-
chenzustand zu &dndern. Wir kénnen diese Vertauschung aber formal auch
durchfiihren, in dem wir die Zweiteilchenwellenfunktion um eine Achse (z-
Richtung) zwischen den Teilchen, senkrecht zu a (Abb. 5.11) um 180° = 7
drehen.

Bezeichnen wir mit ¢(™(1,2) die Wellenfunktion, bei der in (5.145) die
beiden Elektronen vertauscht wurden, so kénnen wir die m-Drehung um die
z-Achse nach Abschn. 5.3, speziell (5.40), durch den Operator

U, = exp (%w) — exp {h (L. +3$. )] (5.146)

ausdriicken, wobei J. der Gesamtdrehimpulsoperator, bestehend aus Bahn-
drehimpuls L. und Spin-Drehimpuls S, in z- Richtung ist. Driicken wir S,

1 B

z Abb. 5.11. Schematische Darstel-
lung eines Zustandes zweier spinbe-
hafteter Teilchen 1 und 2 an den
Raumpunkten r1 und rz, deren Spins
durch das konstante Magnetfeld B in
1D T > 1\@ z-Richtung gleich orientiert sind (Pré-
[0] @ (0] zession nicht dargestellt). Ein physi-
ry r, kalisch gleicher Zustand kann durch
Vertauschen der Teilchen bei ri; und
r2 oder durch Drehen der Quantenzu-
stdnde um ¢ = 180° um die z-Achse

erzeugt werden




5.6 Teilchenarten: Fermionen und Bosonen 169

fiir das Zweielektronensystem durch die Summe der Spinmatrizen Ugl) und
o'? aus, die jeweils auf Elektron (1) und (2) wirken, so ergibt sich fiir die

gedrehte Zweiteilchenwellenfunktion
: (1) (2)
(m) _ i[ P T T A<2>} 1 1
»'7(1,2) exp - wL, + 27102 + 27102 ¥ (r1,1r2) 0 0
. (1)
_ Ui "5 (1)) 1
exp (thz) ¥ (r1,r2) exp (12 Gy 0

i Ne
exp (1?9) (0) . (5.147)

In dieser Darstellung wird beriicksichtigt, dass L. auf den gesamten Orts-
anteil der Wellenfunktion ¢ (r1,rs) wirkt, d. h. diesen in ¥(rq,r1) iiberfiihrt,
wahrend agl) und 022) jeweils auf die Spinanteile der Zustdnde von Elektron
(1) und (2) wirken.

Wir miissen jetzt verstehen, wie der Operator exp(i%&il)) auf den zweidi-
mensionalen Vektor des Spin-Zustandes wirkt. Wir erinnern uns, dass geméaf
(4.97) in Abschn. 4.3.5 Operatorfunktionen durch ihre Reihenentwicklung
dargestellt werden und folgern

exp i(pﬁz = cos £6z +1isin £6z , (5.148a)
2 2 2
wobei gilt

P . S ()" p2v ,

5. = LS .148b
cos 58 2 @)l 2 o (5.148b)
. P — (=D)" gl

PN Gl , 5.148
sin 20 2 (21/—1— 112 0z ( c)

Exponential- und Winkelfunktionen von Operatoren kénnen also durch
Vielfachanwendung dieser Operatoren auf den Zustand oder die Wellenfunk-
tion ausgedriickt werden.

Da fiir die Spin-Matrizen gilt:

(1 0\ . (1 0\ . . .
Uz—(o 1),oz—<0 1)—;,02—0,2, (5.149)
folgt sofort
Cos =6, = i (-1 E21’1 = (cos f) 1 (5.150a)
@l = 2)=
und analog
sin %&z = (Sln g) o (5.150b)
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Damit folgt wegen (5.148a) exp(ind,/2) = i6, und die um 7 gedrehte
Zweiteilchenwellenfunktion (5.147) lautet

5 (1,2) = 6 (r.11) (1) <(1))<1> 0 (é)@)

=~ (ra,11) <(1)>(2) ((1)><1> —_$(2,1) . (5.151)

Wegen der Ununterscheidbarkeit der Elektronen, einschlieflich ihrer Spin-
Einstellung, kénnen wir die ,gedrehte Wellenfunktion nicht von der ur-
spriinglichen unterscheiden und erhalten

T (1,2) = ¢4 (1,2) = —6a (2,1) . (5.152)

Dies ist ein sehr wichtiges Ergebnis: Fiir Teilchen mit halbzahligem Spin
(h/2), wie Elektronen, muss eine Zweiteilchenwellenfunktion, d.h. auch der
allgemeine Zweiteilchenzustand |1,2), antisymmetrisch gegeniiber Vertau-
schung der Teilchen sein; der Zustand bzw. die Wellenfunktion &ndert ihr
Vorzeichen bei Vertauschung der Teilchen. Wir haben wegen dieser Antisym-
metrie die Wellenfunktion (5.152) mit dem Subskript A gekennzeichnet.

Diese Verkniipfung von Antisymmetrie der Wellenfunktion mit halbzah-
ligem Spin gilt natiirlich auch fiir Teilchen mit Spin 3%/2,5k/2 etc., wie die
Rechnung (5.147) bis (5.152) leicht zeigt.

Hétten wir fiir die beiden Teilchen in der obigen Rechnung einen ganzzah-
ligen Spin, z. B. S, = +h oder Vielfache von & inklusiv S, = 0 angenommen,
so hétten die Drehoperatoren fiir den Spin-Hilbert-Raum in (5.147) die Ge-

stalt exp(ind,) gehabt und wegen exp(ind,) = —5, folgt analog
) (1,2) = 65 (1,2) = ds (2,1) . (5.153)

Das Subskript S an der Wellenfunktion weist diese als symmetrisch aus;
sie dndert bei Vertauschung zweier Teilchen nicht ihr Vorzeichen.

Je nachdem, ob ein Teilchen also einen halbzahligen oder einen ganzzah-
ligen Spin hat, sind die entsprechenden Zweiteilchenwellenfunktionen anti-
symmetrisch oder symmetrisch gegeniiber Vertauschung dieser Teilchen.
Was wir hier fiir den Spezialfall zweier nicht-relativistischer Teilchen gezeigt
haben, ldsst sich ganz allgemein fiir ein Vielteilchensystem in einer sogenann-
ten relativistischen Quantenfeldtheorie (siehe auch Kap. 8) zeigen.

Damit zerféllt die Welt der Teilchen, aller elementaren Teilchen (Elektro-
nen, Protonen, Neutronen, Quarks, Photonen etc.), die wir kennen, in zwei
Klassen: Teilchen mit halbzahligem Spin %/2,3%/2,5h/2, ... werden durch
antisymmetrische Vielteilchen-Wellenfunktionen beschrieben, die bei Vertau-
schung je zweier Teilchen ihr Vorzeichen &ndern; diese Teilchen heiften Fer-
mionen. Teilchen mit ganzzahligem Spin 0, i, 2k, . . . bedingen symmetrische
Vielteilchen-Wellenfunktionen, die bei Vertauschung zweier Teilchen ihr Vor-
zeichen behalten; solche Teilchen heiffen Bosonen.
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Eine erklarende Bemerkung zur Vielfalt der moglichen Spins ist hier noch
angebracht. Wie kommen all die Spins, S = 0, %h, h, %h, ... zustande?

Wir haben gesehen, ein Elektron hat nur den Spin S = h/2; das Gleiche
gilt fiir Protonen und Neutronen und auch Quarks, die je zu dritt ein Proton
und ein Neutron aufbauen (Abschn. 5.6.4). Wie das Proton und das Neu-
tron aus Quarks und ein Atom aus Protonen und Neutronen (im Kern) sowie
Elektronen in der Hiille aufgebaut ist, so sind viele atomare und subatomare
Teilchen zusammengesetzt. Der Spin des zusammengesetzten Teilchens (oh-
ne Bahndrehimpuls) ergibt sich dann aus der Uberlagerung des Spins der
sie aufbauenden Teilchen. Ein Proton hat den Spin h/2 (Fermion), weil die
drei es aufbauenden Quarks die Spinkomponenten +h/2, +h/2, —h/2 haben.
In einem supraleitenden Festkorper wird die Supraleitung von sogenannten
Cooper-Paaren getragen. Diese zusammengesetzten Teilchen bestehen aus je
zwei Elektronen mit entgegengesetztem Spin. Ein Cooper-Paar hat also den
Spin S = 0 und hat damit bosonischen Charakter.

Neben der Betrachtung des Gesamtspins eines zusammengesetzten Teil-
chens kann man seinen Charakter — bosonisch oder fermionisch — auch durch
Vertauschung zweier Konstituenten in einer entsprechenden Zwei (Mehr)-
Teilchenwellenfunktion herausfinden. Als Beispiel wihlen wir das H-Atom,
das aus einem Proton p und einem Elektron e (beides Fermionen) besteht.
Wir betrachten die Wellenfunktion (p1, €1, p2, e1) zweier H-Atome (1 und
2) und vertauschen jeweils die Fermionen p;,ps und dann e; mit es. Dabei
folgt wegen des fermionischen Charakters von Elektron und Proton

¥ (p1,e1;p2,e1) = = (P2, e1;p1,€2) = (P2, €2;p1,€1) - (5.154)

Wegen der Erhaltung des Vorzeichens bei Vertauschung der beiden
H-Atome, ist somit das H-Atom ein Boson.

Allgemein kénnen wir sagen, wenn ein Teilchen aus einer ungeraden Zahl
von Fermionen zusammengesetzt ist, ist es ein Fermion. Eine gerade Anzahl
von Fermionen, wie beim H-Atom, bauen ein zusammengesetztes Boson auf.

Demnach ist z.B. 3He mit einem Neutron und zwei Protonen im Kern
ein Fermion, wihrend *He mit zwei Protonen und zwei Neutronen im Kern
(zusétzlich zwei Elektronen in der Schale) ein Boson darstellt. Wir konnen
fiir nicht-wechselwirkende Fermionen die Antisymmetrie der Wellenfunkti-
on noch in einer sehr anschaulichen Weise zum Ausdruck bringen, die unter
dem Namen Paulisches AusschlieBungsprinzip (benannt nach seinem be-
rihmten Erfinder Pauli, 1900-1958) bekannt ist. Betrachten wir zwei nicht-
wechselwirkende Fermionen, z.B. Elektronen, in einem Potentialkasten, so
konnen sie die Energiezusténde (3.64) einnehmen. In diesem Falle bilden die
Wellenfunktionen eine diskrete Folge v, (r, s), wobei n die Folge ganzer Zah-
len durchlauft. s (oder mg = :I:%) ist die Spinquantenzahl, die wir auch in der
Form ), s(r) berticksichtigen konnen. Finden wir bei einer Ortsmessung ein
Teilchen im Zustand ;(r1, s1) bei r; mit Spin s; und das andere im Zustand
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1 (ra, s2) bel ro und Spin so, so lautet die antisymmetrische Zweiteilchen-
wellenfunktion wegen der Ununterscheidbarkeit der Teilchen

tha (r1,51,r2,82) = % [V (r1, 51) ¥ (r2, 52) — ¥ (r1, 51) ¢5 (r2, 52)]

_ 1 (e, s1) 9y (r1,s1)
V2 [ Yi(r2, 82) zp; (ra,89)| (5.155)

Weil die Teilchen nicht miteinander wechselwirken, besteht die Zweiteil-
chenwellenfunktion einfach aus einem Produkt der beiden Einteilchenfunk-
tionen, jedoch miissen die Produkte mit vertauschten Orts- und Spinko-
ordinaten wegen der Ununterscheidbarkeit bei Fermionen antisymmetrisch
(Minus-Vorzeichen) tiberlagert werden, was zu einer formalen Darstellung
durch eine Determinantenschreibweise fiihrt. Wir sehen an der Darstellung
(5.155) sofort, dass ¥ 4(r1, $1,T2, S2) verschwindet, wenn entweder ¢ = j oder
r; = ro,s1 = S2 gilt. Eine Determinante verschwindet, wenn entweder zwei
Zeilen oder zwei Spalten identisch sind. Fermionen an ein und demselben
Ort diirfen also nicht in ihren Quantenzahlen, einschliefslich Spin, iiberein-
stimmen. Oder anders ausgedriickt: nicht-wechselwirkende Fermionen kénnen
einen Einteilchen-Quantenzustand nur einmal besetzen; kein Zustand darf
mehrfach besetzt sein. Fiir drei nicht-wechselwirkende Fermionen mit den
Einteilchenzusténden ;(r1, $1),1;(r2, s2), i (rs, s3) stellt sich der normier-
te antisymmetrische allgemeine Zustand dar als

1 | ¥ (r1,s1) Y5 (r1,s1) Yy (r1,51)
Viji (1,81, T2, S2, T3, 83) = = | Vi (ra, 82) 1; (r2, 82) Yy (r2,82) | - (5.156)
V3l ;i (r3, s3) ©j (r3, s3) Yy (r3, s3)

Wir sehen sofort nach der o.g. Rechenregel fiir Determinanten, dass bei
Gleichsetzung zweier Quantenzahlen i = j, ¢ = k oder j = k die Wellenfunkti-
on verschwindet, genau so wie dies bei Gleichsetzung zweier Ortskoordinaten
und Spinquantenzahlen geschieht. Die Antisymmetrie des Zustands ist auch
gegeben, denn das Vertauschen zweier Zeilen, d. h. ry,s; < ro, so liefert ein
Minus-Vorzeichen fiir die Wellenfunktion.

Die Verallgemeinerung fiir N Fermionen, die nicht wechselwirken, liegt
nahe: Die entsprechende Vielteilchen-Wellenfunktion stellt sich dar als

Yning..ny (T1,51,T2,82,T3,83,...I'N,SN)

Z/Jnl (1‘1751) 1/)n2 (1‘1, 81) 1/)nN (1‘1, 81)

1 1/177,1 (1‘2, 52) 1/)712 (I'Q, 52) . 1/)nN (r2; 52)
- =, | | , (5.157)

;/Jnl (rs,s3) ;/)m (r3,s3) " ;/)nN (r3,s3)

wobei wir die Teilchenkoordinaten mit r1, rs...ry, deren rdumliche Quanten-
zahlen mit nq,ns...ny und die Spinquantenzahlen mit s1, so. . .5y bezeichnet
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haben. Die Darstellung (5.157) einer Fermionen-Vielteilchen-Wellenfunktion
heifst Slater-Determinante. Fiir nicht-wechselwirkende Fermionen enthélt
sie die Antisymmetrieforderung und driickt gleichzeitig aus, dass je zwei Fer-
mionen am gleichen Ort nicht ein und denselben Einteilchen-Quantenzustand,
einschlieflich Spin, einnehmen kénnen. Es ist zu betonen, dass die Aussage,
zwei Teilchen kénnen nicht ein- und denselben Quantenzustand einnehmen,
streng nur fiir nicht-wechselwirkende Teilchen gemacht werden kann. Nur
dann koénnen wir einzelnen Teilchen iiberhaupt wohl definierte Quantenzu-
stinde (Quantenzahlen) zuordnen. Im Falle der Wechselwirkung zwischen
den Teilchen ldsst sich nur eine Vielteilchen-Wellenfunktion definieren, deren
Quantenzahlen dem Gesamtsystem und nicht einzelnen Teilchen zugeordnet
sind. Hier gilt nur die allgemeinere Antisymmetrie-Bedingung.

Das Paulische Ausschliefsungsprinzip fiir Fermionen fordert in seiner all-
gemeinsten Form fiir nicht-wechselwirkende Teilchen also die Antisymme-
trie der Vielteilchen-Wellenfunktion (Vielteilchenzustand) gegeniiber Vertau-
schung zweier Teilchen. Fiir nicht-wechselwirkende Teilchen lasst sich diese
Forderung reduzieren auf die Aussage, dass zwei Fermionen am gleichen Ort
nie in zwei Quantenzahlen tibereinstimmen diirfen. Niemals diirfen zwei Fer-
mionen ein- und denselben Quantenzustand besetzen.

5.6.3 Zwei Welten: Fermi- und Bosestatistik

Unsere Welt ist aus komplexen Vielteilchensystemen aufgebaut. Diese Viel-
teilchensysteme miissten durch eine einzige kohérente Wellenfunktion be-
schrieben werden, ein fiir die mathematische Behandlung von Problemen
schier unmogliches Unterfangen. Es ist deshalb von aufserordentlicher Bedeu-
tung fiir eine formale Beschreibung, dass wir es in vielen Féllen mit relativ
schwacher, oder rdumlich und zeitlich begrenzter Wechselwirkung zwischen
den vielen Teilchen zu tun haben. In diesem Fall kénnen wir den einzelnen
Teilchen, Elektronen oder Atomen u. d. ndherungsweise Einteilchenquanten-
zustédnde mit den entsprechenden Quantenzahlen (ny,ny,n, Kk, s etc.) zuord-
nen. Selbst wenn zwei Teilchen aus grofer Entfernung (im atomaren Mafistab)
kommend aneinander stofen, iiberlappen sich ihre Wellenpakete nur raum-
lich und zeitlich begrenzt. In diesem raumlich und zeitlich begrenzten Bereich
haben wir es mit einer nicht faktorisierbaren Zweiteilchen-Wellenfunktion
zu tun. Auferhalb des Streuvolumens, kénnen wir ihnen in guter Nihe-
rung wohldefinierte Einteilchenzustande k,k’,...,s,s’,... zuordnen. Damit
ist die Frage entscheidend, wie welche Einteilchenzustdnde in einem ma-
kroskopischen Ensemble besetzt sein konnen. Nach dem Paulischen Aus-
schliefungsprinzip fiir nicht-wechselwirkende Teilchen (Abschn. 5.6.2) kon-
nen Fermionen einen Einteilchenzustand nur einmal besetzen. Ist ein Quan-
tenzustand einmal besetzt, so muss ein weiteres Fermion auf einen ande-
ren Zustand ,gehen*. Bosonen kénnen einen Quantenzustand hingegen be-
liebig oft besetzen. Im Falle vernachlassigbarer Wechselwirkung besteht fiir
Bosonen die allgemeinste symmetrische Vielteichen-Wellenfunktion — wegen
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der Ununterscheidbarkeit der Teilchen — aus einer Summe von Produkten
aus FEinteilchen-Wellenfunktionen, in denen jeweils zwei Bosonen miteinan-
der vertauscht werden. Ein System von Bosonen sei so geartet, dass N bo-
sonische Einteilchenzustédnde zur Verfiigung stehen, Wenn n Zusténde be-
reits besetzt sind, auf wie viele Arten kann dann ein weiteres Boson in
das System ,eingefiigt“ werden und mit den bereits vorhandenen Teilchen
in einer symmetrischen Vielteilchen-Wellenfunktion kombiniert werden? Au-
Rer der Besetzung der N zur Verfiigung stehenden Zustdnde, kann das zu-
sitzliche Teilchen wegen der Ununterscheidbarkeit jeweils noch mit einem
der n bereits vorhandenen Teilchen vertauscht werden. Dadurch ergeben
sich fiir das zusétzliche Teilchen (N + n) Moglichkeiten mit den schon vor-
handenen zu einer symmetrischen Wellenfunktion kombiniert zu werden.
Die Moglichkeit, Bosonen in ein quantenmechanisches System einzubringen,
erhoht sich also mit der Anzahl der schon vorhandenen Teilchen n. Bo-
sonen folgen einem ,Herdentrieb®*; sie sammeln sich dort, wo schon viele
sind.

Ganz anders bei Fermionen: Sind von den N zur Verfiigung stehenden
Zustdnden schon n besetzt, dann kann ein zusétzliches Fermion nur noch
(N — n) Zusténde besetzen.

Mit Hilfe dieser Uberlegungen sind wir in der Lage, eine Besetzungssta-
tistik fiir Fermionen und Bosonen abzuleiten. Genauer gesagt, stellen wir uns
die Frage, mit welcher Wahrscheinlichkeit Fermionen bzw. Bosonen in einem
Vielteilchensystem unter der Voraussetzung schwacher Wechselwirkung (im
oben beschriebenen Sinn), Einteilchenzusténde besetzen. Damit wir Einteil-
chenzusténde definieren konnen, darf die Wechselwirkung nicht zu stark und
die Teilchendichte nicht zu hoch sein, so dass nur zeitlich und raumlich be-
grenzte Streuvolumina existieren. Wir betrachten dazu ein grofles System
vieler Teilchen, z.B. ein makroskopisches Ensemble (Gas) quantenmecha-
nischer Teilchen, in dem thermodynamisches Gleichgewicht durch Stofe in
rdumlich und zeitlich begrenzten Bereichen hergestellt wird. Denken wir uns
innerhalb des grofen makroskopischen Ensembles zwei, auch makroskopische
Unterensembles (1) und (2), dann bedeutet dynamisches, thermodynamisches
Gleichgewicht des Gesamtensembles dass es zwischen den Unterensembles (1)
und (2) Schwankungen ihrer Gesamtenergien F; und Fs gibt, die immer wie-
der durch Stofe, hin und zuriick zwischen (1) und (2), ausgeglichen werden.
Da wir es mit makroskopischen Systemen, sowohl dem Gesamtsystem wie
auch den Unterensembles (1) und (2), zu tun haben, gehorchen diese Syste-
me aus vielen Teilchen, nach dem Korrespondenzprinzip (Abschn. 3.3, 3.4),
klassischen Gesetzmafbigkeiten.

In der klassischen Thermodynamik verhalten sich die Wahrscheinlichkei-
ten w und damit auch die Anzahlen der Realisierung v(E1) und v(E>) zweier
Systeme mit den Energien E; und Es zueinander wie der Boltzmann-Faktor
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(siehe Hohenformel fiir den Luftdruck):

wby) _v(B) _ (%) 7
B

(5.158a)

w(Ez)  v(Ey)
wo kg die Boltzmann-Konstante und 7' die Temperatur des Gesamtensembles
ist, zu dem die Ensemble (1) und (2) gehoren.

Die Relation (5.158a) zeichnet das dynamische Gleichgewicht des Gesamt-
systems aus, in dem die Untersysteme jeweils mit verschiedener Haufigkeit ge-
méfh (5.158a) vertreten sind. Dividieren wir die Hiufigkeiten v(E;) und v(Es)
durch das gleiche Zeitintervall, so gilt die Boltzmann-Beziehung (5.158a) auch
fiir die Raten 7 mit denen die Systeme (1) und (2) wihrend ihrer Fluktua-
tionen ineinander {ibergehen:

12 By — By
= —_— . 5.158b
To91 oxp < kBT ) ( )

Die Energiednderung zwischen den beiden Teilsystemen kann durch ein
einziges Teilchen bewirkt werden, deshalb miissen (5.158a,b) auch fiir einzelne
Teilchen giiltig sein. Analog zu den Ensemble-Energien F7 und Es bezeichnen
wir mit E; und E; Teilchenenergien. Falls fiir die Energie F;(E;) jeweils
N;(N;) Zusténde zur Verfiigung stehen und davon n;(n;) bereits besetzt sind,
dann ist die Anzahl der Teilchen, die im Zeitintervall At vom Zustand 4 in
den Zustand j iibergehen

Visj = Ti—4Ny (N] + nj) At . (5.159&)

Der Unterschied zwischen Bosonen und Fermionen ist wichtig fiir die An-
zahl moglicher Endzusténde (N; £ n;). Nach dem oben Gesagten folgen Bo-
sonen dem ,,Herdentrieb“. Hier gilt das Pluszeichen. Fermionen kénnen nur
auf unbesetzte Zustdnde ,,gehen”, deshalb gilt fiir sie das Minuszeichen. Fiir
die Zahl von Teilchen, die von j nach i springen, gilt analog:

Visj = Tj—ily (Nl + nl) =Ti—j |:€Xp (—M)] Uz (Nl + ni) .
kT
(5.159b)

Hierbei wurde fiir das Ratenverhéltnis r;_,;/7,—; die Beziehung (5.158b)
angenommen. Im thermodynamischen Gleichgewicht miissen die Ubergangs-
raten fiir St6fse von 7 nach j mit denen von j nach i iibereinstimmen. Deshalb
folgt aus (5.159a) und (5.159b)

E;— E;
Ti—jN (Nj + nj) =Ti—j |:eXp <?/TJ):| n; (Nl + nz) . (5160)

Aus dieser Gleichgewichtsbedingung folgt

Wi Bi/ksT _ " B;/ksT 5.161
Ni :t_nie Njinje ( . )
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fiir jeden beliebigen Zustand ¢ oder j. Dies bedeutet, dass die Grofe

n

K:
N+tn

exp (E/ksT) (5.162)

flir alle Zustédnde bei fester Temperatur 7T eine Konstante K ist.

Wir haben deshalb die Indizes ¢ bzw. j weggelassen und mit F die Einteil-
chenenergie bezeichnet. Zu F gibt es N Zustdnde, von denen n besetzt sind.
Damit folgt aus (5.162) die relative Besetzungszahl n/N fiir das Einteilchen-
Energieniveau E, bzw. die Besetzungswahrscheinlichkeit w

—1
n L E/ksT
- — = F1 ) .1
w ( e (5.163)

Hier gilt das Minuszeichen fiir Bosonen und das Pluszeichen fiir Fermio-
nen.

Fiir Fermionen ist es zweckméfig, die Konstante K, die noch von der
Temperatur abhédngen kann, durch

K= exp (EF/kBT) (5164)

auszudriicken. Hierbei wird Er als Fermi-Energie bezeichnet. Mit dieser De-
finition schreibt sich die Besetzungswahrscheinlicht w fiir Fermionen
1
w:f(E):%:—. (5.165)
exp (Ek;‘?) +1

Diese sogenannte Fermiverteilung f(F) ldsst sich anschaulich sehr einfach
interpretieren, wenn man beriicksichtigt, dass Fermionen einen Quantenzu-
stand nur einmal besetzen diirfen.

Erinnern wir uns an das Problem ,,eingesperrter” Elektronen in einem 3D-
Potentialkasten (Abschn. 3.6.1). Dieses Modell beschreibt z. B. freie Leitungs-
elektronen in einem Modell. Wir hatten als Losung der Schrodinger-Gleichung
Wellen erhalten, die nur diskrete Wellenzahlen (3.68) im reziproken k-Raum
annehmen konnen (Abb. 3.5). Die Zustandsdichte dieser Zustdnde D(E) fiir
ein dreidimensionales Volumen stellt eine Wurzelfunktion D®)(E) o VE
(3.70) dar (Abb. 3.7). Sie gibt an, wie viele Zustédnde pro Volumen es bei der
Energie E (zu verschiedenem k und Spin) gibt.

Wie diese Zustande nun mit Elektronen besetzt sein kénnen, wird durch
die Fermi-Besetzungswahrscheinlichkeit f(E) geregelt. Die Dichte der besetz-
ten Zustande bei einer Einteilchenenergie E ist

n(E)=D® (E)f(E) . (5.166)

Bei der Temperatur 7' = 0 sind alle Elektronen auf ihren niedrigst mog-
lichen Energiezusténden, d.h. wegen des Pauli-Prinzips fiillen sie sukzessi-
ve von E = 0 her alle Zustédnde bis zu einer maximalen Energie Er auf
(Abb. 5.12a).
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Abb. 5.12a—c. Besetzung der elektronischen Zustédnde eines Elektronengases im
3D-Potentialkasten, dessen Zustandsdichte D® proportional zu E ist, nach der
Fermi-Statistik f(FE). a Fermi-Funktion f(E) bei T'= 0. b Elektronendichte n als
Produkt aus Fermi-Funktion f(E) und Zustandsdichte D® bei T = 0. ¢ Elektro-
nendichte n bei einer endlichen Temperatur T° > 0

Dies ist gerade die vorher definierte Fermi-Ernergie. Fiir verschwindende
Temperatur 7" = 0 ist deshalb offensichtlich, dass die Fermi-Besetzungswahr-
scheinlichkeit f(FE) eine Kastenfunktion, wie in Abb. 5.12a, sein muss. Un-
terhalb von Ep sind alle Zustédnde besetzt, d.h. f(E) = 1, oberhalb von Ep
sind die Zustédnde unbesetzt, d.h. f(E) = 0 fiir £ > Ep. Dies ist aber genau
der funktionale Verlauf, der sich fiir 7" — 0 aus (5.165) ergibt. Erhoht man
die Temperatur etwas, so werden Elektronen aus Zustdnden unterhalb Ey
in vorher unbesetzte Zustédnde oberhalb von Ep iibergehen, d.h. qualitativ
ergibt sich fiir die Dichte der besetzten Zustinde n = D) (E)f(E) bzw. fiir
die Besetzungswahrscheinlichkeit f(F) ein Verhalten wie in Abb. 5.12¢. Der
funktionale Verlauf der Fermi-Besetzungswahrscheinlichkeit f(E,T) wie wir
ihn qualitativ erwarten wiirden (Abb. 5.12¢) wird aber genau durch (5.165)
beschrieben, wie Abb. 5.13 zeigt. Die quantitative Darstellung von (5.165)
zeigt, dass die sogenannte Aufweichungszone der Fermi-Verteilung auf der
Energieachse eine Ausdehnung von etwa 4kpT hat. Um das in Abb. 5.13
dargestellte Verhalten der Fermi-Verteilung qualitativ einzusehen, betrachte
man in (5.165) den Grenzfall |E— Ex| > kgT. Fiir E < Ep hat die Exponen-
tialfunktion ein grofses negatives Argument und ist damit gegeniiber der Eins
im Nenner vernachlissigbar. Es folgt n = N oder f(F) = 1. Fir E > FEFp
wird die Exponentialfunktion sehr groft gegeniiber der Eins im Nenner und n
wird verschwindend klein. Die Schérfe des Ubergangs von f = 1 nach f =0
héngt von der Temperatur ab (Abb. 5.13).

Eine Herleitung der Fermi-Verteilungsfunktion (5.165) im allgemeinen
Kontext der Thermodynamik zeigt, dass die Fermi-Energie Fr nichts an-
deres als das chemische Potential pu, eins der wichtigsten thermodynamischen



178 5 Drehimpuls, Spin und Teilchenarten

1 Tr=Ep/kg=5 x 10*K
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Abb. 5.13. Besetzungswahrscheinlichkeit nach der Fermi-Statistik fiir verschiedene
Temperaturen 7" als Funktion der Einelektronenenergie E (bezogen auf Boltzmann-
Konstante k). Tr und Er sind Fermi-Temperatur bzw. Fermi-Energie

! Abb. 5.14. Vergleich
z o der klassischen Boltzman-
:, Fermi-Dirac, By = 4kT Verteilungsfunktion mit den
%’ Quantenstatistiken nach
%’ Bose-Einstein, 5 =0 Fermi-Dirac fiir Fermionen
i und nach Bose-Einstein fiir
2 Boltzmam Bosonen. g und Er (Fermi-
5 Energie) sind die jeweiligen
= chemischen Potentiale

0 Ll 1 1 I Ll 1 1 I Ll 11 L |-
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Energie pro kT

Potentiale ist. Aus (5.163) und (5.164) folgt fiir die Besetzungswahrschein-
lichkeit gp bosonischer Zusténde:

n 1

N exp (g—B_:,@) -1

Auch hier ist p das chemische Potential des sogenannten Bose-Gases. Der
Verlauf der Bose- (manchmal auch Bose-Einstein) Statistik und der klassi-
schen Boltzmann-Statistik ist in Abb. 5.14 dargestellt. Es ist naheliegend,
dass fiir grofe Energien E/kT (bei der Fermi-Statistik: E > FEp), wo die
Einteilchenniveaus nur schwach besetzt sind, die Teilchen auch im Raum
sehr verdiinnt sind, das unterschiedliche Verhalten von Bosonen und Fermio-
nen (bei hoher Verdiinnung gibt es viele zu besetzende Zusténde) keine Rolle
mehr spielt. Fermi- und Bose-Verteilung nidhern sich hier an die klassische
Boltzmann-Verteilung an.

Betrachten wir noch kurz eine wichtige Anwendung der Bose-Wahrschein-
lichkeitsverteilung. Photonen, die elementaren Teilchen des elektromagneti-
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schen Feldes (Kap. 8) haben ganzzahligen Spin £/ und sind damit Bosonen.
Wie wir spéter genauer diskutieren werden, entsprechen die beiden Spinori-
entierungen jeweils rechts- oder linkszirkularer Polarisation der Lichtwelle in
Bezug auf die Fortpflanzungsrichtung der Photonen (q-Vektor). Photonen als
Bosonen gehorchen der Bose-Statistik (5.167).

Damit kénnen wir ein klassisches Problem, das der Strahlungsdichte ei-
nes schwarzen Korpers beschreiben. Planck hat bei der Losung dieses Pro-
blems die Tiiren zur Entwicklung der modernen Physik, insbesondere der
Quantenmechanik, aufgestofsen. Die Frage ist, wie sind in einem Hohlraum,
in dem elektromagnetische Strahlung im thermischen Gleichgewicht mit den
Wanden existiert, die Wellenmoden, d. h. die Lichtfrequenzen w als Funktion
der Temperatur verteilt? Wenn dieser Hohlraum ein kleines Loch besitzt, so
wird er elektromagnetische Wellen entsprechend dieser Verteilung abstrah-
len, die sogenannte Hohlraumstrahlung oder Strahlung eines schwarzen Kor-
pers.

Wie fiir Elektronen, die eingesperrt sind in einen Potentialtopf (Ab-
schn. 3.6.1), haben wir im Hohlraum stehende elektromagnetische Wellen als
mogliche Schwingungszustédnde. Bei ,periodischen Randbedingungen (wie
bei Elektronen in Abschn. 3.6.1) nimmt ein Schwingungszustand im Raum
der Wellenzahlen ¢ daher ein Volumen V, = (27/L)? ein, wenn L die Kanten-
lainge des kubischen makroskopischen Hohlraums ist. Wie fiir elektronische
Zustdnde berechnen wir die Anzahl der méglichen Photonenzustédnde im re-
ziproken Raum der Wellenzahl ¢, indem wir das Volumen einer Schale (Dicke
dq) 47¢*dq durch das Volumen eines Zustands (2m/L)? dividieren. Wenn wir
auf das Volumen L? des Hohlraums beziehen, ergibt sich fiir die Anzahl még-
licher Photonenzusténde, d.h. Schwingungsmoden des elektromagnetischen
Feldes pro Volumen L? des Hohlraumes

2 s 2¢°
Z (q) dg = 4mq”dq/ (27)° = )’ dg . (5.168)

Hieraus errechnen wir die Zustandsdichte pro Volumen L3 und pro
Energie- bzw. Frequenzintervall (E = hw) mittels

D (hw) dw = Z (q) dq . (5.169)

Im Unterschied zu Elektronen, wo die Energie-Wellenzahlbeziehung durch
EF=h = % gegeben ist, gilt fiir Photonen die klassische Dispersionsbe-
ziehung w = ¢q mit ¢ als Lichtgeschwindigkeit. Damit folgt aus (5.168) und
(5.169) die Zustandsdichte

w?

Den ()= g

(5.170)

Die Strahlungsdichte des Hohlraumes ergibt sich aus der Zustandsdich-
te (5.170) multipliziert mit der Besetzungswahrscheinlichkeit gg(E = fw) fiir



180 5 Drehimpuls, Spin und Teilchenarten

Abb. 5.15. Plancksche Strahlungs-
energiedichte S eines schwarzen Kor-
— /\ pers fiir verschiedene Temperaturen
S gJ als Funktion der Wellenliange A\ der
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Bosonen. Wir miissen noch beriicksichtigen, dass jeder Photonenzustand ge-
kennzeichnet durch einen Wellenvektor q im reziproken Raum zwei verschie-
dene Spinzusténde, links und rechts zirkular polarisierte Welle, enthélt. Da-
mit folgt fiir die Strahlungsenergiedichte des Hohlraumes

S (hw) = 2g (hw) Dpp () fiw - (5.171)

Hierbei wurde dem einzelnen Photon natiirlich die Teilchenenergie hw
(Abschn. 2.1) zugeordnet. Beziehen wir in der Bose-Verteilung (5.167) die
Einteilchenenergien F = hw auf einen Energienullpunkt p = 0, so ergibt sich
fiir die Strahlungsenergiedichte eines Hohlraumes im thermischen Gleichge-
wicht
hw? 1
m2c3 exp (hw/kpT) — 1 °

Dies ist die beriithmte Plancksche Strahlungsenergiedichte, die angibt, mit
welcher Strahlungsdichte (in Abhéngigkeit von der Temperatur T') ein idealer
»schwarzer Korper“ elektromagnetische Strahlung emittiert (Abb. 5.15).

S (hw) =

(5.172)

5.6.4 Der Elementarteilchenzoo

Wir haben gesehen, dass es aufgrund des inhédrenten Spinfreiheitsgrades zwei
Teilchenarten gibt, Fermionen und Bosonen, mit verschiedenem Verhalten be-
ziiglich der Besetzung von Einteilchenzustédnden (Besetzungsstatistik). Was
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wissen wir heute generell {iber die Anzahl und die Eigenschaften existieren-
der Teilchen, die den Gesetzen der Quantenmechanik gehorchen? Wahrend
zu Beginn des zwanzigsten Jahrhunderts, als die Quantenmechanik Schritt
fiir Schritt entwickelt wurde, nur das Elektron und das Proton und Neutron,
letztere beiden Teilchen als Konstituenten des Atomskerns, als elementare
Teilchen bekannt waren, hat die Elementarteilchenphysik seit 1970 ein klares
Bild von der Teilchenvielfalt entstehen lassen, das im sogenannten Stan-
dardmodell seine vorldufige Abrundung erfahren hat.

Wir wollen an dieser Stelle, ohne in die Tiefe zu gehen, nur kurz einige
Aussagen des Standardmodells iiber die uns bekannten Elementarteilchen
darstellen [6]. Dies soll nur eine bessere Vorstellung davon vermitteln, bis
in welche Tiefe hinab wir heute den Aufbau der Materie verstehen, und auf
welche Dinge wir die allgemeinen Gesetze der Quantenmechanik anwenden.

Zwei fundamentale Aussagen in diesem Zusammenhang folgen aus der
speziellen Relativitatstheorie, zum einen, dass Masse und Energie dquivalent
sind, zum anderen, dass es zu jedem Teilchen ein Antiteilchen gibt. Beide
Aussagen, die Aquivalenz von Masse und Energie und die Existenz von Anti-
materie sind mittlerweile durch eine Vielzahl experimenteller Fakten belegt.

Zur ersten Aussage sei kurz in Erinnerung gerufen, dass sich der relativisti-
sche Impuls p eines Teilchens der Masse m, das sich mit der Geschwindigkeit v
bewegt, darstellt als (Lichtgeschwindigkeit c¢)

B mu
P= A

Man beachte, fiir v2/c? < 1 ergibt sich die klassische Form mv des Impul-

ses. Berechnet man mit (5.173) die Arbeit W, die eine Kraft F' verrichtet, um

einen Korper auf die Geschwindigkeit v zu bringen, so folgt (ohne in Details
der Rechnung zu gehen)

(5.173)

mc2 mv2
W= | Fder= | pdt = ———=— ~mc® + — . 5.174
/ P V1—v2/c? 2 ( )

Der zweite Term in (5.174) stellt die klassische kinetische Energie des Teil-
chens dar, wihrend der erste Term eindeutig einem massiven Korper, einem
Teilchen, eine Ruheenergie E = mc? zuordnet. Masse und Energie sind fqui-
valent, sie lassen sich ineinander umwandeln. Wie dies geschehen kann, sagt
die berithmte Einsteinsche Gleichung E = mc? nicht. Mechanismen der Um-
wandlung wurden erst durch die relativistische Quantenfeldtheorie (Kap. 8)
beschrieben. Dennoch erkennen wir, elementare Teilchen miissen nicht ewig
existieren, sie konnen sich prinzipiell nach einer endlichen Lebensdauer in
Energie und diese wieder in ein Teilchen verwandeln. Ein Teilchen, das sich
in ein anderes umwandelt, muss natiirlich eine grofere Masse als das End-
produkt haben, denn sonst wire der Energiesatz verletzt.

Auferdem hat es sich in der Elementarteilchenphysik eingebiirgert, die
Ruhemassen m elementarer Teilchen iiber E = mc? durch Energie aus-
zudriicken. Dabei erweist sich die GeV (= 107 eV)-Skala als eine brauchbare
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Grofenordnung. Aus (5.173) und (5.174) leiten wir die relativistische Energie-
Impulsbeziehung fiir ein Teilchen her:

1
E? — P = = (m2c* — m2c2?) = m2c*
E% = p? + m2ct . (5.175a)

Diese Gleichung hat Losungen mit positiver und negativer Energie
E = ++/c2p? + m2c* . (5.175b)

Dirac hat diese Losung zum ersten Mal als realistisch angesehen und sie
»ernst genommen, statt die negative Losung als unphysikalisch abzutun.
Er postulierte fiir jedes Elektron bzw. allgemeiner Fermion, ohne auf das
Ungewohnte und Unanschauliche der Vorstellung Riicksicht zu nehmen, die
Existenz eines bei negativen Energien mit Teilchen vollbesetzten Vakuum-
grundzustandes (Abb. 5.16), den sogenannten Dirac-See. Im Vakuum sind
die Zustadnde positiver Energie leer. Die Besetzung des Dirac-Sees mit £ < 0
wird nach der Fermi-Statistik geregelt, sodass jeder Einteilchenzustand unter
Berticksichtigung des Spin-Freiheitsgrades nur einmal (bei Spin-Entartung
zweimal) besetzt sein darf. Das Vorhandensein eines Elektrons im Vakuum
bedeutet die Besetzung eines Zustandes positiver Energie. Dieses Bild des
Vakuumzustandes ist vollig analog zu dem eines Halbleiters mit voll besetz-
tem Valenzband und leerem Leitungsband. Das Vakuum enthélt im Dirac-
Bild eine unendliche negative Ladung. Dieses intuitiv schwer versténdliche
Bild fiihrt nicht zu Widerspriichen, weil die vollstandig besetzten Zustdnde
negativer Energie grundsétzlich unbeobachtbar sind. Elektronen bei £ > 0
kénnen nicht mit solchen bei £ < 0 wechselwirken, weil nach dem Pauli-
Prinzip bei E < 0 keine besetzbaren Zusténde zur Verfligung stehen. Fiihren
wir aber dem Vakuumzustand eine Minimalenergie von 2mc? [2mal Ruhe-
energie eines Elektrons, (5.175b) mit p = 0] zu, so kann ein Teilchen von
E = —mc® auf E = mc? angeregt werden, oder anders interpretiert, im
Dirac-See wird bei E = —mc? ein freier Zustand (Loch) geschaffen und ein
Teilchen bei E = mc?, ein freies ruhendes Elektron erzeugt. Der entstandene
freie Zustand im Dirac-See wird als Antiteilchen zum Elektron interpretiert.
Es hat gleiche Masse und entgegengesetzte Ladung. Dieses Antiteilchen zum
Elektron trigt deshalb den Namen Positron. Es wurde 1932 von C.D. An-
derson in der Hohenstrahlung entdeckt [7], eine glinzende Bestétigung der
Diracschen Vorstellung von Antimaterie. Das Bild ist heutzutage nicht nur
fiir Elektronen, sondern fiir alle Fermionen giiltig. Wir gehen hier nicht auf
die Verallgemeinerung auf Anti-Bosonen ein.

Da das Elektron eine Ruhe (Masse)-Energie von etwa 0,5 MeV besitzt,
kann der beschriebene Prozess der Elektron-Positron-Erzeugung nur bei
Energien oberhalb von 2mc? ~ 1MeV stattfinden, d.h. bei Energien, die
im Festkorper keine Rolle spielen. Wir kénnen generell sagen, dass Prozesse
der Teilchenumwandlung, der Vernichtung oder Entstehung, so hohe Energie,
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E Abb. 5.16. Schematische Darstel-
lung des Dirac-Sees fiir relativistische
Elektronen der Masse m. Negative
Zustinde mit mc? < 0 sind bei Vor-
liegen des Vakuumzustandes besetzt
und Zustinde mit mc? > 0 leer. Ein
mc? ° einzelnes Elektron im Vakuum bedeu-
tet Besetzung eines Zustandes mit po-
sitiver Energie, so wie hier dargestellt
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nimlich mindestens mc? beinhalten, dass sie fiir die Festkérperphysik (abge-
sehen von instabilen radiaktiven Kernen) irrelevant sind. Zum Studium der
Prozesse zwischen Elementarteilchen braucht man Teilchenbeschleuniger, die
Teilchen bis weit in den GeV-Energiebereich beschleunigen.

Dennoch sei kurz beschrieben, welche elementaren Teilchen wir heute ken-
nen, welche Bedeutung sie beim Aufbau der Materie haben und wie sie sich
in die Kategorie Fermionen oder Bosonen einordnen.

Wie schon zu Beginn des 20sten Jahrhunderts gilt auch heute noch, dass
fiir die uns umgebende Materie unter irdischen Bedingungen, so wie sie in
Kristallen, Fliissigkeiten, Gasen, in Halbleiternanostrukturen und in biolo-
gischen Systemen auftritt, lediglich Elektronen, Protonen und Neutronen,
allesamt Fermionen, wichtig sind. Protonen, zusammen mit Neutronen bau-
en den Atomkern auf, der von Elektronen in der Atomhiille umgeben ist.
Wahrend der Kern fast die gesamte Masse des Atoms trégt, bestimmt die
elektronische Hiille weitgehend die Ausdehnung der Atome (Kerne: 10~ cm,
Hiille: 1078 cm). Elektronen und Protonen sind dabei die einzigen Teilchen,
denen wir mit ziemlicher Sicherheit eine unendliche Lebensdauer zuschrei-
ben.

Wahrend jedoch das Elektron sich immer wieder als elementares, nicht
zusammengesetztes Teilchen zeigt, hat man in Streuexperimenten mit Pho-
tonen hoher Energie (v-Teilchen) gefunden, dass die Nukleonen Proton und
Neutron aus jeweils drei Unterteilchen zusammengesetzt sein miissen. Da Pro-
ton und Neutron Fermionen sind, miissen die sie konstituierenden Teilchen,
drei an der Zahl, nach Abschn. 5.6.2 auch Fermionen sein. Ferner muss ihre
elektrische Ladung, jeweils {iber drei Teilchen addiert, entweder die elektro-
nische (positive) Elementarladung des Protons ey oder die Ladung Null des
Neutrons ergeben.

Mehrere Jahrzehnte Elementarteilchenphysik haben diese elementaren
Bestandteile der Nukleonen als wirklich elementar, so wie das Elektron, iden-
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tifiziert. Diese Teilchen tragen den Namen Quarks, was nichts mit dem deut-
schen Weichkése ,,Quark” zu tun hat; ihr Name wurde von ihren ,,Erfindern®,
Gell-Mann und Zweig dem Roman ,,Finnegans Wake* von James Joyce ent-
nommen.

Damit ergibt sich aus jahrzehntelanger Teilchenforschung, dass Materie
aus zwei Sorten wirklich elementarer Teilchen (punktférmig vorzustellen)
aufgebaut ist, den Leptonen (hentdc = leicht), wie das Elektron und den
Quarks. Beide Typen von Grundbausteinen sind Fermionen mit halbzahli-
gem Spin. In Tabelle 5.1 sind alle uns bekannten Leptonen und Quarks zusam-
mengestellt. Auch die elementaren Teilchen, wie die Leptonen kénnen ganz
verschiedene Lebensdauern haben; wihrend das Elektron stabil ist (¢t = o),
leben p und 7 nur kurz, ndmlich 2,2 - 1075 s(u) bzw. 2,9 - 1073 s(7). Sowohl
Leptonen als auch Quarks treten in Paaren auf, in Tabelle 5.1 jeweils durch
Klammern zusammengefasst, z. B. das Elektron e mit seinem Neutrino v,
(Ladung 0, Spin %, Masse wesentlich kleiner als die des Elektrons < 3eV). Es
gibt drei Familien oder Sorten (engl. Flavour) von Leptonen und analog von
Quarks, die sich durch wachsende Ruhmassen ihrer Teilchen unterscheiden
(Tabelle 5.1). Die erste Familie der Quarks, zugeordnet der Leptonenfami-
lie (e,ve), besteht aus den beiden Quarks u (genannt up) und d (genannt
down). Diese beiden Quarks mit den Massen (Ruhenergien) von jeweils etwa
0,3 GeV sind nach unserem bisherigen Wissen die Teilchen, die als Dreier-
kombination (uud) das Proton bzw. (udd) das Neutron aufbauen. Aus den
dem wu- und dem d-Quark zugeschriebenen elektrischen Ladungen von %eo
bzw. f%eo erkldren sich die Ladungen +ey und 0 fiir Proton und Neutron.
Obwohl experimentell wegen der Streuexperimente mit hochenergetischen -
Photonen kein Zweifel an der Dreifachunterstruktur der Nukleonen Proton
und Neutron besteht, wurden Quarks nie als Einzelteilchen frei beobachtet.
Die Theorie des Standardmodells (siehe weiter unten: Chromodynamik) ist
dem entsprechend so geartet, dass die anziehende Kraft zwischen Quarks
bei Vergroferung des Abstandes zunimmt und im Grenzfall gegen Unend-
lich strebt (Quark-Confinement), ganz im Gegensatz zu der uns vertrauten
Coulombkraft zwischen zwei elektrisch geladenen Teilchen (Elektron, Pro-
ton).

Schon bevor das Quarkmodell als eine realistische Beschreibung der Natur
ernst genommen wurde, war man zu der Ansicht gekommen, dass die beiden
Nukleonen Proton und Neutron, nicht nur wegen ihrer dhnlichen Masse (ca.
0,94 GeV), als zwei quantenmechanische Zusténde |p) und |n) ein- und dessel-
ben Teilchens aufgefasst werden kénnen. Da wir mittlerweile wissen, dass sich
die meisten so genannten elementaren Teilchen ineinander umwandeln, wenn
nur die Energiebilanz und einige andere Regeln erfiillt sind, beschreiben wir
Teilchen durch quantenmechanische Zustédnde, dhnlich wie Wellenfunktionen
eines Elektrons, in der Dirac (bra-ket)-Schreibweise. Das Bild ist: Materie
und Energie konnen gewisse quantenmechanische Zustédnde, ndmlich die der
Elementarteilchen annehmen. Die Nukleon-,, Wellenfunktionen* oder Zustan-
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Tabelle 5.1. Die drei Familien (Sorten, Flavour) elementarer Fermionen mit Spin
h/2: Die Leptonen (e), Myon (u), Tau-Teilchen mit ihren Neutrions ve, vy, v> und
die Quarks up (u), down (d); charm (c), strange (s); top (), bottom (b). Die Mas-
sen, soweit sie bekannt sind, sind in der Einheit GeV (m = E/c?) in eckigen Klam-
mern angegeben. Man beachte, dass sich die Ladung der Teilchen in den runden
Klammerns jeweils um AQ = eo unterscheidet. Zu jedem Teilchen existiert ein
Antiteilchen mit gleicher Masse und entgegengesetzter elektrischer Ladung (@ zu wu,
C ZU ¢, Ue ZU Ve USW.)

3 Sorten bzw. Familien ( Flavour ) Ladung (e,)
o N\
Leptonen Ve Vi Vr B
(Fermionen) | g[o,5x10°] p [0,106] r [1,78] 1 AQ=es
Quarks u [0, 33] c[1,5] t [‘7] 2/3
(Fermionen) | , [0’33] s [0,45] 5[4,9] 3 AQ =eo

de schreiben sich damit

|p) = |[uwd) fiir das Proton, (5.176a)
[ny =|udd) fir das Neutron. (5.176b)

Wir wollen festhalten, dass die uns umgebende Materie unter irdischen
Bedingungen, von Mikro-Kelvin bis zu einigen tausend Kelvin, nur die erste
Familie von Leptonen (e, v.) und Quarks (u, d) als konstituierende Elementar-
teilchen enthélt. Hierbei kénnen wir uns im Rahmen der Physik der konden-
sierten Materie bis hin zur Biologie, auf die elementaren Teilchen Elektron,
Proton und Neutron beschrianken, die das Atom aufbauen. Quarks als Bau-
steine von Proton und Neutron werden uns wegen des ,,Quarks-Confinements*
in der Natur niemals einzeln begegnen.

Wir wollen dennoch kurz Einiges schildern, was die Elementarteilchen-
physik weiter an Erkenntnissen iiber Teilchen unter ungewdhnlichen Bedin-
gungen, in Teilchenbeschleunigern (CERN, DESY, Fermi-Lab, etc.) oder bei
kosmologischen Ereignissen, Urknall, Supernova, etc. gewonnen hat. Die Ex-
perimente an Beschleunigern beinhalten die Beobachtung von Streuprozessen
hochbeschleunigter Teilchen, z. B. Protonen oder Elektronen an anderen Teil-
chen (Targets), wiederum Protonen, Neutronen, etc. Bei gewissen Energien
E = mc? treten dann in einem bestimmten Energiebereich AE = (Am)c?
besonders viele Streuprozesse auf, eine bandenartige spektrale Struktur er-
scheint und man schliefit auf die Existenz eines so genannten Elementarteil-
chens mit endlicher Lebensdauer t. Aus der Energie, bei der die spektrale Ban-
de auftritt, kann man auf die Masse m = E/c? des Teilchens schliefen. Die
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Tabelle 5.2. Einige wichtige Hadronen: Baryonen bestehen aus drei Quarks, Me-
sonen aus einem Quark und Antiquark. Fiir die uns umgebende Materie sind nur
Proton |p) und Neutron |n) wichtig. Die Bezeichnung der Quarks u,d, s ist in Ta-
belle 5.1 angegeben. Ladung, Masse und Lebensdauer sind experimentelle Werte

Quark-Inhalt Ladung (e))|Masse (GeV)| Lebensdauer (s)
Baryonen |qqq> |uud > = | p) +1 0,9383 o0
( Fermionen )
|udd)=|n) 0 0,9396 887
|uunt)y =A%) +2 1,232 ~ 5,5x10%
|uds) =| A) 0 1,116 2,6x10-10
Mesonen |g4) | |ud)=|n") +1 0,1396 2,6x10
(Bosonen ) -

(|dd)—|uir))/rz =|=")] o 0,1349 8.4x107
|di)=|n") -1 0,1396 2,6x10°%
|ds) = | K°> 0 0,4977 8,3x10-1!
us) =|K*) +1 0,4937 1,24x10°8

energetische Breite AE = (Am)c? der beobachteten spektralen Verteilung
der Streuereignisse definiert eine Massenunschérfe des elementaren Teilchen
und damit tiber die Unschérferelation tAE ~ 7 (3.23) eine Lebensdauer ¢ des
Teilchens, oder anders ausgedriickt einer Anregung im Elementarteilchen-
spektrum. Bei kurzlebigen Elementarteilchen spricht man deshalb auch von
Resonanzen.

Auf diese Weise hat sich folgende Vorstellung entwickelt, dass neben den
Leptonen (Tabelle 5.1) eine Klasse von aus Quarks aufgebauten Elementar-
teilchen existiert, die man als Hadronen (adp6c = grofs) bezeichnet (Tabel-
le 5.2). Hierbei gibt es wiederum zwei Typen von Hadronen, ndmlich welche,
die aus drei Quarks aufgebaut sind, die Baryonen (Bopic = schwer) |gqq)
und solche, die aus Quark und Antiquark bestehen, die Mesonen (uecoc =
mittel) |g7). Baryonen, bestehend aus drei fermionischen Quarks, sind na-
tiirlich Fermionen, wahrend Mesonen mit zwei Quarks Bosonen sind. Warum
Quarks nur diese beiden Klassen von zusammengesetzten Elementarteilchen
aufbauen, werden wir gleich plausibel machen.

In Tabelle 5.2 sind einige wichtige Hadronen, Baryonen und Mesonen
mit ihrem , Quark-Inhalt® zusammengestellt. Es wird unterschieden zwi-
schen Baryonen und Mesonen, die nur aus der ersten Familie (Flavour) von
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u- und d-Quarks (Konstituenten der uns umgebenden Materie) bestehen und
solchen, die auch charm (c¢), strange (s) bzw. top (¢) und bottom (b) Quarks
enthalten. In die erste Kategorie fallen die uns wohlbekannten Nukleonen
|p) und |n), Proton und Neutron. Nur das Proton ist stabil. Wahrend das
Neutron eine endliche Lebensdauer (887s) in Kernreaktionen hat. In den
meisten Atomkernen lebt es unendlich lange, weil mogliche Zerfallsprodukte
(Kerne) eine grofiere Masse hitten (Widerspruch zum Energiesatz). Hierbei
ist entscheidend, dass die Bindungsenergie der Kerne sich als Massendifferenz
ausdriicken l&sst.

Das A*T*-Baryon (A-Resonanz) mit zweifach positiver Ladung ist extrem
kurzlebig mit einer Lebensdauer von ca. 5,5 - 10~?*s. Die Lebensdauern der
verschiedenen Baryonen streuen also iiber einen extrem weiten Bereich von
Unendlich bis zu 1072*s. Entsprechend der Zusammensetzung aus jeweils
drei Quarks der ersten Familie liegt die Masse dieser Hadronen bei ca. 1 GeV.
Geringe Unterschiede erkldren sich durch die verschiedenen internen Wech-
selwirkungen (Masse = Energie).

Bei den Mesonen ist bemerkenswert, dass Teilchen gleicher Masse, aber
entgegengesetzter elektrischer Ladung, wie die m-Mesonen |7%) und |77),
Teilchen und Antiteilchen |ud) bzw. |da) darstellen.

Eine genauere Analyse der experimentell beobachteten ATTResonanz
(|A*TT)Baryon, Tabelle 5.2) zeigte, dass dieses Elementarteilchen den Spin
%h hat, d.h. sein quantenmechanischer Zustand, einschlieflich der Spinwel-
lenfunktion, muss dargestellt werden als

|ATH) = Juwu) [117) . (5.177)

Nimmt man an, dass der Bahndrehimpuls der Quarks im Grundzustand
verschwindet (s-Zustand), so fiihrt die Darstellung (5.177) zu einem Wider-
spruch zum Pauli-Prinzip, sollte |A**) wirklich ein Fermion sein. Vertau-
schen zweier Quarks fithrt den Zustand in sich selbst iiber, d. h. der Zustand
|ATT) wiire symmetrisch gegeniiber Vertauschung zweier Teilchen und damit
nicht fermionisch. Dieser Widerspruch und eine Reihe anderer Argumente
fiihrte die Elementarteilchenphysiker zu einer véllig neuen Annahme: Alle
Quarks haben zusétzlich zum Spin ein weiteres inharentes Unterscheidungs-
merkmal, das bisher in der Physik nicht bekannt war. Bisher hatten wir die
Merkmale Masse, Ladung (plus und minus) sowie Spin (halb- und ganzzah-
lig) zur Charakterisierung eines Teilchens. Fiir Quarks miissen wir also neben
Masse, Ladung (%eo und —%e) und Spin noch eine weitere interne Quanten-
zahl fordern, die aber nicht nur zwei sondern drei diskrete Werte annehmen
kann.

Mittels dieser ,,Dreifaltigkeit® lasst sich erkldren, warum Quarks nur die
beiden Hadronenarten, Bayronen |¢qq) und Mesonen |¢g) bilden kénnen.

Physiker haben kiinstlerische Phantasie, deshalb haben sie diese neue
Quarkeigenschaft ,Farbe* genannt. Rot (R), Griin (G) und Blau (B) als
Elementarfarben ergéinzen sich in der Uberlagerung zum neutralen Weif. So
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wie positive und negative elektrische Ladung und ebenso entgegen gesetzte
Spins sich zu null addieren, addieren sich in dieser Dreifaltigkeit R, G, B die
drei Farben zu ,,Null“, dem Weifs. Wenn also ein u, d, s oder c-Quark in drei
Farben vorkommt, dann miissen die allgemeinsten Zusténde der Hadronen je-
weils durch Uberlagerung der R, G, B-Wellenfunktionen beschrieben werden,
ahnlich wie wir es fiir Spinwellenfunktionen (5.120) kennengelernt haben.

Fiir ein bosonisches Meson des Typs |¢q) lautet also die allgemeinste Uber-
lagerung der drei Farbzustinde

lag) = 1 (|RR) + |GG) + |BB)) , (5.178)
V3
wobei der Vorfaktor 1/ \/§ die Normierung des Zustandes bewirkt.

Die Darstellung (5.178) ist symmetrisch gegeniiber Vertauschung zwei-
er Teilchen R <~ G bzw. R < B oder G « B, was fiir eine Boson |¢q)
verlangt wird. Ferner ist die Superposition der verschiedenfarbigen Quarks
neutral weif; alle drei Farben kommen in den Mesonen zu gleichen Teilen vor.
Man spricht von einem Farb-Singulett, so wie ein System von zwei Teilchen
mit entgegen gesetzten Spins, die sich kompensieren, als Singulett bezeichnet
wird.

So wie in der Natur elektrisch geladene Teilchen im Zustand niedrigs-
ter Energie bevorzugt neutrale Systeme wie Atome bilden, streben farbige
Quarks offenbar farbneutrale (weifie) Zustinde (Singuletts) wie in Mesonen
des Typs (5.178) an. Wie konnen antisymmetrische, farbneutrale (Singulett)-
Zusténde fiir fermionische Baryonen des Typs |qqq) gebildet werden? Eine
kurze Uberlegung zeigt, dass dies nur durch folgende Darstellung eines Ba-
ryonenzustandes geschehen kann:

lgqq) = % (|RGB) — |RBG) + |BRG) — |BGR) + |GBR) — |GRB)) .

(5.179)

Dieser Zustand ist wiederum farbneutral, also ein Farbsingulett (alle Far-
ben kommen gleich oft vor), aber bei Vertauschung zweier verschieden far-
biger Quarks dndert er sein Vorzeichen. Der Zustand beschreibt ein Fermi-
on, wie verlangt flir Baryonen. Man sieht sofort, dass durch Hinzunahme
der Farbe als weiterer Quantenzahl eines neuen inneren Freiheitsgrades fiir
Quarks das Problem der Darstellung (5.177) fiir die A™* Teilchenresonanz
gelost wird. Wahrend |[ATT) in (5.177) symmetrisch gegeniiber Vertauschung
zweier Quarks reagiert, fithrt die Ersetzung von |uuu) in (5.177) durch eine
farbzerlegte Superpositionsdarstellung (5.179) zu einem antisymmetrischen
Zustand, so wie es fiir das Fermion A™" verlangt wird.

Die Existenz eines neuen inneren Freiheitsgrades mit drei Einstellungen
(Farben) fiir Quarks erklért alle bisher beobachteten Hadronen und deren
Eigenschaften bei Streuprozessen in einem Energiebereich zwischen 100 MeV
und 1TeV. Es sei noch einmal ausdriicklich darauf hingewiesen, dass nur
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Quarks Farbe haben. Fiir Leptonen gibt es diesen inneren Freiheitsgrad mit
drei Einstellungen R, G, B nicht.

Entsprechend den unterschiedlichen fundamentalen Teilchen existieren
auch verschiedene Wechselwirkungen zwischen Elementarteilchen:

— Die elektroschwache Wechselwirkung beinhaltet zwei in der klassi-
schen Physik, bei niedrigen Energien, getrennt auftretende Wechselwir-
kungen. Einerseits ist sie die Ursache fiir die zwischen elektrisch geladenen
Teilchen auftretende Coulomb-Kraft. Hierbei ist die elektrische Ladung
der Ursprung des die Kraft vermittelnden elektrischen Feldes. Anderer-
seits ist diese Wechselwirkung aber auch im Spiel bei Teilchenumwandlun-
gen wie dem radioaktiven 8-Zerfall (n — p + e + 7,.). Sie koppelt also bei
geniigend hoher Energie sowohl an Leptonen (e, 7.) wie auch an Quarks
(In) = ludd), |p) = [uud)) an.

— Die starke Wechselwirkung wirkt nur zwischen Quarks, und dies nur
auf sehr kurzen Lingenskalen (<1073 c¢m). In gréReren Abstéinden ist sie
nicht merkbar (Quark-Confinement). Sie ist urséchlich mit dem Merkmal
»Farbe* der Quarks verkniipft, so wie die Coulomb-Kraft auf die elektri-
sche Ladung zuriickzufiihren ist. Die starke Wechselwirkung bindet zwei
oder drei Quarks in Mesonen bzw. Baryonen wie Proton und Neutron.
Thre Aufienwirkung (Quadrupol und héhere Momente) iiber den Proton-
und Neutronradius hinaus ist auch verantwortlich fiir die Bindung von
Protonen und Neutronen in Atomkernen. Sie ist also die lange unverstan-
dene Kernkraft, die Atomkerne zusammenhélt.

— Die Gravitation ist die anziehende Kraft, die zwei Koérper ausschliefslich
aufgrund ihrer Masse aufeinander ausiiben. Sie ist im Allgemeinen nur zu
beobachten, wenn die elektroschwache Wechselwirkung, die viel starker
ist, wegen elektrisch neutraler Partikel (oder Sternen) nicht beobachtbar
ist.

Hier nun miissen wir mehr anschaulich schildern, was eine quantenmecha-
nische, gemeinsame Theorie der Teilchen und Felder (Quantenfeldtheorie,
Kap. 8) gezeigt hat: Wechselwirkungen zwischen Teilchen (klassisch durch
Felder beschrieben, wie das elektrische £-Feld) kommen durch Austausch
von Teilchen (Feldquanten) zustande. Dies ist in Abb. 5.17a grob klassisch
veranschaulicht, Ein Teilchen (1) bewege sich geradlinig mit dem Wellenvek-
tor kg und sende am Ort A, z.B. durch Zerfall in ein anderes Teilchen, ein
Feldquant w aus, das bei B von einem anderen Teilchen (2) absorbiert wird.
Emission von w bewirkt auf Teilchen (1) einen Riicksto und éndert seinen
Wellenzahlvektor von kg nach k. Andererseits fiihrt die Absorption des Feld-
quants w durch Teilchen (2) zu einer Impuls(Richtungs)-Anderung von k¢
nach k’. Dieser Austausch eines Feldteilchens zwischen den beiden Teilchen
(1) und (2) ldsst sich also auffassen als eine Wechselwirkung zwischen (1)
und (2), die bei einer Streuung nahe A und B zu einer Richtungséinderung
sowohl von Teilchen (1) als auch von (2) fiihrt. Wissen wir nichts von dem
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Abb. 5.17a—c. Darstellung der Wechselwirkung zweier Teilchen durch Austausch
eines dritten Teilchens, eines Feldquants, durch sog. Feynman-Graphen. a Allgemei-
ne Formulierung der Streuung zweier Teilchen (1) und (2) mit Wellenvektoren ko
und k’o unter Austausch eines Feldquants w. Die Coulomb-Streuung zweier Elektro-
nen aneinander wird hierbei durch Photonen als Feldquanten vermittelt. b §-Zerfall
eines Neutrons n in ein Proton p. Wahrend der Umwandlung n — p wird ein W™ -
Boson ausgesendet, das in ein Elektron e und ein elektronisches Antineutrino e
zerféllt. ¢ Darstellung des (-Zerfalls in b) im Quark-Bild. Der Prozess wird durch
Umwandlung eines d-Quarks in ein u-Quark unter Aussendung des W™ -Bosons
verstanden

Austausch eines Feldquants, so stellt sich der Prozess als Wechselwirkung
(Streuung) zwischen Teilchen (1) und (2) dar, der klassisch durch ein Feld
vermittelt wird.

Die oben beschriebenen Wechselwirkungen zwischen den elementaren Fer-
mionen, Leptonen und Quarks, werden also durch eine andere Art elementarer
Teilchen, den Feldquanten, allesamt Bosonen mit Spin +A vermittelt.

Die Coulomb-Kraft zwischen geladenen Teilchen, z. B. zwei Elektronen
oder Elektron und Proton im Atom, klassisch beschrieben durch das elek-
trische Feld, wird durch Austausch von Photonen beschrieben. Photonen
haben verschwindende Masse, den Spin +A und eine unendliche Lebens-
dauer.

Die schwache Wechselwirkung, die eine Kopplung zwischen Quarks und
Leptonen bewirkt und somit den S-Zerfall (n — p + e + ) beschreibt, wird
durch schwere WE-Bosonen vermittelt. Diese Teilchen haben eine Ladung
+ eg, einen Spin £/ und eine kurze Lebensdauer von 3,1-1072% s. Mit Hilfe des
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W ~-Bosons wird z.B. der -Zerfall durch die Umwandlung eines d-Quarks
im Neutron in ein u-Quark (Resultat: ein Proton |uwd)) und gleichzeitiger
Aussendung des W~-Bosons erklért; dieses Boson zerfillt dann in die End-
produkte e und 7, (Abb. 5.17c).

Quarks werden in den Hadronen |qgqq) durch den Austausch von soge-
nannten Gluonen (glue = engl. Leim) zusammengehalten. Gluonen sind
masselos wie Photonen, sie haben den Spin +# (Bosonen) und zusétzlich den
Freiheitsgrad Farbe (R, G, B) wie die Quarks selbst. Dies ist der Unterschied
zur Coulomb-Kraft; die sie vermittelnden Teilchen, die Photonen, tragen kei-
ne elektrische Ladung.

Dem gegeniiber tragen die Feldquanten der starken Wechselwirkung selbst
die Farbeigenschaft, die den durch sie gekoppelten Fermionen, den Quarks
zukommt. Man nennt die Theorie der starken Wechselwirkung (Kopplung
von Quarks durch Gluonen) Chromodynamik (ypépoc = Farbe), in Analo-
gie zur Quantenelektrodynamik, die die Coulomb-Wechselwirkung zwischen
elektrischen Ladungen durch Photonen beschreibt.

Im Gegensatz zu den bisher betrachteten elementaren Wechselwirkungen
zwischen Teilchen ist es bis heute nicht gelungen, eine quantentheoretisch
fundierte Theorie der Gravitationswechselwirkung zwischen Massen aufzu-
stellen. Dennoch glaubt man, dass in Analogie zu den Mechanismen der elek-
troschwachen und der starken Wechselwirkung (Quarks, Gluonen) die Gra-
vitation auch durch Feldquanten vermittelt wird. Man hat die Feldquanten
(Teilchen) im Experiment zwar noch nicht entdeckt, aber man hat ihnen den
Namen Gravitonen gegeben. Warten wir ab, ob sie existieren?

AbschlieRend sei noch einmal betont, dass hier nur ein kurzer Uberblick
iiber die uns bisher bekannten Elementarteichen, bzw. Zustdnde der Ma-
terie (Feld)-Realitét gegeben wurde. Tiefergehende Theorien iiber die ent-
sprechenden Wechselwirkungen, wie die Quantenelektrodynamik oder die
Chromodynamik basieren natiirlich auf den allgemeinen Gesetzen der Quan-
tenmechanik (Teilchen-Welle-Dualismus, Hilbert-Raum, Unschérfe-Relation,
etc.), sind aber im Gegensatz zur hier behandelten Theorie im Rahmen der
Schrédinger-Gleichung relativistisch. Bei Teilchenreaktionen untereinander,
z.B. Umwandlungen von Quarks, sind so hohe Energien im Spiel, dass die
entsprechenden Teilchengeschwindigkeiten nicht mehr gegeniiber der Licht-
geschwindigkeit ¢ vernachléssigt werden kdnnen.

Wenn wir uns jedoch wie in diesem Buch auf Phdnomene in kondensier-
ter Materie, insbesondere auch auf Nanostrukturen und deren elektronische
Eigenschaften konzentrieren, dann reicht es aus, die nichtrelativistische For-
mulierung der Quantenmechanik im Rahmen der Schrodinger-Gleichung zu
benutzen. Weiterhin sind die hier auftretenden Energien (1—100€V) weit un-
terhalb der Grofenordnung, wo Teilchenreaktionen auftreten. Es geniigt also,
das Elektron und den Atomkern, bestehend aus Protonen und Neutronen, als
letzte stabile Teilchen anzusehen.
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5.7 Drehimpulse in Nanostrukturen und bei Atomen

Wir haben in Abschn. 5.6 und speziell in Abschn. 5.6.4 gesehen, wie der Dreh-
impuls, insbesondere der Spin ein grundlegendes Ordnungsschema fiir unsere
Welt, bis hinab in den Bereich der kleinsten elementaren Teilchen liefert.
Wir werden im Folgenden sehen, dass das Pauli-Prinzip, das aus den Sym-
metrieeigenschaften der Spinoperatoren folgt, wesentlich die Struktur der uns
umgebenden Materie, insbesondere deren Stabilitdt, erkléart. Warum sind die
Atome so aufgebaut, wie wir sie in der Natur finden und wie sie im periodi-
schen System der Elemente angeordnet werden kénnen, vom Wasserstoff iiber
Helium bis zu den schwersten Atomen mit Massen jenseits des Uran? Mit den
modernen Methoden der Mikro- und Nanostrukturierung von Halbleitersys-
temen konnen wir heute bauelementartige Strukturen préparieren, in denen
sich Festkorperelektronen &hnlich verhalten, wie Elektronen in natiirlichen
Atomen, die uns die Natur liefert. Wir konnen also die Gesetze des Atom-
aufbaus experimentell durchspielen und nachvollziehen. Ein Beispiel wollen
wir hier betrachten und die Konsequenzen der Drehimpulsgesetze anschaulich
machen.

5.7.1 Kiinstliche Quantenpunkt-Atome

In natiirlichen Atomen sind die Elektronen durch das auf sie anziehend wir-
kende Coulomb-Potential des positiv geladenen Kerns eingeschlossen. Das
Einschlusspotential hat die Radiusabhiingigkeit e?/4reor. Wir kénnen aber
mit den Methoden der Halbleitertechnologie auch Elektronen in kleinste
quasi-eindimensionale (1D) Bereiche einsperren, so genannte Quantenpunk-
te. Eine gebriuchliche Methode beruht darauf, dass durch Epitaxie (Anhang)
eine GaAs/AlGaAs/Ing o5 Gaggs As/AlGaAs/GaAs Schichtstruktur prépa-
riert wird, in der Elektronen im InGaAs-Gebiet (Dicke ca. 12 nm) zwischen je
zwei AlGaAs-Barrieren (Dicke 9, bzw. 7,5 nm, unten) wie in einem Potential-
kasten eingefangen sind (Abb. 5.18). InGaAs mit dem geringsten verbotenen
Band stellt eine Potentialsenke fiir Elektronen im Leitungsband dar. Mittels
lithographischer Strukturierungsmethoden kénnen aus dieser Schichtstruktur
Séulen mit Durchmessern unterhalb von 500 nm prépariert werden, die dann
eine quasi-1D Einsperrung der Elektronen lateral und vertikal durch die bei-
den AlGaAs-Barrieren bewirken (Abb. 5.18a). Tunneln von Elektronen aus
dem unteren (Source) GaAs-Gebiet durch die untere Barriere in den 1D-
Quantenpunkt und Tunneln durch die obere AlGaAs-Barriere in das (Drain)
GaAs-Gebiet erlaubt die Beobachtung von Einzelelektron-Tunneleffekten, wie
sie in Abschn. 3.7 beschrieben wurden. Hierzu miissen duffere Spannungen
zwischen Source- und Drain-Kontakt angelegt werden. Dariiber hinaus kann
man das Potential des Quantenpunktes (zwischen den AlGaAs-Barrieren)
durch eine Spannung am zusétzlich angebrachten metallischen Seitengate-
Kontakt gegeniiber dem Source-Kontakt verschieben. Wir haben es also mit
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Side gate

a)

Abb. 5.18a—d. FEinzelelektronen-Tunneln durch kiinstliche Quantenpunkt-
Atome [8]. a Realisierung eines Halbleiter-Quantenpunktes durch zwei AlGaAs-
Tunnelbarrieren, die dazwischen den InGaAs-Quantenpunkt (Dot) bilden, dessen
Potential gegeniiber dem Drain-Kontakt durch einen metallischen Seitenkontakt
(Schottky-Kontakt, side gate) verédndert werden kann. Drain- und Source-Gebiet
werden durch n-dotiertes GaAs gebildet, Metallkontakte dunkel schattiert (links);
die laterale Strukturierung in Sdulen mit einem Durchmesser von ca. 500 nm wurde
mit Elektronenstrahl-Lithographie durchgefiihrt (Anhang B). Rasterelektronenmi-
kroskopische Aufnahmen dreier Sdulenstrukturen mit verschiedenen Querschnitten
sind rechts gezeigt

einer Anordnung zu tun, wie sie in Abb. 3.18a schematisch zur Beschrei-
bung des Einzelelektronen-Tunnels dargestellt wurde. Wie in Abschn. 3.7
beschrieben, gestattet die Messung des Stroms, bzw. der Leitfahigkeit o,
zwischen Source- und Drain-Elektrode als Funktion der Gate-Spannung V;
(Abb. 3.18) eine Spektroskopie der elektronischen Zustédnde des Quanten-
punktes, in dem wir ihre Besetzung mit jeweils N = 1,2,3,... Elektronen
verfolgen. Hierbei miissen wir berticksichtigen, dass die in den Quantenpunkt
hineintunnelnden Elektronen jeweils die diskreten Quantenzusténde, die sich
aus der Quantisierung innerhalb der ,Box“ (Abschn. 3.6.1) ergeben, wegen des
Pauli-Prinzips nur einmal, bzw. bei Spinentartung doppelt besetzen kénnen.
Zusétzlich spiirt ein neu hinzukommendes Elektron die Coulomb-Abstofiung
der schon vorhandenen Elektronen und muss deshalb geméafs Abschn. 3.7 eine
zusiitzliche Aufladungsenergie e?/C (C = Kapazitiit des Quantenpunktes ge-
geniiber Umgebung) mitbringen, um die Coulomb-Blockade zu iiberwinden.
Dies wird quantitativ in (3.128) fiir die Additionsenergie Ay = (e?/C) + AE
eines zusétzlichen Elektrons auf dem Quantenpunkt zum Ausdruck gebracht,
wo AF die Energiedifferenz zwischen dem leeren Zustand, in den das zusétz-
liche Elektron hineingeht, und dem hoéchsten schon besetzten Zustand ist.
Fragen wir uns also zuerst, welches die diskreten Quantenzustdnde bzw.
Energien eines Elektrons im rotationssymmetrischen Quantenpunkt zwischen
den beiden AlGaAs-Barrieren sind. Eine Beschreibung der Wellenfunktion
kann einmal in kartesischen Koordinaten mit x- und y-Achse in der Ebe-



194 5 Drehimpuls, Spin und Teilchenarten

[

=
[}
E
>
)
<
S 5
s -
£
£ 2
0
o 0 N 10 20
-—
@D | n=o 2 6 12
0___J__L__L.'L...LJ J

15 Gate Spannung (V) =8
b
:| el(. e:’(+_".E e/( e’/ : E."'L ef(+AE
1 I |t |nl
1 tl Tl tl| n=
1 2 3 4
d

Abb. 5.18a—d. (Fortsetzung) Einzelelektronen-Tunneln durch kiinstliche
Quantenpunkt-Atome [8]. b Gemessene Coulomb-Blockade-Oszillation an einem
Quantenpunkt wie in textbfa). Die Strompeaks als Funktion der Gate-Spannung
zeigen die Besetzung von Quantenzustinden im Quantenpunkt an. Einschub: Auf-
tragung der Additionsenergien fiir das Hinzufiigen von 1,2, 3,4, ... Elektronen auf
die Zustdnde des Quantenpunktes. ¢ Schematische Darstellung der sukzessive aufge-
fiillten elektronischen Zusténde des Quantenpunktes in einem Schalenmodell; e? /C
ist die Coulomb-Abstoffung beim Hinzufiigen eines weiteren Elektrons, AFE ist die
Energie eines Quantensprungs von einer zur nichst héheren Schale. d Darstellung
des Schalenmodells durch Késtchen, die Elektronenorbitale darstellen: 1. Schale
(Hauptquantenzahl n = 0) unteres Kéastchen, 2. Schale (Hauptquantenzahl n = 1)
zwei Késtchen dariiber. Jedes Kistchen kann wegen der beiden moglichen Spin-
einstellungen 2 Elektronen aufnehmen (s. Tabelle 5.3). Nach der Hundschen Regel
werden bei 4 Elektronen jeweils zwei Késtchen der 2. Schale mit Elektronen gleichen
Spins besetzt
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ne der flachen ,,Box* und z senkrecht zur Heterostrukturschichtenfolge und
zum anderen in Zylinderkoordinaten mit z senkrecht zur Schichtenfolge und
r, ¢ parallel dazu, erfolgen. Wegen der Dimension der ,,flachen Quantenbox*
(Dicke 10 nm, Durchmesser ca. 500 nm) bieten sich Zylinderkoordinaten zur
Beschreibung des quasi-2D-Problems an.

Das Potential V(r), das ein Elektron im Quantenpunkt ,sieht”, ist so-
mit zweidimensional und hat ein Minimum bei » = 0 im Zentrum der Box.
Zur Umrandung hin ist ein anndhernd parabolisches Anwachsen von V(r)
gegeben, da die untere Leitungsbandkante des Halbeiters unter dem kreis-
runden metallischen Gatekontakt nach Mafkgabe eines Schottky-Kontaktes
parabolisch verbogen ist (Anhang). In guter Ndherung kénnen wir deshalb
das Potential fiir ein Elektron in der Box schreiben als

1 1
V(r)= 5m*w§r2 = ém*wo (2® +9%) . (5.180)
Hierbei ist m* eine im Kristallgitter modifizierte sogenannte effektive Mas-
se des Elektrons und wp beschreibt im Wesentlichen die Kriimmung des pa-
rabolischen Einsperrpotentials.
In kartesischen Koordinaten lautet der Hamilton-Operator fiir ein Elek-
tron in der Box damit
A2 | 52
N + 1
H= E%;ﬁéz-+f§7n*wo(x24fy2). (5.181)
Dies ist der Hamilton-Operator zweier gleichwertiger senkrecht zueinan-
der schwingender Oszillatoren. Eine Kreisbewegung lasst sich auf die Uberla-
gerung zweier senkrecht zueinander orientierter Schwingungen zuriickfiihren.
Die Energieeigenwerte des 2D-Oszillators (5.180) lassen sich somit darstellen
als

1 1
Enn, = E. + B, = (nx+§)ﬁwo+(ny+§>ﬁwo—(nx+ny+1)hwo,

(5.182)
wobei die Quantenzahlen n, und n, getrennt die Werte 0,1,2,3,... durch-
laufen. Aus der Darstellung in kartesischen Koordinaten ergibt sich also un-
mittelbar das Energiespektrum der Quantenbox zu (ny + n, =n)

E, = (n+1)hw, (5.183)

mit ganzzahligen Quantenzahlen n.

Andererseits lédsst sich der Hamilton-Operator des Problems auch in Zy-
linderkoordinaten darstellen. Wir teilen dabei die kinetische Energie in einen
Radialanteil 7}, und einen Kreisbahnanteil (5.5b) auf:

L %
H="T + =

1 *
Serd + Zm wir? . (5.184)
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Hierbei ist 7). die kinetische Energie bei Anderung der Radialkomponente
des Ortsvektors und L. der Drehimpulsoperator in z-Richtung. Weil das Po-
tential zentralsymmetrisch ist, ist nach Abschn. 5.3 H vertauschbar mit Lz7
d.h. H und L. haben das glelche Eigenfunktionensystem |n, m)

Hn,m) = Epm|n,m) , (5.185a)
L.|n,m) =mh|n,m) . (5.185b)

Hierbei nimmt die Richtungsquantenzahl des Drehimpulses die Werte
m = 0,£1,+£2,... an. Wegen der Geometrie des Quantenpunktes (flache,
kreisrunde Scheibe) kann der Drehimpuls nur eine Richtung, die z-Richtung
senkrecht zur Scheibe, haben. Die Gesamtdrehimpulsquantenzahl [ ist also
identisch mit dem Betrag der Richtungsquantenzahl |[m|.

Um die Energieeigenwerte des Systems FE,, (5.182) als Funktion der Dreh-
impulsquantenzahl m, d.h. E, ,, darzustellen, miissten wir die Schrodinger-
Gleichung in Zylinderkoordinaten, d. h. mit dem Hamilton-Operator (5.183)
in den Koordinaten r, ¢ 16sen. Wir sparen uns dies und machen eine qualita-
tive Argumentation, wie folgt: Da die Energie eines in der ,,Box“ kreisenden
Teilchen nicht vom Umlaufsinn, also von der Orientierung des Drehimpul-
ses in der +z oder —z Richtung abhéngt, muss die Energie von |m/| abhén-
gen. Andererseits wird in jedem Fall eine Darstellung von E, ,, in der Form
(5.182) verlangt; die Losung des Problems in z-, y-Koordinaten schreibt diese
Darstellung vor. In der Folge der ganzen Zahlen n muss also die Richtungs-
quantenzahl in der Form |m| enthalten sein. Aufer durch den Drehimpuls
kann eine Zunahme der Energie auch durch eine Zunahme der kinetischen
Energie T, in Radialrichtung verursacht sein. In dieser Radialkomponente
sind die z-, y-Richtungen gleichwertig, d.h. wenn sich die Quantenzahl fiir
den z-Oszillator um 1 dndert, muss dies auch fiir den y-Oszillator gelten. In-
nerhalb der Zahlenfolge n muss es also eine Unterfolge geben, die wie gerade
Zahlen 2k (k =0,1,2,...) anwichst. Damit werden wir zu der Schlussfolge-
rung gefiihrt, dass die Energieeigenwerte E,, (5.182) des Problems sich auch
darstellen lassen als

En = Egom = (2k + [m| + 1) hwo = (n + 1) hwy | (5.186)

mit £ =0,1,2,3,...und m = 0,4+ 1,£2,... Hierbei beschreibt die Quanten-
zahl k Zustédnde zu verschiedenen Radialwellenfunktionen, wéahrend die Rich-
tungsquantenzahl m verschiedenen Drehimpulsen, d. h. klassisch verschiede-
nen Umlaufgeschwindigkeiten des Elektrons Rechnung tragt.

Man nennt die Quantenzahl n = 2k 4+ |m|, die die moglichen Energien
E, (5.182) des Systems durchnummeriert, die Hauptquantenzahl. Zu ei-
ner gegebenen Energie F,, kann es nur einen maximalen Drehimpuls geben,
da wachsende Drehimpulse auch gleichzeitig die kinetische Energie erhchen.
Zu einer festen Hauptquantenzahl n kann es also nur eine maximale Drehim-
pulsquantenzahl |m| = [ geben, die sich bestimmt nach

Il=im|l=n—-2k=n,n—2,n—4...,10der 0. (5.187)
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Tabelle 5.3. Beschreibung der niederenergetischen Eigenzustidnde des 2-
dimensionalen harmonischen Oszillators durch die verschiedenen Quantenzahlen
n, k,m,s. Zusatzlich zu Haupt (n)- und den Drehimpulsquantenzahlen k (meist
mit | bezeichnet) bzw. m beschreibt fiir Elektronen (Fermionen) die Spinquanten-
zahl s die beiden moéglichen Spinorientierungen. Die Elektronenkonfiguration zum
Energieeigenwert vhwo wird auch als v-te Schale bezeichnet

Energie- Haupt- Radial- Drehimpuls- | Spin- Entartungs-
Eigenwert | quantenzahl | quantenzahl | Qantenzahl |Quantenzahl | grad
E, n k m S
heo 0 0 0 % 2 1. Schale
2hiwo 1 0 1 +% 4 2. Schale
350 2 0 2 +% 6 3. Schale
%
+ +1
el 3 0 +3 7 8 4. Schale
1 1 %

Damit werden die energetisch niedrigsten Eigenzusténde beschrieben, wie
in Tabelle 5.3 angegeben.

Da jeweils jedes Einelektronenniveau nach dem Pauli-Prinzip zwei Elek-
tronen mit Spin ,up“ und ,down* (s = :l:%) aufnehmen kann, ergeben sich
fiir die drei niedrigsten Energien fwg, 2hwg, 3hwy die Entartungsgrade 2,4, 6.
So viele Elektronen finden also auf den Zustdnden mit n = 0, 1,2 Platz; fiir
hohere Zustédnde lasst sich das Schema leicht analog erweitern.

In Analogie kénnen wir sofort die Eigenzustinde eines 3D-Oszillators
angeben. Es handelt sich dann namlich um die Uberlagerung dreier gleicher

1D-Oszillatoren in z, y, z-Richtung; d. h. analog zu (5.185) folgt:
3
EGD) — (2k +14 5) hwo - (5.188)

Da jetzt verschiedene Orientierungen des Drehimpulses im Raum mog-
lich sind, muss statt |m| die Gesamtdrehimpulsquantenzahl [ auftreten. Hier-
bei miissen wir jedoch beriicksichtigen, dass entsprechend der verschiedenen
Drehimpulsorientierungen m ganzzahlige Werte (5.35b) zwischen —I und +I
annehmen kann. Die Radialquantenzahl tritt wie beim 2D-Oszillator in der
Form 2k auf, da unabhéngig von der Raumorientierung das Elektron sich auf
einer 2D-Kreisbahn befindet. Fiir die energetisch niedrigsten Zustdnde mit
den Hauptquantenzahlen n = 0, 1, 2 ergeben sich somit die Quantenzahlkom-
binationen

n=0; [=0; m=0
=1; l=1; m=0,£1
n=2; [=0,2; m=0,+2,+1. (5.189)
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Zur Berechnung des Entartungsgrades miissen wir zusdtzlich zu den
m-Einstellungen natiirlich auch die beiden Spineinstellungen s = :I:% hin-
zunehmen; d. h. fiir n = 1 ergibt sich ein Entartungsgrad von 6.

Kommen wir zur Beschreibung des 2D-Oszillators zuriick, mittels dem ja
das Verhalten von Elektronen in den ,flachen kreisrunden Quantenpunkten
der experimentellen Halbleiterstruktur in Abb. 5.18 beschrieben wird. Eine
Spektroskopie der Einelektronenzustéinde in diesen Quantenpunkten (flache
Scheiben) miisste also das Spektrum von Energien E,, aus Tabelle 5.3 er-
geben, wobei die Zustédnde jeweils entsprechend ihrem Entartungsgrad mit
Elektronen besetzt werden konnen.

Das Einzelelektron-Tunnelexperiment [8] (Abb. 5.18) zeigt klar die be-
schriebenen Vorhersagen. Der Einelektronen-Tunnelstrom (bei kleiner Source-
Drain-Spannung) durch den ,flachen Quantenpunkt als Funktion der Gate-
Spannung V; weist scharfe Banden, die Coulomb-Blockade-Oszillationen (Ab-
schn. 3.7) bei den Gate-Spannungen auf, bei denen der Quantenpunkt seine
Besetzung mit einem Elektron erhéhen kann. Bei etwa —1,6 V Gate-Spannung
erscheint der erste Peak, der die Besetzung des niedrigsten Energieniveaus
hwgy, die 1. Schale, mit einem Elektron anzeigt. Bei etwa —1,5V Gate-
Spannung kann unter Uberwindung der Coulomb-Abstofung (Additionsener-
gie €2/C) ein zweites Elektron auf der 1. Schale ,,Platz finden“. Jetzt ist nach
Tabelle 5.3 und Abb. 5.18a die 1. Schale besetzt und Hinzufiigen eines drit-
ten Elektrons verlangt eine Additionsenergie, die der Coulomb-Abstoffung
(€?/C) und dem Quantensprung zur 2. Schale hwy = AE Rechnung trigt.
Dem entsprechend ist der energetische Abstand zwischen der dritten und
zweiten Bande etwas grofler als zwischen der zweiten und ersten.

Die 2. Schale mit n = 1 (Tabelle 5.3, Abb. 5.18¢,d) kann insgesamt 4 Elek-
tronen aufnehmen; unter Beriicksichtigung der aufgefiillten 1. Schale (2 Elek-
tronen) muss die 3. Schale beim Ubergang vom 6. zum 7. Elektron angefiillt
werden. In der Tat ist der Abstand zwischen Peak 7 und 6 in Abb. 5.18a etwas
grofer als der zwischen Peak 6 und 5, ndmlich gerade um die Anregungsener-
gie AE = hwq zwischen den Schalen (Sprung in der Hauptquantenzahl).

Bei einfachen linearen Zusammenhéngen zwischen angelegter Gate-Spann-
ung Vy und energetischem Abstand der elektronischen Niveaus miisste der
Abstand zwischen den Peaks 6 und 7 bzw. zwischen 2 und 3 in Abb. 5.18a
gleich, némlich gerade gleich (e2/C) + hwp sein. Dies ist jedoch nicht der
Fall. Der Grund ist zum einen, dass sich Spannungsinderungen am Gate
wegen der inhdrenten Widerstdnde der Halbleiterstruktur nicht linear auf
Verschiebungen des Potentials am Quantenpunkt abbilden. Zum anderen ist
die Annahme des so genannten orthodoxen Modells (Abschn. 3.7) fiir das
Einzelelektronen-Tunneln zu einfach. Eine detaillierte, ndherungsweise Be-
schreibung der Abweichung erklért die experimentellen Befunde in Fig. 5.18a
jedoch fast quantitativ [8].

Eine Auftragung der jeweiligen Additionsenergien fiir das Hinzufiigen von
1,2,3,4,5,... Elektronen auf die Zustinde des Quantenpunktes (Einschub in
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Abb. 5.18) zeigt nicht nur erhthte Werte bei Beginn des Auffiillens einer neu-
en Schale, d. h. bei 2, 6,12, usw., sondern auch bei den Werten 4,9, usw., wo
jeweils eine Schale halb gefiillt ist. Wenn vier Elektronen auf dem Quanten-
punkt sind, ist z. B. die 2. Schale halb aufgefiillt (Abb. 5.18d). Der Grund
hierfiir ist in der Hundschen Regel zu sehen, die besagt, dass bei Auffiillen
einer Schale (Zustand zu einer festen Hauptquantenzahl n) zuerst Elektro-
nen mit gleicher Spin-Orientierung die Schale fiillen. Dies ist beendet, wenn
die Schale halb voll ist; erst dann werden die Zusténde mit jeweils entgegen
gesetzter Spinorientierung aufgefiillt. Der Grund hierfiir ist wiederum die
Forderung der Antisymmetrie der Wellenfunktion, bzw. das Pauli-Prinzip.
Fiir vier Elektronen im Quantenpunkt (Abb. 5.18d) sind 2 Elektronen in der
2. Schale (halb gefiillt). Bei paralleler Spin-Einstellung (symmetrisch in der
Spin-Wellenfunktion), muss ihre Ortswellenfunktion antisymmetrisch sein,
d. h. bei Vertauschung der beiden Elektronen muss die Ortswellenfunktion ihr
Vorzeichen dndern; sie muss also zwischen den beiden Elektronen eine Null-
stelle haben. Diese 2-Teilchenwellenfunktion gewéhrt gegeniiber einer sym-
metrischen Wellenfunktion gréfst moglichen Abstand der beiden Elektronen
voneinander und damit geringere Coulomb-Abstoffungsenergie im Vergleich
zu einer symmetrischen Ortswellenfunktion. Es ist also energetisch giinstiger
erst die Zusténde mit gleicher Spin-Orientierung in einer Schale aufzufiillen.
Sind diese Zustdnde bei halb voller Schale aufgefiillt, so verlangt das Hin-
zufiigen eines Elektrons mit antiparallelem Spin (5. Elektron in Abb. 5.18)
eine etwas hohere Energie infolge der groferen Coulomb-Abstofung néher
zueinander angeordneter Elektronen.

Das beschriebene Experiment zeigt in hervorragender Weise, welche Be-
deutung der Drehimpuls, der Spin und das daraus resultierende Pauli-Prinzip
fiir die innere Struktur elektronischer Zustdnde und deren wechselseitige Be-
einflussung haben. Die hier dargestellten Zusammenhénge liefern auch den
Schliissel zum Verstédndnis des Aufbaus von natiirlichen Atomen und Fest-
korpern, der sich im Periodensystem der Elemente widerspiegelt.

5.7.2 Atome und Periodensystem

Verglichen mit den in Abschn. 5.7.1 betrachteten kiinstlichen Atomen in pla-
naren Quantenpunkten haben wir es beim einfachsten natiirlichen Atom,
dem Wasserstoff (H)-Atom mit dem kugelsymmetrischen 3D-Potential
des Coulomb-Feldes des positiven Proton-Atomkerns zu tun, das das eine
Valenzelektron ,einsperrt*. Dem entsprechend lautet der Hamilton-Operator
statt (5.183) fiir das Elektron des H-Atoms (m freie Elektronenmasse)

. . L? e

H=T +

. 5.190
2mr?  4dmwegr ( )

Hierbei ist der etwa um den Faktor 2000 schwerere Kern im Zentrum des
Potentials als ruhend angenommen und wegen des 3D-Charakters des Pro-



200 5 Drehimpuls, Spin und Teilchenarten

blems geht der Gesamtdrehimpuls ﬁ, statt nur die z-Komponente ein. Wegen
der Radialsymmetrie sind L. und L? vertauschbar mit H (Abschn. 5.3), je-
doch muss die z-Komponente des Drehimpuls im Gegensatz zur planaren
Symmetrie nicht mit dem Gesamtimpuls {ibereinstimmen. Wir haben also
das vollstéandige System von Eigenwertgleichungen zu 16sen:

HI|R,) |l,m) = Epym |Rn)|l,m) (5.191a)
L2|R,) |1, m) = 1(1+1)h?|R,) |I,m) , (5.191b)
L.|R,) |l,m) = mh|Ry,) |, m) . (5.191c)

|I,m) sind in ihrer Ortsdarstellung die in Abschn. 5.3 diskutierten Eigen-
funktionen des Drehimpulses mit den Eigenwerten m = —{,—1+1,...,0,...,
I —1,1(5.35b). |R,) ist der Radialzustand, der anschaulich zu verschiedenen
Absténden des Elektrons vom Kern gehort und somit verschiedenen Haupt-
quantenzahlen n, bzw. Energien E,, ; ,, des Elektrons entspricht. Eine vorge-
gebene Energie beschrankt natiirlich den maximalen Drehimpuls nach oben.

Eine Besonderheit des Coulomb-Potentials ist die Entartung der Energie-
eigenwerte in [ (fiir alle [ fallen die Energien zusammen) und falls kein dufieres
Magnetfeld eine Richtung auszeichnet, auch in m. Damit héngt die Elektro-
nenenergie nur noch von der Hauptquantenzahl n ab geméaf (R, Rydberg-
Konstante):

e*m 1 1

E, = T Ryn2 . (5.192)

Gleichung (5.192) wurde hier nicht abgeleitet, dazu miisste man das Ei-
genwertproblem (5.190) in sphérischen Koordinaten 16sen, was wir uns hier
ersparen [9]. Bei dieser Losung des Eigenwertproblems ergibt sich auch die
Beschrankung der Drehimpulsquantenzahl [ durch die Hauptquantenzahl n
[ahnlich zu (5.188)] durch

=0,1,2,...,n—1. (5.193)

Zusammengefasst stellt sich also die Mannigfaltigkeit der Quantenzahlen
fiir das Elektron im H-Atom dar als:
Hauptquantenzahl n =1,2,3,...
Bahndrehimpulsquantenzahl 0<[<n-—1
Richtungsquantenzahl —1<m <1
Spinquantenzahl s=+1/2.
Damit ergeben sich fiir das Elektron im H-Atom analog zu (5.188) folgende
mogliche Quantenzahlkombinationen
n=1; 1=0; m=0; s==+1/2
n=2; 1=0,1; m=0,£1; s==41/2
n=3; 1=0,1,2; m=0,+1;£2, s=+1/2. (5.194)
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Wir haben hier im Gegensatz zu (5.188) die Spinquantenzahl mit den
beiden moglichen Werten £1/2 noch ausdriicklich dazu geschrieben. Die ein-
zelnen Energieniveaus E,, haben also die Entartungsgrade (in Klammern):

Ei(2), E2(8), E3(18)... . (5.195)

Es sei noch angemerkt, dass die quantisierten Energiewerte E,, (5.191)
entsprechend dem bindenden Potential negativ sind und dass der Grundzu-
stand den numerischen Wert Fy = —13,6eV hat. Wir werden diesen Wert
nadherungsweise in Abschn. 6.2.2 ausrechnen.

Die Leiter der negativen Energien FE,, strebt fiir grofse n — oo gegen den
Wert Null. Wird das Elektron aus einem Zustand FE,, hierhin angeregt, so ist
das Atom ionisiert. Das Elektron ist nicht mehr gebunden.

Die aus der Losung der Schrodinger-Gleichung mit dem H-Operator
(5.190) resultierenden Radialwellenfunktionen R, (r) = (r|R,) haben ein
Maximum fiir » = 0 und verschwinden fiir r — oco. Fiir n > 1 oszillieren
sie dazwischen um die Nullachse mit einer Zahl n — 1 von Nulldurchgan-
gen (Knoten). Rechnet man die Aufenthaltswahrscheinlichkeiten in radialer
Richtung 27 R, (r)r? aus, so ergeben sich Maxima bei Radien, die etwa den
Bahnen des Bohrschen Atommodells entsprechen, fiir den Grundzustand also
etwa beim Bohrschen Radius von etwa 0, 5A [9].

Elektronische Anregungen (Abschn. 6.4) erkliren das fiir die Entwicklung
der Quantenmechanik wichtige, scharfe Linienspektrum von Wasserstoff, das
man in Absorption und Emission beobachtet.

Betrachten wir nun kompliziertere Atome mit hoheren Kernladungszah-
len Z > 1, realisiert durch Z Protonen, je nach Isotop etwa gleich vielen
Neutronen im Kern und Z Elektronen in der Hiille. Fiir diese Atome mit
Z Elektronen miisste man ein Z-Teilchenproblem mittels einer Vielteichen-
Schrédinger-Gleichung 16sen. Ublicherweise macht man dies niherungswei-
se, indem man im Modell unabhéngiger Teilchen die Wechselwirkung der
7 — 1 Elektronen im Atom mit dem hinzukommenden Elektron dadurch
ersetzt, dass man das Coulomb-Potential des Kerns fiir das Z-te Elek-
tron durch ein effektives Potential ersetzt. In diesem effektiven Potential
errechnet man die Zustdnde und Energieeigenwerte des Z-ten Elektrons.
Da die hierbei benutzten durch (Z — 1) Elektronen abgeschirmten Kernpo-
tentiale (Ladung Ze) kugelsymmetrisch sind, enthalten die Eigenzustinde
des Z-ten Aufelektrons als Faktoren wiederum die Drehimpulseigenzustéin-
de |I,m). Die Wellenfunktionen sind damit nach den Quantenzahlen [ und
m, und natiirlich der Spinquantenzahl s, indizierbar. Da die Potentiale je-
doch nicht mehr Coulomb-Potentiale sind, gibt es keine Entartung in der
Bahndrehimpulsquantenzahl [, wie beim H-Atom. Die beim H-Atom mehr-
fach (in [ und m) entarteten Energien E, spalten auf in Niveaus E, i,
wobei die m-Entartung nur bei einem anliegenden Magnetfeld aufgehoben
wird.
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Das Pauli-Prinzip verlangt nun, dass jeder so berechnete Einteilchenzu-
stand des Atoms nur mit einem Elektron besetzt sein darf. Damit lasst sich
abzéhlen, wie viele Elektronen mit gleicher Hauptquantenzahl n maximal in
einem Atom vorkommen konnen.

— Zu einer Hauptquantenzahl n gibt es n verschiedene Werte fiir die
Bahndrehimpuls-Quantenzahl [.

—  Zu jedem Wert von [ gibt es (2] + 1) verschiedene Werte der magnetischen
Richtungsquantenzahl m.

— Zu jedem Zahlenpaar (I,m) gibt es zwei verschiedene Werte der Spin-
quantenzahl s.

— Zu jedem Zahlenpaar (n,l) gehéren maximal 2 (21 4+ 1) Elektronen.

Mit diesen Regeln bzw. den in (5.194) ermittelten Entartungsgraden zu
den Hauptquantenzahlen n lisst sich Ordnung in die Vielzahl der Atome
bringen. Diese Ordnung driickt sich im Periodensystem der Elemente
(Abb. 5.19) aus.

HI He 2
1008 4.0026
I Bt 2 1s
Li3 |Bed Fe 26 | Element und Ordnungszahl B5 |C6 |N7 |OS8 [F¢ Ne 10
6,939 | 9.012 5585 | Atommassein w; flir einige instabile Elemente in Klammern: | 1081 | 12.01 | 14,01 | 16,00 §19.00 | 20,18
3|6 Massenzahl des stabilsten Isotops
2|1 2 4s |2 Elektronenkonfiguration; die vollen Schalen der vorher- 2 2 2 2 2 2 2s
2p|-- 4 henden Perioden sind mi hnen: z.B. voll di 1 2 3 5 6 2p
Elektronenkonfipuration des Fe: 1572522p%35%3p®34%4s?
Na 11| Mg 12| Al13 | Si14 |PLS |S16 JCI1T | Ar18
23,00 | 2431 26,98 | 28,09 |30.97 | 32,06 | 3545 | 39,95
3|1 2 2 2 2 2 2 2 3
p|— — 1 2 3 4 3 6 p
K19 |Ca20|Se2l |Ti22 |V23 |Cr24 |[Mo25|Fe26 |Co27 | Ni28 | Cn26 |Zn30 | Ga 3l | Ge 32 | As33 | Se 34 | Br35 | Kr 36
39,10 | 40,08 | 44,96 | 47.90 | 50,94 | 52,00 | 54,94 |5585 | 5893 | S8.71 | 63,55 [65,38 [ 69,72 | 72,59 | 74,92 | 78,96 | 79,90 | 83,80
3d |- 1 2 3 5 5 & 7 8 10 10 10 10 10 10 1 w 3d
s | 2 2 2 2 1 2 2 2 2 1 2 2 2 2 2 2 2 4s
wl— |- |- — . - . . 1 2 3 4 5 6 ap
Rb37|Sr38 | Y39 | Zrd0 [Nb41 |Mod2| T43 |Rudd |Rh4S | Pd46 | Ag47 |Cd 48 |In49 | Sn SO | Sh5i| TeS2 [ 153 Xe 54
8547 | 87,62 | 8891 [ 91,22 |9291 [9594 | 98,51 [101,07| (029 | 106,4 | 1079 [ 1124 | 1148 | 1187 | 1218 | 127.6 | 1269 [ 1313
ad | — 1 2 4 5 6 7 8 10 10 U] o 10 10 10 0 10 4d
sy |t 2 2 2 1 1 1 1 1 - 1 2 2 2 2 2 2 2 Ss
spl— - - - - - - - - 1 2 3 4 5 6 5
Cs55 |BaS6 | Las7 |HI72 | Ta73 |[W74 |Re75 |Os76 |Ir77 | Pt78 | Au79 |Hg 80| TI81 | Pb82 | Bi83 | Po84 | At85 | Rn 86
1329 [137,3 | 138,9 | 178.5 | (81,0 | 183,9 | 186,2 [190,2 | 192,2 | 195,1 | 197.0 [200.6 |204.4 | 207,2 | 209,0 | 210y [(210) |(222)
5d i 1 2 3 4 5 6 7 9 10 16 10 10 10 10 10 10 Sd
65 |1 2 2 2 2 2 2 2 2 1 1 2 2 2 2 2 2 2 b
o |— - - - - - |- |- It 2 3 4 5 6 6p
Fr§7 | Ra 88 | Ac 89 | Kul04|Ha105]
(223) |(226) | (227) [(258) |{260)
6d | — - L 2? 3? Ce 58 | Pr59 INd 60 | Pm 61| Sm62 [En63 |Gd 64 | Th 65 | Dy 66 | Ho 67| Er 68 | Tm 6% |Yb 70 |Lu 71
7s |t 2 2 2? 2 140,1 | 1409 | 1442 [(145) | 150.4 [152.0 |1573 [158.9 | 1625 | 1649 | 1673 1689 [173.0 [175.0
|- 4f |2 3 4 5 6 7 7 8 10 11 12 13 14 14 4f
5d - - - 1 1 - - - - — 1 5d
6y |2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 by

Thoo | Pa9t JUY2 INp93 | Pud9d | Am 95| Cm 96 | Bk 97 | CF98 | Es 99 | Fm100] Md101|No 102| Lr 103
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7 9
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Abb. 5.19. Periodensystem der Elemente, d.h. der natiirlichen Atome. Die Be-
zeichnung 15%25%2p? driickt die Besetzung der 1s und 2s-Schalen mit jeweils 2 und
die der 2p-Schale mit 3 Elektronen aus
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Abb. 5.20. Kistchen- bzw. Schalenmodelldarstellung der natiirlichen Atome bis
hinauf zur d-Schale. Als Beispiel fiir die Besetzung mit Elektronen ist das Koh-
lenstoffatom C betrachtet. An der Besetzung der 2p-Zustinde ist wiederum die
Hundsche Regel zu erkennen (vergleiche Abb. 5.18d). Die Bezeichnung 1s522s%2p?
driickt die Besetzung der 1s, 2s und 2p-Schale jeweils mit zwei Elektronen aus

Da die einzelnen durch die Hauptquantenzahl n beschriebenen Energieni-
veaus jetzt in Niveaus mit verschiedenem Drehimpuls [ aufspalten, hat sich
die Bezeichnung (Abschn. 5.3) s,p,d, f fir die zu l = 0,1l = 1,1l = 2,1 =
3,... gehorenden Zusténde eingebiirgert. Wir bezeichnen also das Energie-
niveau E,; mit n = 1, | = 0 als 1s-Schale, das mit n = 2, [ = 0 als 2s-,
bzw. das mit n = 2 und [ = 1 als 2p-Schale usw. Chemiker benutzen hiufig,
analog zu Abb. 5.18d, eine K&stchensymbolik, bei der jedes Késtchen einem
Atomorbital entspricht, der durch je zwei Elektronen mit entgegen gesetzter
Spin-Einstellung besetzt werden kann. Bei den p-Niveaus entsprechen z.B.
die drei Késtchen jeweils den p.,p,, p,-Orbitalen aus Abb. 5.5. Bei dem in
Abb. 5.20 schematisch dargestellten Atom sind die 1s, 2s und von den drei
moglichen 2p-Orbitalen, zwei (pg, py) einzeln besetzt. Man beachte, dass we-
gen der Hundschen Regel (Abschn. 5.7.1) nicht zuerst p, mit 2 Elektronen
gefiillt wird, sondern gleiche Spins in p, und p, energetisch giinstiger sind.
Schauen wir in das Periodensystem, so heifst dieses Atom mit der Kernla-
dungszahl 6 Kohlenstoff (C).

Doch beginnen wir bei Wasserstoff, dem einfachsten Atom, bei der Be-
schreibung des Periodensystems (Abschn. 5.1). Beim H-Atom ist das 1s-
Orbital mit einem Elektron besetzt, entsprechend der Kernladungszahl 1.
Kernladungszahl 2 fiihrt zur Besetzung des 1s-Orbitals mit zwei Elektro-
nen entgegen gesetzter Spineinstellung, dem Helium (He). Die erste Schale
ist voll und abgeschlossen. Deshalb ist He ein Edelgas. Die néchst hohere
Kernladungszahl 3 verlangt einfache Besetzung des 2s-Orbitals. Diese halbe
Besetzung des Orbitals verleiht dem Element Lithium (Li) eine hohe che-
mische Reaktionsfahigkeit (Alkalimetall). Nachdem bei einer Kernladungs-
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zahl 10 sowohl das 1s wie auch die 2s und 2p-Orbitale voll besetzt sind
(Abb. 5.20), haben wir es wiederum mit einem reaktionsunfihigen Element,
dem Edelgas Neon (Ne) zu tun. Entlang dieser Argumentation ergibt sich
mit steigender Kernladungszahl der in Abb. 5.19 dargestellte Aufbau des
Periodensystems der Elemente. Wie wir aus der Darstellung in Abb. 5.19
entnehmen, werden nach den 3p-Zustdnden nicht, wie man nach den Ener-
gieniveaus des Wasserstoffatoms annehmen kénnte, die 3d-Zustande aufge-
fiillt, sondern zunéchst die 4s-Zustdnde. Mit der nachfolgenden Auffiillung
der 3d-Zustiinde entsteht die erste Serie der Ubergangsmetalle (3d-Metalle)
von Sc bis Zn. Entsprechend gibt es 4d- und 5d-Ubergangsmetalle. Der glei-
che Effekt bei den f-Zustédnden fiihrt zu den sogenannten seltenen Erden
von Ce bis Lu. Der Grund fiir diese Anomalie liegt darin, dass s-Zusténde
eine nicht verschwindende Aufenthaltswahrscheinlichkeit am Ort des Kerns
haben, wodurch sich die abschirmende Wirkung der {iibrigen Elektronen
weniger bemerkbar macht und deshalb die Energie der s-Terme niedriger
liegt.

Die in Jahrhunderten experimentell in der Chemie gefundene Reaktions-
fahigkeit der Elemente findet im quantenmechanisch begriindeten Perioden-
system ihre Erklarung.

5.7.3 Quantenringe

Was geschieht, wenn wir analog zum Experiment in 5.7.1 den Quantenpunkt
als nanoskopischen Ring fiir Elektronen ausbilden und von einer Seite her
Elektronen in den Ring hinein — und von der gegeniiberliegenden Seite iiber
Potentialbarrieren heraustunneln lassen? Der Ring als Ganzes wird sich ge-
geniiber Aufladung durch ein weiteres Elektron wie ein Quantenpunkt ver-
halten und die erforderliche Energie fiir das zusétzliche Elektron, die Ad-
ditionsenergie Ay = (€2/C) + AE (3.128), enthilt die Aufladungsenergie
e?/C (Vielteilcheneffekt) und die Differenz AE zwischen niedrigstem leeren
Zustand und dem hochsten schon besetzten Zustand.
Einzelelektronen-Tunnelexperimente im Coulomb-Blockade-Bereich ge-
statten also iiber Messung von AE wiederum eine Spektroskopie der Ei-
nelektronenzusténde in einem solchen Quantenring. Derartige Experimen-
te wurden an Quantenringen durchgefiihrt, die mittels ,,Split-gate*-Technik
(Anhang) in einem zweidimensionalen Elektronengas (2DEG) an der Grenz-
fliche einer AlGaAs/GaAs-Heterostruktur préapariert wurden [10]. Wie aus
Abb. 5.21 ersichtlich, wird das 2DEG, etwa 34nm unter der Oberfliche
der Schichtstruktur, durch lokale Oxidation lings wohl definierter Spuren
mittels eines Raster-Kraftmikroskopes an Ladungstragern verarmt. Die un-
terhalb der Oxidationsspuren verlaufenden, isolierenden Verarmungszonen
teilen das 2DEG in leitende Bereiche, die gegeneinander isoliert sind. So
existieren leitende Zu- (Source) und Ableitungskontakte (Drain) zum Quan-
tenring (realisiert durch zentrale und ringformige Verarmung) pgl und pg2,
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a)

Abb. 5.21a, b. Quantenring, der durch lokale Oxidation der Oberfliche einer
AlAs/GaAs-Heterostruktur mit darunter liegendem 2D-Eletronengas (2DEG) pré-
pariert wurde [10]. Durch die lokale Oberflachenoxidation mittels eines Rastertun-
nelmikroskopes (STM) werden im 2DEG Barrieren fiir Elektronen geschaffen, die
die leitenden Gebiete im 2DEG voneinander trennen (Anhang B). a Rasterelektro-
nenbild der Oxidstrukturen, denen im 2DEG Barrieren fiir die Elektronen entspre-
chen. Source, Drain, pgl usw. sind nicht-oxidierte Bereiche, in denen das darun-
ter liegende 2DEG volle elektrische Leitfahigkeit hat. b Schematische Darstellung
mit Dimensionen des Quantenrings. Dunkle Bereiche bezeichnen die elektronischen
Barrieren, wahrend die etwas helleren Streifen die Ausdehnung der Verarmungs-
randzonen an den Réndern der Barrieren andeuten

die das Potential des Quantenrings gegeniiber Source mittels einer Gate-
spannung zu modifizieren gestatten. Die vier rechteckig zueinander ange-
ordneten Kontakte gqpc la, 2a, 1b, 2b gestatten eine prazise Kontrolle der
Quantenpunktkontakte an Ein- und Ausgang des Quantenrings und damit
die Einstellung der Tunnelbarrieren fiir das Einelektronentunneln durch den
Ring.

Mit unserem bisherigen Wissen iiber Elektronen in Ringstrukturen
(Aharanov-Bohm-Effekt, Abschn. 5.4.4) lassen sich die Energien der elek-
tronischen Zustinde im Ring mit Radius rp = 132nm leicht ermitteln. Wir
nehmen das Potential V' im Ring {iber den Drahtdurchmesser Ar ~ 65nm
der Einfachheit halber als konstant an, obwohl d&hnlich wie in Abschn. 5.7.1
eine parabolische Abhéngigkeit von r der Realitdt ndher kdme. Wegen
V = const = 0 brauchen wir fiir ein Elektron im Ring nur seine kineti-
sche Energie Fyi, = %mv2 = %m*r%uﬂ auf der festen Kreisbahn zu beriick-
sichtigen, wo m#* wiederum die durch das Kristallgitter modifizierte effektive
Masse des Elektrons ist und w die Kreisfrequenz des Elektrons bei einem klas-
sischen Umlauf. Weil klassisch fiir den Drehimpuls L, = m*rgw gilt, kénnen
wir alle klassischen Grofien eliminieren und erhalten aus Fiyj, = %Lg / m*r%
den Hamilton-Operator fiir die Kreisbewegung des Elektrons im Quantenring
mit dem festen Radius 79 zu
1 1 .

H=:
%02 R
2m*rg

(5.196)
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Da [H, L] = 0 gilt, sind die Eigenlosungen des Problems die des Drehim-
pulsoperators L., d.h.

L, |m) =mh|m) , (5.197)

(5.198)

Hierbei durchlduft die Richtungsquantenzahl m die Werte m = 0,+1,
+2,... und die Wellenfunktion lautet geméaf (5.35a) (r|m) o« exp(imep).

Das beschriebene Experiment wurde mit einem variablen Magnetfeld B
durchgefiihrt, das senkrecht zur Ringebene (z-Richtung) den Ring durch-
dringt. Wir miissen deshalb die Energie-Eigenlosungen E,, in Gegenwart
eines magnetischen Feldes B = (0,0, B) = rot A ermitteln. Dann hat der
Hamilton-Operator (nur kinetische Energie) die Gestalt H = (p — eA)2/2m*,
die wir analog zum obigen Fall B = 0 auf den Operator L. umschreiben wol-
len. Dies ist niitzlich, um die Eigenlosungen in Form der Eigenzusténde |m)
des Drehimpulsoperators L. darzustellen. Fiir das magnetische Feld B = Be,
umschliefsen die Feldlinien des Vektorfeldes A die B-Linien in Richtung des
Einheitsvektors e, sodass wir fiir A den Ansatz

1
A = Bre, (5.199)

machen. Mittels der Beziehungen (5.30-5.32), wobei fiir Zylinderkoordinaten
¥ = /2 gesetzt wird, ldsst sich sofort die Richtigkeit des Ansatzes (5.198),
d.h. B = Be, = rot A zeigen.

Schreiben wir noch den klassischen Impuls als

p=m'v=m'rope, =mrowe, , (5.200)

so folgt fiir die klassische kinetische Energie

—eA)® 1 1 2
Exin = (p 27;* ) =5 (m*roweg, — éeBroeg,>
1 1 ?
= py— (m*rgw - 5637‘8) . (5.201a)

Mittels des Drehimpulses L, = m*r3w eliminieren wir die klassische Um-
lauffrequenz w und schreiben die klassischen Gréfen gleich als Operatoren
(Ekin — H):

[/ <L - lquﬂ)Q (5.201b)
omer2 \' 7 2 ) '

Da B eine reine Zahl ist, folgt wiederum [H, L.] = 0 und wir konnen die
Schrodinger-Gleichung mit Eigenfunktionen |m) des Drehimpulses L, 16sen:
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2
- 1 - 1

; 1 1, \°

Him) = gz \mh = geroB ) fm) = Eonm) (5.202b)

Die Energie-Eigenwerte E,, sind also nach der Richtungsquantenzahl m
indiziert und lauten

2 2
1 1, 12 le ,
E, = G (mh - —erOB> = mrE (m - 5%7’03 . (5.203a)

Der magnetische Fluss @ durch den Ring ist durch 7rZ B gegeben, sodass
sich ergibt

E L ( e¢)2 - (m — &/P)> (5.203b)
m=—>=|m—— =———(m-— . .
2m*r3 h 2m*r3 0

Hierbei ist &9 = h/e das schon in Abschn. 5.4.4 eingefiihrte magneti-
sche Flussquant. Fiir einen festen Drehimpuls (Quantenzahl m) liegen die
Elektronenenergien als Funktion des magnetischen Feldes oder Flusses @ (in

-~ 250 IR 2 : : i
c .
2 R L
h— k]
b} > f
€ @ 200 S
E 2 ; <
:5 =
é Lug 150 v . .~*
z o A
o .
© © 100 . -
<y 2 &
& >
g '
1 1 1 1 L) 1 L
01 2 3 4 5 0 50 100 150 200 250 300
Magn. Fluss (Einh.dD,) Magnetfeld (mT)
a) b)

Abb. 5.22a,b. Einelektronen-Energieniveaus des Quantenringes aus Abb. 5.21 als
Funktion eines Magnetfeldes bzw. Flusses, der den Ring senkrecht durchdringt.
a Errechnetes Energiespektrum; die verschiedenen gegeneinander verschobenen
Parabeln entsprechen verschiedenen Drehimpulsquantenzahlen (¢o Flussquant).
b Durch Einzelelektronen-Tunneln ermitteltes Spektrum der Energiezustdnde des
Quantenringes [10]
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Einheiten des Flussquants @) auf einer Parabel. Verschiedene Drehimpul-
se zu verschiedenem m fiithren zu einer Schar gegeneinander verschobener
Parabeln (Abb. 5.22a).

In diesem einfachen Bild miissen in einem Einzelelektronen-Tunnelex-
periment durch den Ring die durch (5.203b) beschriebenen elektronischen
Zustdnde angenommen werden, wobei jeweils in Abhéngigkeit vom magne-
tischen Fluss die energetisch gilinstigsten Zustinde (Sprung von einer zur
néchsten Parabel) angenommen werden. Damit sollte ein Coulomb-Blockade
Peak als Funktion des magnetischen Flusses durch den Ring einer Zick-Zack-
Linie, wie in Abb. 5.22a fett eingezeichnet, folgen. Wie die Auswertung der
experimentellen Daten in Abb. 5.22b zeigt, wird dieses Verhalten tatséchlich
néherungsweise liber weite Bereiche beobachtet. Zusédtzlich treten Energie-
eigenwerte auf, die nur schwach vom magnetischen Feld (Fluss) abhéngen.
Eine tiefergehende theoretische Beschreibung erklart dieses Verhalten durch
eine Asymmetrie im Potential (Abweichung von der idealen Ringstruktur),
die zur Mischung von Zustdnden mit positivem und negativem Drehimpuls
fithrt [10].
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6 Naherungslosungen
fiir wichtige Modellsysteme

Nur in wenigen Féllen sind exakte Losungen quantenmechanischer Probleme
moglich. Wir haben einige kennen gelernt, z. B. das Tunneln von Elektronen
durch rechteckige Barrieren, das Tunneln durch rechteckige Doppelbarrieren
(Abschn. 3.6.5), Elektronen im unendlich hohen Potentialtopf (Abschn. 3.6.1)
oder ein Elektron im harmonischen Oszillatorpotential (Abschn. 4.4.2).

Meist sind die Potentiale so beschaffen, dass einfache analytische Losun-
gen der Schrédinger-Gleichung fiir ein Teilchen, erst recht fiir mehrere Teil-
chen oder bei zeitabhéngigen Potentialen, nicht moglich sind. In diesen Fallen
fliihren zumeist Naherungsmethoden zur Losung der Schrédinger-Gleichung
zum Ziel. Auch wenn heute durch den Einsatz von Grofirechnern fast immer
komplexere quantenmechanische Probleme gelost werden kénnen, so liefern
die hier vorgestellten Naherungsmethoden oft den Algorithmus zu entspre-
chenden Rechnersimulationen. Dariiber hinaus aber gestatten diese bewéhr-
ten Naherungsverfahren meist einen tieferen Einblick in die physikalischen
Zusammenhénge des Problems. Ndherungen beruhen darauf, dass man auf-
grund anschaulicher, physikalischer Argumente gewisse Grofen oder funk-
tionelle Abhéngigkeiten vernachléssigt, um den Rechengang zu vereinfachen.
Dies verlangt eine tiefere Einsicht in die physikalischen Zusammenhéinge und
somit eine schéarfere gedankliche Analyse des Problems. Dem entsprechend
haben sich verschiedene Typen von Ndherungsverfahren etabliert, die gewis-
sen Problemstellungen angemessen sind. Bei sich fast frei bewegenden Teil-
chen, die nur durch schwache umgebende Potentiale in ihrer freien Bewegung
gestort sind, modifiziert man die Bewegungsgleichungen des freien Teilchens,
um diesen Potentialen wieder Rechnung zu tragen.

Es ergeben sich unterschiedliche Naherungsverfahren, je nachdem ob man
sich stationdre Zusténde in einem leicht modifizierten stationéren Potential
als gestort, aber doch stationér, vorstellt oder ob eine zeitlich verdnderliche
Storung des Potentials keine stationdren Losungen mehr zuldsst. Eine gute
Néherung basiert dann darauf, dass stationédre Zustédnde sich &ndern und das
System von einem stationdren Zustand in einen anderen iibergeht.

In diese Kategorie von Problemen gehdren auch die Naherungen, die die
Streuung von Teilchen beschreiben. Hier propagieren Teilchen frei im Raum
und unterliegen beim Passieren eines lokal begrenzten Streu(Stor)-Potentials
einer zeitlich begrenzten Stérung, die aus einem Anfangszustand neue Streu-
zusténde erzeugt.
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6.1 Teilchen in einem schwach verianderlichen Potential:
Die WKB-Methode

Wir haben in Abschn. 3.6.3 gesehen, wie freie Teilchen gegen Potentialstu-
fen anlaufen oder durch Energiebarrieren tunneln kénnen. Der Effekt einer
Energiebarriere auf ein Teilchen, das dariiber hinweg lauft, war, dass die Wel-
lenzahl k, die Wellenldnge A = 27/k bzw. der Impuls p = hk im Bereich der
Barriere verandert werden.

Fiir ein freies Teilchen (Elektron) der Energie E, das sich in einem kon-
stanten Potential V' ldngs x bewegt, ist die Energieeigenfunktion (Wellen-
funktion der stationdren Schrédinger-Gleichung)

b (z) = CeFPr/h = Cetikr (6.1a)

wo C' die Normierungskonstante ist und der Impuls, bzw. die Wellenzahl
k = 2w /X gegeben ist durch

p=hk=+\2m([E-V). (6.1b)

Unterschiedliche Potentiale V' verschieben also die Phase ikx der ebenen Wel-
len verschieden.

Stellen wir uns jetzt vor, das Teilchen bewege sich iiber ein rdumlich
schwach verénderliches Potential, das zwischen ¢ und = ausgedehnt ist. Das
Potential V(z) zwischen zy und 2 kann man sich aus infinitesimal kleinen,
jeweils konstanten Potentialbereichen zusammengesetzt denken. Jeder Poten-
tialbereich verschiebt also die Phase der Welle um einen verschiedenen Be-
trag. Die Gesamtverschiebung der Phase der Elektronenwelle nach Durch-
laufen des Potentials zwischen zg und x, setzt sich dann zusammen aus den
einzelnen Phasenverschiebungen ¢(pz);, die die Elektronenwelle (weiterhin als
ebene Welle angenommen) zwischen z und z erleidet. Als Naherungslosung
fiir die Wellenfunktion des Elektrons nach Durchlaufen des Potentials erwar-
ten wir also eine Welle, bei der die aufsummierten Phasenverschiebungen
d(px); im Exponenten der Exponentialfunktion auftreten. Wegen der infini-
tesimalen Stiickelung der Gesamtphase %Zz d(px); ersetzen wir die Summe
durch ein Integral und erhalten

x

v(e) = b (@yexp |+ [p@) do'| (6.2a)

xo

Hierbei haben wir dem rdumlich variierenden Potential V' (z') einen rdumlich
verdnderlichen Impuls p(z’), bzw. eine rdumlich verdnderliche Wellenldnge
A(z") der Elektronenwelle zugeordnet:

p(@)=+2m[E -V (2')] . (6.2b)
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Plus- und Minuszeichen in der Phase von (6.2a) entsprechen wie iiblich nach
rechts und links laufenden Wellen; die allgemeinste Losung setzt sich aus
beliebigen Linearkombinationen dieser Wellen zusammen.

Wo sind nun die N&herungen in diesem Verfahren verborgen? Zum Einen
haben wir angenommen, dass die Wellenfunktion den Charakter einer ebenen
Welle (6.2a) behélt, obwohl dies fiir beliebige Potentiale im Allgemeinen nicht
der Fall ist. Diese Annahme gilt sicherlich exakt nur fiir stiickweise konstante
Potentiale.

In diesem Zusammenhang miissen wir uns fragen, ob es sinnvoll ist, einen
Impuls bzw. eine Wellenlénge p(x) = hk(z) = h/\(x) als ortsabhingige Gro-
e zu betrachten. Eine Wellenldnge ist einem ausgedehnten Wellenzug zu-
geordnet, sie kann nicht fiir einen Punkt auf der x-Achse definiert werden.
A(z) macht nur Sinn, wenn die Anderung 6\ zumindest lings einer Linge A
vernachléssigbar klein ist. d. h. es muss gelten

‘ }(de ’ } <1. (6.3)

Die hier vorgestellte, nach den Autoren Wentzel, Kramers, Brillouin benannte
WKB-Niherungsmethode [1] ist also nur unter der Bedingung (6.3) einer
extrem kleinen Ortsableitung der Elektronenwellenlénge anwendbar.

Sehen wir uns die Naherung etwas genauer an, indem wir fiir das statio-
nére Problem die zeitunabhingige Schrodinger-Gleichung

—5 a5 V(@) ¥ () = EY(x) (6.4)

mittels des Ansatzes ¢ () o explip(x)] l6sen. Dieser Ansatz bietet sich an,
weil ja die Phase p(z) der Wellenfunktion nach (6.2a) die entscheidende N&-
herung enthélt.

Einsetzen des Ansatzes in (6.4) ergibt

W @)~ i (1) = g B~V (@) =F @) =10 () . (65)

Weil das Potential V' (x) nur schwach vom Ort 2 abhéngt, sollte dies auch fiir
die Wellenzahl k(z)gelten. Wir vernachléssigen also in (6.5) die Kriimmung
der Phase ¢ (). Damit lasst sich (6.5) sofort integrieren:

x
o(r) = :I:/k(:v’) dx’ . (6.6)
xo
Diese Beziehung entspricht genau dem vorher intuitiv erratenen Phasen-

integral in (6.2a). Wir konnen die Ndherung nun durch die Bedingung
|o"(z)] < [¢'(x)]? beschreiben und mittels der Niherung ¢’ (z) ~ k() er-
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halten wir als Bedingung
dk
dx

1 dk
< k> s ‘%a‘ < |k| , (67)

eine analoge Formulierung zu (6.3).
Mittels der Darstellung (6.6) erhalten wir aus (6.5)

[’ (:17)]2 = k% (z) +ip” (x) ~ k? (z) £ ik (z) . (6.8a)
Nach Wurzelziehen folgt
K (z)

o' () ~ £k (x) |1+ ikQ (@) (6.8b)
und nach Reihenentwicklung der Wurzel
K ()
(2) ~ k() & oL :
o () & k(o) £ G (6:50)
Integration von (6.8c) liefert
o (z) =~ :I:/k (') da’ & %lnk (x) . (6.9)

Zo

Damit stellt sich die nach WBK genéherte Wellenfunktion dar als (A =
Normierungskonstante)

x

P (1) ~ Lexp :l:i/k(:v') do'| . (6.10)
k()
zo

Dies ist bis auf die 1/4/k(z)-Abhéngigkeit die vorher ermittelte Wellen-
funktion (6.2a). Genau der Vorfaktor 1/4/k(x) gewéhrleistet die Stromer-
haltung, wenn eine ebene Welle sich durch das Potential V(z) zwischen
xo und z fortpflanzt. Nach (3.79) ist die Stromdichte einer ebenen Welle
nimlich j = 2£[p2. Im Rahmen der WBK-Né#herung wird so gewéihrleis-
tet, dass in Regionen, wo das Teilchen sich schneller bewegt, seine Aufent-
haltswahrscheinlichkeit geringer ist. Im Rahmen der Naherung wird schwache
Riickstreuung (Abschn. 3.6.3) am Potential vernachléssigt.

6.1.1 Anwendung: Tunneln durch eine Schottky-Barriere

Metall-Halbleiterkontakte sind in jedem Halbleiterbauelement zu finden. iib-
licherweise haben solche Kontakte gleichrichtenden Charakter bei Strom-
fluss, ein Effekt, der schon in der Friihzeit der Halbleiterelektronik bei der
Detektion von Radiowellen nutzbar gemacht wurde. Der Effekt beruht auf
der Ausbildung einer sogenannten Schottky-Barriere (Abb. 6.1). Elektro-
nische Grenzflichenzustinde an der Metall-/Halbleitergrenzfliche legen die
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Metall n-Halbleiter

E positive Raum- neutral

ladung

<d—>| EV

X

0

Abb. 6.1. Elektronisches Bander(Zustands)schema eines Metall /n-Halbleiteriiber-
gangs mit Schottky-Barriere. Das Metall ist charakterisiert durch einen Potential-
topf, dessen Einelektronenzustdnde — jeweils ein Elektron pro Zustand — bis zur
Fermi-Energie Er aufgefiillt sind. Er als chemisches Potential liegt im n-dotierten
Halbleiter im thermischen Gleichgewicht bei der gleichen Energie wie im Metall.
Durch elektronische Grenzflachenzustdnde (Anhang A) wird Er an der Grenzflé-
che etwa auf der Hélfte des verbotenen Bandes Eg festgehalten (gepinnt), sodass
im Halbleiter eine Bandverbiegung der Leitungsbandkante Ep, mit einer an freien
Elektronen verarmten Randschicht entsteht. Hier sind die Donatoren iiber einen
Raumbereich d ionisiert (positive ortsfeste Raumladung). Ep Energie der Donato-
ren im Halbleiter, Evy Valenzbandkante, ¢sg Schottky-Barriere

Lage des Fermi-Niveaus (Abschn. 5.6.3) bei einem Energiewert $gp unter-
halb der Leitungsbandkante Ep(z =0) im verbotenen Band E, fest (An-
hang A); man sagt, das Fermi-Niveau Ep ist an der Grenzfliche bei ®dgp
unterhalb von Ey, ,,gepinnt* (fixiert). @gp ist charakteristisch fiir die speziel-
le Metall-/Halbleitergrenzfliche, es hingt z. B. nicht von der Dotierung des
Halbleiters ab. Haben wir es, wie in Abb. 6.1, mit einem n-dotierten Halb-
leiter zu tun, so liegt bei tiefen Temperaturen das Fermi-Niveau Fp tief im
Innern (z > d) zwischen den Donator-Niveaus bei Ep und der unteren Lei-
tungsbandkante Et,, also nahe am Leitungsband (<30 meV). Weil $gp aber
etwa dem halben verbotenen Band (bei GaAs: &g ~ 0,7 V) entspricht, bie-
gen sich die elektronischen Bander in der Nidhe des Metallkontaktes nach
oben. Die Donator-Niveaus, knapp unterhalb von Ep, werden entladen und
eine positive raumfeste Raumladung der ionisierten Donatoratome innerhalb
einer raumlichen Ausdehnung d resultiert. Diese sogenannte Raumladungs-
zone enthéalt keine freien Elektronen mehr im Leitungsband, sie ist schlecht
leitend und stellt einen hohen elektrischen Widerstand dar, wenn wir eine
elektrische Spannung zwischen Metall und Halbleiter anlegen. Legen wir ei-
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ne negative Spannung an das Metall, so miissen Elektronen in jedem Fall
die Energiebarriere @gp iiberwinden, um in das Leitungsband (E < Et,) des
Halbleiters zu gelangen. Es kann nur ein kleiner Sperrstrom bei dieser Polung
flieken, auch bei relativ grofen Potentialdifferenzen.

Legen wir jedoch die negative Spannung an die Halbleiterseite, so heben
wir dort das Fermi-Niveau gegeniiber der Metallseite an. Die untere Lei-
tungsbandkante wird gleichzeitig angehoben und erreicht bzw. iiberschreitet
die Barrierenenergie @gp. Immer mehr Elektronen kénnen vom Halbleiter in
das Metall flieRen und wir beobachten ein exponentielles Anwachsen des soge-
nannten Durchlassstromes. In dieser Polungsrichtung leitet der Kontakt den
Strom, wihrend er bei entgegen gesetzter Polung sperrt (Gleichrichtungsef-
fekt).

Bei genauer Berechnung des Sperrstroms (Polung: Metall negativ, Halb-
leiter positiv) muss nun neben der thermischen Anregung iiber die Barriere
®gp auch Tunneln von Elektronen durch diese Barriere berticksichtigt werden.
Zur Beschreibung dieses Effektes eignet sich die dargestellte WKB-Ndherung
in hervorragender Weise. Tunnelnde Elektronen miissen die Barriere der H6-
he $gp und der Breite d (Abb. 6.1) iiberwinden. Zwischen x = 0 und = = d
fallt die Leitungsbandenergie Ep,(x) von Psp mit einem gekriimmten Ver-
lauf auf etwa Ep ab. Der funktionale Verlauf Ey,(z) folgt durch zweimali-
ge Integration der Poisson-Gleichung d?V/dx? = —p/eeg, wo innerhalb der
Raumladungszone d die Raumladung p = eNp durch die konstante Dichte
Np der Donatoren angendhert wird. Daraus folgt ein parabolischer Verlauf
der Leitungsbandkante innerhalb der Raumladungszone:

By (z) = Psp [1 - (x/d)Q] . (6.11)
Aus der Barrierenhéhe @gp erhilt man die Dicke der Raumladungszone iiber
dsp = e*Npd?/2¢0¢ . (6.12)

Mittels (6.11) ist die zu durchtunnelnde Barriere vollstdndig beschrieben.

Um die Tunnelrate (Wahrscheinlichkeit) auszurechnen, miissen wir die
Wahrscheinlichkeit ermitteln, mit der sich ein Elektron nach Durchlaufen der
Barriere bei « = d befindet. Dazu muss die Wellenfunktion (6.2) bzw. (6.10)
quadriert werden.

Hierbei miissen wir beriicksichtigen, dass in (6.2a) und (6.10) positive
Elektronenenergien F betrachtet wurden, d. h. propagierende Elektronen, die
sich energetisch oberhalb des Maximums eines schwach verdnderlichen Poten-
tials V(x) befanden. Tunnelnde Elektronen haben Energien £ < V(z), d.h.
wir miissen k(z) durch k(z) = y/2m(V(xz) — E)/h ersetzen (Abschn. 3.6.4,

Gl. (3.91)). Damit erhalten wir fiir die Transmissionswahrscheinlichkeit

T = (z=d)|* ~exp —2//{(:17) dz| | (6.13a)
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bzw.

d 9y 1/2
T ~ exp —2/{277;@258}3 (1 — %) } dz| =exp (—d 27721258}3) .
0
(6.13b)
Die Tunnelwahrscheinlichkeit nimmt mit einer exponentiellen Abkling-
lange \/h2/2mPgp ab. Fir GaAs mit € &~ 10 und ®gp ~ 0,7V betrigt diese
Abklingldnge etwa 1nm. Mochten wir also gut durchléssige Kontakte zum
GaAs mit quasi-ohmschem Verhalten herstellen, so darf die Raumladungszo-
ne in ihrer Dicke d den Wert 1 nm auf keinen Fall {iberschreiten. Solche engen
Raumladungszonen verlangen aber nach (6.12) extrem hohe Volumendotie-
rungen oberhalb von 10!? ecm™3. Quasi-ohmsche Kontakte zwischen Metall
und Halbleiter werden deshalb zumeist hergestellt, indem man eine hochdo-
tierte Schicht im Halbleiter durch Epitaxie, Diffusion oder Ionenimplantation
unterhalb des Metallkontaktes erzeugt.

6.2 Geschicktes Erraten einer Niherung:
Die Variationsmethode

Bei der Losung quantenmechanischer Probleme hilft uns oft die physikalische
Intuition zu manchmal recht guten qualitativen Vorstellungen iiber die Ge-
stalt der Wellenfunktionen, die Eigenlosungen der stationéren Schrédinger-
Gleichung sind. In einem bindenden, eindimensionalen Rechteckpotential der
Breite d sind die Eigenlosungen stehende Sinus-Wellen mit d = A\/2, 2)/2,
3X/2 usw. (Abschn. 3.6.1). Qualitativ dhnlich sind die Losungen fiir das bin-
dende parabolische Potential des harmonischen Oszillators (Abschn. 4.4.2).
Allgemein erwarten wir in bindenden Potentialen, die zu einer Ebene spiegel-
symmetrisch sind, fiir den Grundzustand eine nach oben konvexe, zu dieser
Ebene spiegelsymmetrische Wellenfunktion. Der erste angeregte Zustand, im
Kastenpotential eine stehende Welle mit d = A, wird qualitativ in dem allge-
meinen bindenden Potential auch bei Spiegelung an der Symmetrieebene sein
Vorzeichen &dndern (inversionssymmetrisch). Der néchste Zustand ist wieder
spiegelsymmetrisch zum Zustand des Potentials, jedoch hat er zwei Knoten
(¢ = 0) statt einem (Abb. 6.2). Wie die Wellenfunktionen in dem allgemei-
nen Potential in Abb. 6.2 genau aussehen und wie vor allem die zugehérigen
Energieeigenwerte Fy, E1, Fo, . .. zahlenméRig folgen, muss durch Losung der
stationdren Schrédinger-Gleichung errechnet werden. Konnen wir uns mit
dem intuitiven Wissen aus Abb. 6.2 eine Naherungslosung des Problems ver-
schaffen?

Nehmen wir an, wir kennen die exakte Losung des Problems in Abb. 6.2,
d.h. die stationére Schrodinger-Gleichung werde gelost durch die Kets |¢,),
d.h. R

H|pn) = Enlpn) - (6.14)
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AV Abb. 6.2. Allgemeines bindendes Potential
V(z) mit qualitativ eingezeichneten Wellen-
funktionen g, 11, 12 der niedrigsten binden-

\% A/ den Zustande; Energien Eo, E1, Fo
E

2

E,

E,

Wir kénnen dann fiir einen beliebigen Zustand |¢), der vielleicht als qualitativ
gute Losung des Problems erraten wurde (wie in Abb. 6.2) den Energie-
erwartungswert (¢|H|¢) wie folgt bilden:

W H ) =" (W H lon) (0nlth) =Y En ($ln) (0alth) - (6.15)

n

Hierbei wurde die Vollstdndigkeitsrelation fiir das vollstdndige Orthonormal-
system |, ) (4.69a) benutzt. Falls wir statt aller Energieeigenwerte F,, den
niedrigsten Wert Ey des Grundzustandes nehmen, kénnen wir (6.15) nach
unten abschitzen:

(Wl H|$) > > Eo (len) (enlth) = Eo (¥|y) - (6.162)
Damit folgt fiir irgendeinen geratenen Zustand |¢) (nicht normiert):
(W H |9)
E —_—. 6.16b
"= ) (016

Der exakte Eigenwert Ey des Grundzustandes ist also immer kleiner als
der errechnete Energiemittelwert (1| H|¢)/(1)]4) fiir einen beliebigen errate-
nen ,, Versuchszustand |)).

Betrachten wir die Abschétzung (6.16b) etwas genauer, indem wir fiir den
n-ten Eigenzustand (Energiewert E,,) eine Versuchsfunktion

[¥) = len) +15¢) (6.17)

annehmen, die vom exakten Ket |, ) um eine Funktion |d¢) abweicht, die na-
tiirlich zu |, ) orthogonal sein muss, denn sonst wire sie durch die Wahl des
Normierungsfaktors in |¢,,) enthalten. Einsetzen von (6.17) in das Funktional
(6.16b) ergibt:
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WIH ) _ (onl + (80]) H (Jon) +150))

W) ({enl + 0¢]) (len) +109))
_ B+ <580|ﬁ|5g0> B )
= Toalon) + glg) ~ n+ O (I5sﬂ> ) : (6.18)

Wiéhrend also die erratene Wellenfunktion [¢) linear um |d¢) von der ex-
akten Losung |p,) abweicht, ist der Fehler in der Bestimmung des Ener-
gieeigenwertes quadratisch in |d¢), d.h. bei kleinem Fehler in der erratenen
Wellenfunktion wesentlich besser vernachléssighar.

Ein Zahlenbeispiel erhirtet diesen allgemeinen Befund: Nehmen wir an,
wir haben eine Wellenfunktion |¢) fiir den Grundzustand |pg) des Problems
(6.14) intuitiv so erraten, dass |¢) sich von der richtigen Losung |¢g) durch
10% ,,Verschmutzung®, d.h. Beimischung des zu |po) orthogonalen, néchst
hoheren Zustands |p1) unterscheidet:

1
[} = leo) + 35 len) - (6.19)
Wir setzen die Versuchsfunktion (6.19) in das Energiefunktional (6.16b) ein,

um eine nach unten durch den exakten Energiewert Ey abgeschétzte Nahe-
rungsenergie zu erhalten:

(Y] H |y) _ ({0l + % (1)) a (lpo) + %o le1))

Ely] = =
(@ly) (o + 151100 + 75¢1)
_ {pol H |o) + 155 {p1 [ H 1) Eo +0.01E,
1+ 155 1.01
~ 0.99Eq + 0.01E; . (6.20)

Obwohl die erratene Versuchsfunktion 10% Beimischung einer ,,falschen Funk-
tion“, verglichen mit der richtigen Losung enthielt, liegt der errechnete
Energieeigenwert nur um 1% neben der richtigen Energie Ey des Grund-
zustands.

Um das Niaherungsverfahren noch effektiver zu gestalten — wir wissen
ja nicht, wie weit wir beim Erraten einer Losung von der richtigen Funkti-
on abweichen — machen wir die Versuchfunktion ¢ von Parametern «, 3, ...
abhéingig, die wir dann noch numerisch bestimmen kénnen, um das Funktio-
nal E[¢] moglichst klein zu machen, d.h. nahe an den richtigen Eigenwert
heranzufithren. Fiir den Grundzustand |¢g) erraten wir also die Ndherung
[o(e, B,...)), die das Funktional E[¢y] als Funktion der freien Parameter
a, 3, ... darstellt:

(o (0,8, )| Hltbo (o B,..))

E(a,8,...) = E[to(a,8,...)] = (o (@, B, -~ Vo (@ By~ )

(6.21a)



218 6 Naherungslosungen fiir wichtige Modellsysteme

Minimalisieren von (6.21a) mittels der Parameter «, 3, ... fithrt also zu
einer noch besseren Anndherung an FEj, heran, verglichen mit dem einfa-
chen Einsetzen der erratenen Losung |pg). Die Minimalisierungsbedingung
fir (6.21a) verlangt

ok OF

— =—=...=0 6.21b

90 ~ 95 : (6.21b)
woraus wir die speziellen Parameterwerte g, fo, . .. bestimmen, die (6.21b)

erfiillen. Die beste Anndherung an den richtigen Energiewert Fy ergibt sich
dann durch Einsetzen von ag, o in E(w, 3,...) (6.21a):

Ey S E (a0, Bo,---) - (6.21c)

Was wir hier im Einzelnen fiir den Grundzustand des Systems erldutert
haben, lasst sich analog auf héhere angeregte Zusténde iibertragen.

Vom ersten angeregten Zustand |p1) mit dem exakten Eigenwert Fy wis-
sen wir, dass |¢1) orthogonal zum Grundzustand |¢g) ist. Zur ndherungswei-
sen Berechnung von E; errate man also eine Ndherungslosung |1 (o, 3/, .. .))
mit anpassbaren Parametern, o', 3, ..., die orthogonal zu |pg) oder dessen
Niherung |¢p) ist. Man errechne das Funktional

<1/)1 (O/a 6/7 . )| H |1/}1 (0/76/7 .. )>
(1 (&, 8, ) (&, 35 ..0)

und minimalisiere es beziiglich der Parameter o/, 3, ... durch Differenzierung

nach o/, 3, ... analog (6.21b). Die aus (6.21b) erhaltenen Werte a1, 31, ...

fiir die Anpassparameter minimalisieren das Energiefunktional (6.22a) und
liefern die beste Naherung fiir den ersten angeregten Energiezustand F;

E(,f,..) =

(6.22a)

By S E(o,pB,..) - (6.22b)

Analog verfahre man fiir hohere Energieeigenwerte Es, E3, . ... Zur Errech-
nung von Es muss man dann natiirlich die Naherungslosung |2) orthogonal
7u |po) und |p1) erraten.

Um das zugrunde liegende Prinzip des N&dherungsverfahrens noch ein-
mal zusammenzufassen, stellen wir fest: Die Eigenlosungen (Zusténde) des
Hamilton-Operators H sind stationire Punkte des Energiefunktionals E[t)).
Andert man sie in erster Ordnung, so #ndert sich E[t] nicht. Der Grundzu-
stand ist iiberdies das absolute Minimum von E[)].

Im folgenden wollen wir die Variationsmethode zur ndherungsweisen L6-
sung der Schrodinger-Gleichung an einigen Beispielen darstellen.

6.2.1 Beispiel des harmonischen Oszillators

Nach Abschn. 4.4.2 ist das Problem des harmonischen Ostzillators analytisch
16sbar. Im parabolischen, bindenden Potential (ox 22) haben die Eigenfunktio-
nen die oben beschriebene Gestalt; der Grundzustand (4.124) ohne Knoten,
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nach oben konvex (Abb. 4.4, n = 0), der erste angeregte Zustand mit einem
Knoten und inversionssymmetrisch um = = 0 (Abb. 4.4, n = 1) sowie al-
le hoher angeregten Zustdnde mit wachsender Knotenzahl und abwechselnd
spiegel- bzw. inversionssymmetrisch um @ = 0 (Abb. 4.4).

Wir wollen die Grundzustandsenergie, die nach (4.122) exakt gleich 0,5hw
(w = Oszillator-Eigenfrequenz) ist, mittels der Variationsmethode berech-
nen. Mit dem Wissen, dass die Grundzustandswellenfunktion nach oben
konvex ist, machen wir die Annahme einer nach unten geéffneten Parabel

(Abb. 6.3):
Yo = A [1 - (3)1 x (1-p?) . (6.23)

Hierbei haben wir zur Minimalisierung des Energiefunktionals (6.21a) zwei
freie Parameter a und A zugelassen, von denen A nur eine Normierungskon-
stante ist, die in der Rechnung zur Bildung von (6.21a) schon im Nenner
beriicksichtigt ist; es bleibt also nur die Minimalisierung nach a tibrig. Mit
der Setzung p = x/a ergibt sich fiir den Hamilton-Operator des Oszilla-
tors:

. K2 42 m K2 d2 mw?a?
H=—" 4 22 = — = )%, 6.24
2m dz2+ P 2ma? dp2+ 2 F (6.24)

Der Zéhler Z des Energiefunktionals (6.21a) folgt damit zu

1
~ h2 d2
Z= (ol Hliw) =5 [ (1 - ) (1= ) ads
21

1
2
+ mTw/asz (1 — p2) adp
21
4 K2 16 mw?a’®
i 6.25
Sma T 105 2 (6.252)

Y (x)

Abb. 6.3. Nach unten getffnete Parabel als
Versuchsfunktion zur ndherungsweisen Be-
rechnung der Oszillatorgrundzustandsener-
gie nach der Variationsmethode
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wahrend der Nenner sich ergibt zu

1
2 16
N = (toltho) = a/ (1-p*)"dp= =0 (6.25b)
1
Damit folgt fiir das Energiefunktional (6.21a)
Z 5 h? 1
Epo(a)] = = = =— + —mw?a® . (6.26)

N 4maz ' 14
Wir minimalisieren dieses Funktional mittels des Parameters a:

oF 5 h? 1,

Durch Auflésen nach a folgt

35 h? h
‘= bzw. a? ~ 4,18— . (6.27b)

a o0
2 m2w? mw

Einsetzen dieses Wertes in (6.26) liefert den Minimalwert
Bunin ~ 0,597hw (6.27¢)

fiir das Energiefunktional, und damit die im Rahmen der erratenen Versuchs-
funktion (6.23) beste Niherung fiir die Grundzustandsenergie 0,5fiw des har-
monischen Oszillators.

Unter Bertiicksichtigung der doch recht oberflachlichen Annahmen iiber
1o (6.23) und der einfachen Rechnung muss die Ndherungslosung (6.27¢) fiir
den richtigen Wert %hw als gut bezeichnet werden.

Um den néchst hoheren Energieeigenwert E1 ndherungsweise zu ermitteln,
miissen wir eine zu (6.23) orthogonale Versuchsfunktion mit einem Knoten
annehmen, die um x = 0 inversionssymmetrisch ist.

Eine einfache Annahme ist sicherlich

1 (b, A) = Asin %:17 . =0 fiir [z >b. (6.28)

Diese Funktion, richtige Eigenlosung fiir einen rechteckigen Potentialtopf,
erfiillt die Symmetrieeigenschaften und hat die richtige Knotenzahl auch fiir
den ersten angeregten Zustand des Oszillatorpotentials. Mit b als Parameter
fiir die Minimalisierung des Energiefunktionals (6.22a) ergibt eine analoge
Rechnung zu (6.24) bis (6.27) einen Néherungswert fiir die Energie des ersten
angeregten Oszillatorzustandes Fp = %hw Wir {iberlassen dem Leser diese
Ubungsaufgabe.
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6.2.2 Der Grundzustand des Wasserstoffatoms

Das Wasserstoffatom (H) ist das einfachste Atom. Sein haufigstes Isotop hat
als positiven Kern ein Proton, an das durch Coulomb-Anziehung ein nega-
tives Elektron in der Atombhiille gebunden ist. Wir haben es also mit einem
Zweikorperproblem zu tun. Da aber das Proton etwa 2000mal schwerer ist
als das Elektron, kann man in guter Naherung das Proton als ruhenden Kern
annehmen, um den sich das Elektron herum bewegt. Fiir die Dynamik dieses
Elektrons ist das Problem zentralsymmetrisch, sodass wir analog zu (5.183)
und (5.5b) die kinetische Gesamtenergie in einen Radialanteil T, und einen
Kreisbahnanteil L2 / 2mer2, mit m, als Masse des Elektrons aufteilen konnen.
Da wir es nicht wie in (5.183) mit einem um eine Achse rotationssymmetri-
schen sondern mit einem zentralsymmetrischen (3D) Problem zu tun haben,
muss statt L2 hier der Gesamtdrehimpuls L? eingehen. Mit dem Coulomb-
Potential zwischen Elektron und Proton
2

—e
4 = 6.29
) dmegr ( )
folgt somit fiir den Hamilton-Operator des H-Atoms
. ) 72 2
H=T © (6.30)

=
" 9mer?  dweor

Wegen der kinetischen Energie p?/2m, und des Impulsoperators p = —ihV
enthélt der Radialteil 7} der kinetischen Energie eine zweimalige Ableitung
nach dem Radius. Eine detaillierte Rechnung mittels der Vektordarstellungen
(5.30-5.32) fiir Polarkoordinaten liefert (siche auch Ubung 4.7)

. W10 (4,0

Ir= 2me 12 Or <T 8r> ' (6:31)
Wir haben die Rechnung hier nicht ausgefiihrt, weil die Darstellung des V
und A-Operators in Kugelkoordinaten in jedem Handbuch der Mathematik
zu finden ist.

Wegen der Kugelsymmetrie des Problems sind nach Abschn. 5.3 die Ope-
ratoren H , f/2, L, miteinander vertauschbar; sie haben das gleiche Eigenfunk-
tionssystem. Die Wellenfunktion des Elektrons im Wasserstoffatom enthalten
neben einem Radialbauteil R, ;(r) also die Kugelfunktionen 2™ als Eigen-
16sungen des Drehimpulsoperators. n als Hauptquantenzahl nummeriert die
verschiedenen Energieniveaus im bindenden Coulomb-Potential.

Damit schreibt sich die Schrédinger-Gleichung fiir das Elektron im

H-Atom, nachdem wir bereits den Operator L? auf 77" haben wirken las-
sen (5.51b)

Rnl T}m

2 2 2
Hanm_[ K 1a<ga>+1(z+1>h e

“2meror | or

= n,l,mRnlY}m . (632)

2Me 4megr
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Wir wollen an dieser Stelle nicht auf eine detaillierte Diskussion der Ei-
genlosungen (Abschn. 5.7.2) eingehen, sondern lediglich ndherungsweise die
Grundzustandsenergie Fyp im negativen bindenden Coulomb-Potential mit-
tels des Variationsprinzips bestimmen. Der Grundzustand hat sicherlich ver-
schwindenden Drehimpuls (I = 0), sodass sich fiir Ey mit der Wellenfunktion
Wy = R10TY) die Schrodinger-Gleichung (Radialanteil) darstellt als:

2
ﬁrwo_[hia<2a

o2
_— — ¥y = By . .
2me 12 Or " 8r> ] 0 00 (6.33)

B dmeqr

Das es also wegen [ = 0 nur darum geht, den kugelsymmetrischen Radialanteil
des Problems zu 16sen, kénnen wir im zu minimierenden Funktional (6.16b)
die Integration iiber die Winkel gleich durch einen Faktor 47r? beriicksichti-
gen und erhalten folgende Abschitzung fiir die Grundzustandsenergie Ey

[ Axr2y* Hoapdr
0

Ey SEY] = (6.34)

f 4mr2qp*apdr
0

Im Funktional E[¥] nehmen wir als Versuchsfunktion v(r) eine radialsym-
metrische Funktion an, die der Lokalisierung des Elektrons in der Ndhe des
Kerns Rechnung trégt, die also aufierhalb eines gewissen Radialabstandes
p = 1/y/a verschwindet. Eine GauR-Funktion erfiillt sicherlich diese Bedin-
gung. Wir setzen als erratene Naherung fiir die Grundzustandswellenfunktion
an

¢ = Aexp (—ar?) , (6.35)

wo A (Normierungskonstante) und a frei wihlbar sind und somit a als Mi-
nimalisierungsparameter zur Verfiigung steht. Damit ergibt sich der Nenner
von (6.34) unter Zuhilfenahme géngiger Integraltabellen zu

r Vi 3/2
N = (Y[y) = /47”“2672‘”2 dr =27 / p2e20 qp = L [T (l) )
0

2a ' 2a 2a
(6.36)
Der Zihler des Energiefunktionals (6.34) stellt sich dar als
47‘rﬁ2 7 2 0 0 2 62 i 2
Z =— ot =) e dr — — 2y 6.37
e /e <67“T 8r> e r = re r (6.37a)

Nach Ausfiithren der Differentiationen im Integranden und der Erweite-
rung des Integrals von minus bis plus Unendlich ergibt sich der Zahler zu
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2T Analh2 [ 2 7
Z - _ 67T(1 / ,,,2 672(““2 d’l’ o Ta / T4672ar2 dT 4 e_ 7’672(”02 d’l’
Me Me €0
3 3/2 h2 _1 62
_3 8P o -4 , 6.37b
47T me( @) dmega ( )

Damit folgt fiir das Energiefunktional (6.34)

_3K%(20) e (2a)? 6.3
T4 me  2eqmd/2 (6.38)

E ) (a)]

Die im Rahmen der hier benutzten Versuchsfunktion (6.35) beste Niaherung
fiir den Grundzustand ergibt sich durch Minimalisierung des Funktionals
(6.38) nach a:

OE  6h* 1 e?

1
= .~ 4 z=0. 6.39
Oa 4me 2 \/§go7r3/2 @’ ( 2)
Dies liefert schliefslich
2
Me €
a= ———, 6.39b
Ve 3v2eoh23/2 ( )
m?2e? 9
a = W [Cm } . (639(3)
Da a positiv ist, folgt fiir die Ableitung 0F/da
OF 2
¢ 0, (6.40)

B0 2 agmd a2

d. h. wir haben wirklich ein Minimum fiir die Energie gefunden.
Setzen wir den Wert fiir a in das Funktional (6.38) ein, so erhalten wir
den im Rahmen dieser Naherung besten Wert fiir die Grundzustandsenergie

Ey des H-Atoms

1 mee?

EySE=-———2—
0~ 12 73e2h2

~ —12eV. (6.41)
Der analytisch ermittelbare und auch im Experiment bestimmte richtige Wert
betrdgt —13,6eV. Unser Naherungswert liegt, wie erwartet, ein wenig dar-
iiber, aber kommt sehr nahe an das richtige Ergebnis heran.

Aus unserer Ndherung kénnen wir natiirlich auch eine Information iiber
die Ausdehnung der Grundzustandswellenfunktion im H-Atom erhalten. Ge-
méaf dem Ansatz (6.35) liefert 1/+/a eine Abschitzung fiir die Halbwertsbrei-
te der Gauk-Wellenfunktion. Mittels (6.39b) errechnet man fiir 1//a einen
Wert von 1078 cm = 1A. Dies trifft genau die Grokenordnung des Bohr-
Radius ag ~ 0,5 A, der schon aus der semiklassischen Rechnung im Bohrschen
Atommodell folgt.
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6.2.3 Molekiile und gekoppelte Quantenpunkte

Wir wollen im Folgenden die Variationsmethode auf eine allgemeine Klasse
vom Problemen anwenden, die fiir weite Bereiche der Physik, vom Verstdnd-
nis der kovalenten Bindung in Molekiilen bis hin zu gekoppelten Quanten-
punkten in der Nanoelektronik und der Realisierung der quantenmechani-
schen Informationseinheit, dem Quantenbit (Q-bit, Abschn. 7.5), von Bedeu-
tung sind.

Das einfachste Molekiil in der Natur ist sicherlich das aus zwei Wasserstof-
fatomen (H) gebildete Ho-Molekiil, in dem die beiden Schalenelektronen der
beiden H-Atome die kovalente Bindung des Molekiils bewirken. Ja, wir kon-
nen uns noch ein einfacheres Molekiil vorstellen, ndmlich das H;-Ion, in dem
nur ein Elektron zwei positive Protonen aneinander bindet. Schematisch sind
die Verhéltnisse in Abb. 6.4 dargestellt. Beide Protonen, in geniigend grofsem
Abstand, erzeugen bindende Coulomb-Potentiale der Form —e/4meor um sich
herum, die das Elektron in diskreten Zustédnden binden koénnen. Betrachten
wir jeweils die Grundzustédnde |L) und |R) im linken (L) und rechten (R) ato-
maren Coulomb-Potential, so haben die entsprechenden Wellenfunktionen 1
bei weit voneinander entfernten Kernen (Protonen), die vom Zentrum her
exponentiell abklingende Gestalt exp(—r/a) (Abschn. 6.2.2, Abb. 6.4b).

Analoges gilt fiir zwei Quantenpunkte, die man sich entweder lateral mit-
tels der Split-gate oder vertikal mittels einer Mesa-Lithographie auf einem
Halbleiterchip realisiert denken kann. Auch hier fiihren zwei bindende Po-
tentiale (Abb. 6.4g) zu diskreten Energiewerten bzw. Grundzusténden |L)
und |R). Es héngt natiirlich vom speziellen einschlieflenden Potential ab,
wie im Einzelnen sich diese Zustédnde als Funktion von r darstellen, und bei
welchen Energien die Grundzustidnde liegen. In kastenformigen Potentialen
z. B. hat die Grundzustandswellenfunktion die Gestalt einer halben Sinuswel-
le (Abschn. 3.6.1).

In beiden Féllen, dem der beiden Coulomb-Potentiale der Protonen und
denen der benachbarten Halbleiterquantenpunkte gilt, dass bei gentigend klei-
ner Entfernung zwischen den einschlieffenden Potentialen die Barriere dazwi-
schen so diinn wird, dass die Wellenfunktionen der Zusténde |L) und |R)
iiber die Barriere hinweg iiberlappen und wie beim resonanten Tunneln ein
kohérenter Gesamtzustand des Zweizentrensystems moglich wird. In anderen
Worten, das Elektron im Hj -Ton oder in den beiden gekoppelten Quanten-
punkten kann sich sowohl links als auch rechts in den Zustédnden |L) bzw.
|R) aufhalten, wo |L) und |R) die Schrédinger-Gleichung der entkoppelten
Systeme

(T+V1) 1) = B |L) wd (T + Vi) |R) = Er|R) (6.42)
16sen.

Zur ndherungsweisen Losung des Problems mittels der Variationsmethode
setzen wir als Versuchsfunktion die lineare Superposition der Zustdnde |L)
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Wasserstoff-Molekul Doppel-Quantenpunkt
v L R v L R i L R
\i / V i i " i i >
| HIEAVAVA
@ (&
a) 9)
VANNRVANS
b) r r
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T
<)
antibindend |L> |R>
d) ! h) £
{5 {5 bindend
) ' 1
e S
|L> antibindend E__ R e A Ho
E, —— [A &) ~
f) bindend E_ i)

Abb. 6.4a—h. Vergleich eines Hj -Tons mit zwei gekoppelten Quantenpunkten,
die mit einem Elektron besetzt sind. a Potentiale der beiden Protonen im Hj -
Ton. b Qualitative Grundzustandswellenfunktionen fiir die getrennten Protonpote-
niale. ¢ Uberlappende Wellenfunktionen aus b) bei Anniherung der Atomkerne.
d Antibindender Molekiilzustand des Elektrons im Potential der gekoppelten Ato-
me. e Bindender Molekiilzustand mit erhéhter Aufenthaltswahrscheinlichkeitsdich-
te des Elektrons zwischen den Kernen. f Aufspaltung der Grundzustandsenergien
FEy der freien Atome in antibindendes und bindendes Niveau der gekoppelten Ato-
me. g Zwei verschiedene bindende Potentialtypen fiir den Doppel-Quantenpunkt
Die qualitative Ahnlichkeit zu dem des Hj-Potentials in a) ist evident. Dem ent-
sprechend stellen sich Wellenfunktionen und Energieniveaus genau so dar wie fiir
das HJ-Ion, Teilbilder b) bis f). h Anschauliche Darstellung der Wechselwirkung
zwischen den beiden Potentialen des Doppel-Quantenpunktes durch Hin- und Her-
tunneln des Elektrons zwischen den Zustanden |L) und |R), links und rechts. i An-
schauliche Darstellung des gekoppelten elektronischen Zustandes, bei dem eine Auf-
spaltung A zwischen bindenden und antibindenden Energieniveaus vorliegt. pus und
up sind die chemischen Potentiale (Fermi-Energien) zweier metallischer Kontakte
(Source und Drain), links und rechts, die iiber Einzelelektronen-Tunneln eine Mes-
sung dieser Energien erlauben wiirden (siche dazu auch Abb. 5.18)
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und |R) an, weil dies dem ,,Entweder” oder ,,Oder des Elektrons im linken
oder rechten Potential entspricht:

) ~cL|L) + cr |R) . (6.43)

In anderen Worten, die Grundzustandseigenfunktion fiir das Elektron im
Zweizentrenproblem zweier gekoppelter bindender Potentiale beinhaltet si-
cher eine partielle Lokalisierung des Elektrons links (L) wie auch rechts (R).
Gleichung (6.43) ist deshalb ein guter erster Niherungsansatz, wenn wir
die Amplituden ¢, und cg, im einfachsten Fall reell angenommen, noch als
freie Parameter fiir die Minimalisierung des Energiefunktionals E[¢(cr, cr)]
(6.21a) benutzen.

Wir wollen das zu 16sende Problem noch einmal kurz beschreiben. In der
zu losenden Schrédinger-Gleichung

Hy) = E|¢) (6.442)

besteht der Hamilton-Operator aus dem kinetischen Anteil T eines Elektrons
und den beiden bindenden Potentialen Vi,(r — rr,) bzw. Vr(r — rg). Fiir das
H;—Molekﬁl mit den beiden positiven Kernen bei 71, und rg, die sich absto-
fen und im Raum frei bewegen kdnnen, miissen wir noch die entsprechende
Coulomb-Wechselwirkungsenergie der Kerne beriicksichtigen:

N ~ N N e2

H=T+V,(r—rL)+Vr(r—rgr) (6.44b)

+ 47T50 |’I“L — ’I“R| '
Im Quantenpunktproblem tritt natiirlich der letzte Anteil nicht auf (er ist
konstant und kann in der Energienormierung beriicksichtigt werden), weil die
beiden Zentren der bindenden Potentiale rr, und rg raumfest im Halbleiter
ausgebildet sind und nicht wie beim Molekiil durch frei bewegliche Protonen
erzeugt werden.
In der weiteren Rechnung ist es belanglos, ob wir das Hj -Molekiil oder die

gekoppelten Quantenpunkte im Auge haben. Wir errechnen das Funktional
(6.21a) mittels (6.43) wie folgt:

E[ (cL,cr)] = (v| H ) _ (e (Ll+er (R|) H (c |L) + cr |R))
L, CR <1/)|1/)> (CL <L|+CR <R|) (CL|L>+CR|R>)

¢ Hip, + ¢ Hrr + cLer Hur + cLer Hrr

- c + & + 2cLerS ' (6.45)
Hierbei haben wir folgende Matrixelemente definiert:
Hyy = (L|H|L) . Hyn = (R|H|R) . (6.462)
Hin = (LI A |R) (6.46b)
Hry = (R|H |L) , (6.46¢)
S =(LIR) = (R|L) (6.46d)
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Wir haben jetzt das Problem so allgemein formuliert, dass anders als im
H -Fall die beiden Potentialmulden, links und rechts verschieden sein kénnen,
z. B. zwei in ihrer Dimension verschiedene Quantenpunkte.

Betrachten wir die Matrixelemente etwas genauer: Hyp, bzw. Hgrg, die
Diagonalelemente, lassen sich fiir das Quantenpunktsystem, darstellen als

Hyy, = (L|T + Vi, + Vg |L) = E. + (L| Vg |L) = Er, — Ry, (6.47a)
Hggr = (R|T+ Vi, + Ve |R) = Er + (R|VL|R) = Er — Lr . (6.47b)

Hierbei sind Ey, und Er die Grundzustandsenergien der nicht gekoppelten
Quantenpunkte links und rechts, geméf den Schrodinger-Gleichungen (6.42)
und Ry, bzw. Ly kleine Korrekturen, die durch das Vorhandensein der be-
nachbarten Potentialmulden auftreten. Da es sich um bindende Potentiale
handelt, haben wir Ry, und Ly als positiv und mit negativem Vorzeichen ein-
gefiihrt. Ry, und Ly sind Korrekturen an den Grundzustandenergien der Ein-
zelsysteme, die durch die Umgebung verursacht sind. Mit S = (L|R) = (R|L)
als dem sogenannten Uberlappintegral, das durch den Uberlapp der Wellen-
funktion im Zwischenbereich zwischen ri, und rg zustande kommt, schreiben
sich die Nichtdiagonalelemente Hig und HRgr,

Hig = (L|T + Vi 4+ Vi |R) = Er (L|R) + (L| VL |R) , (6.48a)
Hyy = (R|T+ Vi + Va |L) = By (R|L) + (R| V& |L) . (6.48b)

Die beiden Terme (L|Vi,|R) und (R|Vz|L) koppeln jeweils die Grundzustéinde
links und rechts iiber die Potentiale VL bzw. VR aneinander an. Im néchsten
Abschnitt werden wir sehen, dass sie sich als Wahrscheinlichkeitsamplituden
fiir Elektroneniibergéinge |R) — |L) oder |L) — |R) interpretieren lassen, die
durch die Stérpotentiale Vi, auf den Zustand |R) bzw. Vg auf |L) hervorge-
rufen werden. Sie beschreiben so etwas wie Transfer- oder Tunnelamplituden
des Elektrons von rechts nach links oder umgekehrt. Benennen wir sie also
—t_ und —t_,, so stellt sich (6.48) dar als:

HLR = ERS —t_ 5 (648C)
Hpy = ELS —t_. . (6.48d)

Bei der weiteren Behandlung des Energiefunktionals (6.45) merken wir uns,
dass die Diagonalmatrixelemente Hy, und Hgrgr bis auf die kleinen Korrek-
turen Ry, und Ly (6.47) die Grundzustandsenergien Ep,, Fr im linken und
rechten Potential darstellen und damit in (6.45) die entscheidenden Beitréige
liefern. Sowohl das Uberlappintegral S (6.46d) wie auch die Nichtdiagonal-
matrixelemente Hir und Hgy, sind dem gegeniiber kleine Grofen, die durch
den Uberlapp der Potentiale oder Wellenfunktionen von links und rechts be-
stimmt sind.

Zur ndherungsweisen Berechnung der Grundzustandsenergie des Zweizen-
trenproblems minimalisieren wir E[i)(cr, cr)] (6.45) beziiglich der Parameter



228 6 Naherungslosungen fiir wichtige Modellsysteme

cL, Cr, d. h. es soll gelten
on _ op _

8_cL_80R_

Der Einfachheit halber formen wir (6.45) um zu

0. (6.49)

E (ci + c%{ + 2chRS’) = C%HLL + C%{HRR + crerHir + crerHrr  (6.50)

und fiithren die Differentiationen (6.49) in dieser Formel durch. Wegen der
Bedingung (6.49) folgen dann die beiden Beziehungen:

Hip + H

cL (Hu, — E) + cr <% - ES> =0, (6.51a)
Hip + H

cr (Hgr — E) + c1, <% - ES> =0. (6.51b)

Um die Rechnung iibersichtlich zu gestalten, fiilhren wir noch folgen-
de Mittelwertdefinitionen fiir die Diagonal- und Nichtdiagonalelemente des
Hamilton-Operators ein:

H= (HLL + HRR) /2 s (6.52&)
h = (Hyr + Hry) /2 . (6.52b)

Damit folgt aus (6.51) folgendes Eigenwertproblem fiir die Energie E:

< %%IL_L E. Sf) ((Z;RE_S)E)) (2;) =0. (6.53a)

Eine nichttriviale Losung verlangt das Verschwinden der Determinante:

HLL+HRR72BS HLLHRRfi_LQ .
L —mn 2 o, (6.53b)

E?’—FE

Wie erwartet, ergeben sich aus den beiden Grundzustandsenergien Ey,, Er
bzw. Hyr,Hgy, (6.47) der getrennten Potentialmulden zwei neue Energieni-
veaus Ey als Losungen von (6.53b) fiir die gekoppelten Systeme:

H—hS 1

1— §2 + 1_ 62 \/(1 —52) (h? — HuLHRR) + (H — BS)2 . (6.54)

+ =

Betrachten wir zuerst den spiegelsymmetrischen Fall gleichartiger, nur um
(rr, — rr) gegeneinander verschobener Potentialmulden. Dieser Fall ist fiir
das H;—Molekiﬂ natiirlich gegeben. Fiir Potentialmulden in zwei Quanten-
punkten miissen die technologischen Herstellungsprozesse geniigend reprodu-
zierbar sein, um die Spiegelsymmetrie zu gewéhrleisten.
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Mit den Symmetrieforderungen

H = HLL = HRR und }_L = HLR = HRL (655)

folgt dann aus (6.54)

1 1
= (Hy,+Hpr) = —— (H
T3 g Ao+ Hrn) 115(

E. +h), (6.56a)

oder, wenn wir die Darstellungen (6.47) und (6.48) fir die Diagonal- und
Nichtdiagonalmatrixelemente durch Umgebungskorrekturen Ry, = Lg = §
(wegen Symmetrie) bzw. Tunnelamplituden ¢t = t_, = tLr beriicksichti-
gen

1

E
*T1xs

[(Eo —6) £ (EoS — trr)] - (6.56b)

Hierbei haben wir wegen der Gleichheit der beiden Potentiale links und
rechts die Grundzustandsenergien Ey, = Er = Ey gesetzt.

Beriicksichtigen wir, das ¢ und t1r gegeniiber Ey bzw. EyS kleine Grofen
sind und das Uberlappintegral auch signifikant kleiner als 1 ist, so folgt aus
(6.56) unmittelbar, dass fiir zwei gleichwertige gekoppelte Systeme, wie das
Hy -Molekiil oder zwei durch eine schwache, durchlissige Barriere (Transmis-
sionsamplitude t1,r) gekoppelte Quantenpunkte ein Elektron zwei, iiber das
Gesamtsystem ausgedehnte Quantenzustéande mit den Energien £, und E_
annehmen kann. Die Energien Fy liegen oberhalb und unterhalb der Grund-
zustandsenergien Ey bzw. Hyp, = Hggr der getrennten Systeme (Abb. 6.4f).
Im Falle des Molekiils H;‘ nennt man den energetisch abgesenkten Zustand
E_ bindend und den hoher energetischen E, antibindend. Die bei E_
gegebene energetische Absenkung gegeniiber Fy begiinstigt eine Annédherung
der beiden Protonen im Hj -Molekiil und damit die Bildung eines Molekiils.
Diese Ausbildung von bindenden und antibindenden Zustédnden ist die Ursa-
che der kovalenten chemischen Bindung von Atomen zu Molekiilen. Antibin-
dende Zustdnde sind angeregte Zustéinde des Molekiils die, falls sie angeregt
sind, zur Dissoziation fithren kénnen.

Die tiefere physikalische Ursache fiir die Aufspaltung der Grundzustands-
energie Fy in bindende und antibindende Energieniveaus erkennen wir, wenn
wir den in (6.53a) zu bestimmenden Eigenvektor (cr,,cr) durch Einsetzen
der Eigenwerte (6.56) ausrechnen. Im hier betrachteten Fall gleicher Poten-
tiale rechts und links ergeben sich die Eigenvektoren zu (1,1) und (1,—1),
d. h. die normierten bindenden und antibindenden Eigenzustdnde der beiden
gekoppelten Potentialmulden stellen sich, auf eins normiert, dar als

[¥bina.) = (|L> +1R) (6.57a)

%I

[Vantib.) = (|L> IR)) . (6.57b)

%I
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Beim bindenden Zustand (6.57a) wird durch den Uberlapp der linken und
rechten Wellenfunktion elektronische Ladung zwischen den beiden Potential-
mulden, im Vergleich mit den getrennten Systemen (Abb. 6.4b), angehéuft.
Diese negative Ladung bindet im Molekiil die beiden positiven Kerne, sie
flihrt zu einer energetisch bevorzugten Situation, verglichen mit den getrenn-
ten Atomen, die kovalente Bindung. Im antibindenden Zustand (Abb. 6.4d)
besitzt die Gesamtwellenfunktion (6.57b) einen Knoten zwischen den Poten-
tialmulden, die elektronische Ladung verschwindet dort und die positiven
Protonladungen im Hj sind weniger gegeneinander abgeschirmt als im Fall
zweier getrennter, weit entfernter Kerne. Die Energie E. liegt héher als Ey,
die Grundzustandsenergien der getrennten Kerne bzw. Potentialmulden.

Fiir den nicht-spiegelsymmetrischen Fall eines Zweizentrenmolekiils mit
ungleichen Partnern wie CO, HF etc. bzw. zweier ungleicher Quantenpunk-
te (Abb. 6.5a) miissen wir die allgemeine Darstellung der Energieeigenwerte
(6.54) ndher diskutieren, beziiglich der energetischen Lage von E,, E_ im
Vergleich zu Hyy(oder Er, und Hggr oder ER). Unter Beriicksichtigung der
verschiedenen GroRenordnungen, mit denen die Energien H,hS etc. in der
Formel auftreten, erhalten wir folgendes Resultat: Die Grundzustandsenergi-
en Hy;, = Er,— Ry, und Hrg = Er— Ly der getrennten Atome bzw. Quanten-
punkte sind natiirlich verschieden. Wie erwartet, liegt dann der antibindende
Zustand E der wechselwirkenden Bindungszentren oberhalb des energetisch
hochsten Zustandes Hy,;, oder Hrr und der bindende Zustand E_ unterhalb
des energetisch tiefsten Zustandes Hyrp, oder Hrr (Abb. 6.5b).

Fiir Molekiile, bei denen die Zentren der beiden Potentiale, d. h. die posi-
tiv geladenen Atomkerne (Protonen bei Hf und Hy) frei beweglich sind, ist es
interessant, die Energien £, und E_ des antibindenden und bindenden Zu-
stands als Funktion des Abstands 71, —rg der Atomkerne zu berechnen. Unab-
hiingig von Details der Kernpotentiale (Coulomb-Potential fiir Hf oder abge-
schirmte Potentiale fiir komplexere Atome) ergibt sich qualitativ ein Anstieg
bzw. Abfall von E; bzw. E_ mit fallendem Atomabstand r, —rr gegeniiber
den weit voneinander entfernten Kernen ohne Wechselwirkung (Abb. 6.6).

Die Energie des bindenden Zustands FE_ sinkt jedoch nicht beliebig weit
ab, denn wir haben in unserer ndherungsweisen Betrachtung nicht den Fall
extrem naher Kerne behandelt. Nahern sich die beiden Potentiale der Kerne
immer weiter an, so wird im HJ das Elektron in seiner rdumlichen Ausdeh-
nung immer weiter eingeschrinkt. Wie in einem engen Potentialtopf muss
seine kinetische Energie wegen der Orts-Impuls-Unschérfe immer weiter an-
steigen. Hinzu kommt die potentielle Abstofsungsenergie der beiden positiven
Kerne. Dies fiihrt fiir kleine Kernabsténde r1, —rg wiederum zu einem starken
Anstieg der Eigenzustandsenergie E_ (gestrichelt in Abb. 6.6). Das Energie-
minimum zwischen dem abfallenden und ansteigenden Kurventeil E_ (r;, —rg)
bestimmt den Gleichgewichtsbindungsabstand rg der beiden Atome im Mo-
lekiil.
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V 4 Abb. 6.5. a Qualitative Darstel-
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Abb. 6.6. Qualitative Abhéngigkeit der Energien E4+ und E_ des antibindenden
bzw. des bindenden Zustands als Funktion des Abstands 71, — rr der beiden Atom-
kerne in einem Zweizentrenmolekiil. Der gestrichelte Verlauf der Kurve fiir E_ kann
nicht aus der Betrachtung des bindenden und antibindenden Zustandes entnommen

werden, sondern ist auf die bei kleinsten Kernabsténden stark zunehmende ,,Ein-
sperrung” des Bindungselektrons zuriickzufithren
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Das zu Beginn anschaulich entwickelte Bild, dass sich das Elektron einmal
links in der Ndhe von r;, und dann wieder rechts bei rg aufhélt, d.h. also
zwischen den beiden Potentialmulden der Atomkerne oder Quantenpunkte
hin- und hertunnelt, l4sst sich auch quantifizieren (Abb. 6.4h,i). Wir bilden
fiir den einfacheren symmetrischen Fall (6.56b) die Differenz der Energien
des bindenden und antibindenden Zustands

E,=Fy— —— — 6.58
TS 1t s (6.58)
B o LR
E__EO_I—S—’—lfS (6.58b)
In guter Naherung folgt daraus
hw = |E+ — E,| ~ 2 |tLR| . (658C)

Die Tunnelwahrscheinlichkeitsamplitude ¢t g = (L|V|R) = (R|V&|L) zwi-
schen den beiden Potentialmulden rechts und links bestimmt damit eine Fre-
quenz w, mit der das Elektron zwischen den beiden Zentren links und rechts
hin- und hertunnelt (Abb. 3.19, Abb. 6.4i und 7.10Db).

6.3 Kleine stationare Potentialstorungen:
Zeitunabhangige Storungsrechnung

Beide bisher vorgestellten Naherungsverfahren, die WKB-Methode und das
Variationsverfahren, behandeln zeitunabhéngige Probleme, bei denen ein
zeitunabhéngiger Hamilton-Operator stationdre Zustdnde bzw. Wellenfunk-
tionen als Naherungslosungen des Problems liefert.

Die gleiche Klasse stationérer Probleme wird auch mit der sogenannten
zeitunabhéngigen Storungsrechnung angegangen. Wahrend jedoch beim Va-
riationsverfahren als Ausgangspunkt fiir die Ndherung eine grobe intuitive
Vorstellung iiber die richtige Losung dient, verlangt die zeitunabhéngige Sto-
rungsrechnung, dass sich das zu 16sende Problem nur wenig von dem exakt
l6sbaren unterscheidet.

Nehmen wir als Beispiel ein Atom in einem stationdren elektrischen
Feld €. Die energetische Lage der Quantenzustéinde des ungestorten Atoms
(€ = 0) kommen zustande durch das ,,Einsperren” der dufseren Elektronen im
atomaren Potential der positiven Kerne. Hier wirken elektrische Feldstarken
im Bereich von 10° V/cm, weil Elektronen mit Bindungsenergien von groRen-
ordnungsmiifig 10—100eV auf Raumbereiche von 1078 cm eingesperrt sind.
Selbst bei extrem starken elektrischen Feldern von etwa 10° V/cm, wie sie in
Halbleiternanostrukturen oder Raumladungszonen (Abschn. 6.1.1, Abb. 6.1)
auftreten, bedeuten diese duferen Felder nur eine Stérung der atomaren Fel-
der im Promillebereich. Aufere elektrische Felder stéren die atomaren Poten-
tiale also nur in einem sehr geringen Maf.
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Deshalb kénnen wir als Basis fiir unsere Ndherung die ungestorten Zu-
stande der freien Atome annehmen und versuchen herauszufinden, wie kleine
Potentialstorungen im Hamilton-Operator oder der Schrodinger-Gleichung
diese Zusténde bzw. die Energieeigenwerte verdndern. Die gestérten Wellen-
funktionen sind gegeniiber den ungestorten vielleicht ein wenig verschoben
und deformiert; dies kann man bei kleinen Stérungen beriicksichtigen, indem
man der ungestorten Wellenfunktion noch kleine Beitrige von ungestorten
Wellenfunktionen héherer Quantenzustdnde beimischt.

Nehmen wir also das ungestorte Problem, beschrieben durch den Hamilton-
Operator H , als gelost an, d. h. dessen Eigenwerte EO ergeben sich aus

Hln) = E% |n) , (6.59)

mit |n) als den Zustdnden des ungestorten Problems. Nun sei die kleine Sto-
rung des zeitunabhangigen Potentials durch einen Operator Ah beschrieben,
wobei A als numerischer Parameter (0 < A < 1) eingefiihrt wird, der in den
folgenden Reihenentwicklungen die Grofenordnung der Reihenglieder kenn-
zeichnet.

7 16sen ist also das leicht gestérte Problem

(ﬁ + /\fz) n) = By [thn) , 0<A<LI. (6.60)

Wir stellen die Eigenwerte E, und die Zustandsvektoren |i,) formal als
Reihen dar, wo hohere Glieder kleinere Korrekturen zur ungestérten Energie
bzw. dem Zustand darstellen:

E,=E)+ e, + X%l + ..., (6.61a)
thn) = [n) + A|6n') + X2 [on") + ... . (6.61b)

Diese Korrekturen erster, zweiter usw. Ordnung kénnen nun bestimmt
werden und liefern, geordnet nach A, A2 ... immer bessere Losungen des
gestorten Problems.

Wir setzen (6.61) in (6.60) und erhalten

(ﬁ—l—Aﬁ) (In) + AJon) +...) = (BS + M)y +...) (In) + A|on/) +...) .
(6.62)
Dies muss fiir alle A-Werte gelten, d. h. dass die Koeffizienten zu den verschie-

denen A\-Potenzen auf beiden Seiten von (6.62) iibereinstimmen miissen. Wir
betrachten also die Gleichungen fiir A°, A, A2, .. .. Fiir \° folgt

Hln) = E% |n) , (6.63a)

die Schrodinger-Gleichung des ungestoérten Problems (6.59), wie wir erwar-
tet haben. Die néchst besseren Losungen ergeben sich aus den Gleichungen
fiirAt, A2 usw.:

A hn) 4 H|on') =€, |n) + E° |on/) | (6.63b)
A2 h|en'y + H|6n") = EO |6n") + €., |6n') + " |n) . (6.63c¢)



234 6 Naherungslosungen fiir wichtige Modellsysteme

Fiir die Niiherung ersten Grades (A!) folgt aus (6.63b):

(ﬁ - Eg) |6n/) = (a’ - i}) In) . (6.64)

Jetzt entwickeln wir die kleine Stérung |dn') des ungestorten Zustands |n)
nach dem Orthonormalsystem der ungestorten Eigenzusténde |k):

on'y =3 " chy k) (6.65)

wobei die Koeffizienten ¢}, zum Ausdruck bringen, dass es sich um eine
Néaherung zum Zustand |n) in erster Ordnung (') handelt.
Einsetzen von (6.65) in (6.64) ergibt:

3 (H - Eg) ¢ [k = (5; - iz) In) . (6.66)

k

Um die Stérung des Eigenwerts EY in dieser Niherung zu erhalten, multipli-
zieren wir von links mit dem Bra (n| und beriicksichtigen H|k) = EY|k):

> i (BR — EY) (nlk) =€), — (n| hn) . (6.67)
k

Wegen (n|k) = d,x folgt fiir die Storung e}, erster Ordnung des Eigenwertes
EQ:
el = (n|h|n) . (6.68)

Sollten wir A # 1 gewéhlt haben, miisste dies noch in (6.68) beriicksichtigt
werden. Ansonsten besagt dieses einfache Ergebnis, das wir die Stérung des
Energiewertes ¢/, in erster Naherung als Diagonalmatrixelement der Poten-
tialstorung h (Operator) mit dem ungestérten Zustand |n) erhalten.

Um die ersten Entwicklungskoeffizienten ¢/, und damit die storungsbe-
dingte Modifikation des Zustandes |n) zu erhalten, multiplizieren wir (6.66)
von links mit dem Bra (m|, wo m # n sein soll; damit folgt:

Sl (BY = E2) (mlk) = &' (mln) — (m| ) |
k
o (B9, = B9) = — (ml )
o gmlbn)

nm EO . EO . (669)

Die Stérung des Zustandes in 1. Ndherung stellt sich damit dar als:

jon')y = > % k) . (6.70)
k#n n k
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Um die N#herung einen Schritt weiter, d. h. bis zu E!/ und |0n”’) zu fiihren,
sammeln wir in (6.62) die Glieder in A? und erhalten:

(151 — Eg) |6n") = (a; - B) 6n) + " [n) . (6.71)

Wir setzen fiir die Storungen |6n”) bzw. |dn’) des Zustandes |n) die Entwick-
lungen nach ungestorten Zustdnden ein, ndmlich (6.65) und

[0y =3 e lk) (6.72)
k
und erhalten
Yo k) =Y BN k) =€, el lk) =Y chlk) e |n) . (6.73)
k k k k
Wir multiplizieren beide Seiten mit dem Bra (m| und erhalten wegen

(mlk) = G

k

Chm (Epy = En) = el = Y g (M AIK) + €7 0mn . (6.74D)
k

Um die zweite Korrektur ¢/, zum Energieeigenwert E auszurechnen, miis-
sen wir in (6.74b) m = n setzen. Damit folgt:

en=">_ cu (| h|k) + (nf hln) — el . (6.74¢)
k#n
Wegen (6.68) heben sich die beiden letzten Terme weg und wir erhalten
=3l (6.150)
k#n
bzw. nach Einsetzen von (6.69)

L |mlhe)

k#n

‘ 2

Um die Koeffizienten ¢/, zur Bestimmung der Stérung des Zustandes
[on”) in 2. Ndherung (6.72) zu errechnen, gehen wir wiederum von (6.74b)
aus, betrachten jedoch den Fall m # n. Wir ersparen uns hier diese Ableitung
und verweisen auf ausfiihrlichere Biicher der Quantenmechanik. In der Praxis
kommt man meist mit den hier betrachteten Naherungen aus, die wir noch
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einmal zusammenfassen. Das durch das kleine Potential gestorte Problem
hat folgende leicht modifizierte Energieeigenwerte E,, und Zusténde |¢,):

~ 2
S [l k)|
k#n T k
k| h|n
n) = [n) + % k) +.... (6.76b)
k# n k

Sehen wir uns einige Implikationen dieser Ndherung an:

e Die Forderung, dass das Storpotential h geniigend klein ist, bedeutet,
dass die Reihen (5.76) geniigend schuell konvergieren. Dies verlangt, dass
die Zihler, d. h. die Matrixelemente (n|h|k) der Stérung wesentlich kleiner
sein miissen als die Energieabstdnde zwischen den ungestorten Eigenener-
gien EY.

e Ein Problem tritt auf, wenn die Energienenner verschwinden. Dies ge-
schieht, wenn der Zustand |n), an dem wir interessiert sind, mit anderen
Zusténden |k) energetisch entartet ist. Dann miissen wir eine modifizierte
Storungsrechnung (fiir entartete Zustdnde, Abschn. 6.3.1) benutzen.

e Die Stérung 1. Ordnung des Eigenzustandes (n|h|n) kann sowohl positives
wie negatives Vorzeichen haben. Betrachten wir jedoch die Anderung in
der Grundzustandsenergie E. Dann sind alle Nenner E{ — EY negativ.
Da die Zghler in (6.76a) positiv sind, senkt die Stérung die Grundzu-
standsenergie in zweiter Naherung immer ab.

6.3.1 Storung entarteter Zustinde

Die bisher beschriebene Ndherungsmethode bricht zusammen, wenn in (6.70)
zwei oder mehr ungestorte Energieniveaus gleich sind und damit Energienen-
ner verschwinden. Ein solcher Fall ist der entarteter Zustdnde, wo ein- und
dasselbe Energieniveau zu mehreren quantenmechanischen Zusténden gehort.

Entartungen sind zumeist auf Symmetrieeigenschaften des Potentials zu-
riickzufithren. Zum Beispiel sind die Drehimpulszusténde zu verschiedenen
Richtungsquantenzahlen m in einem zentralsymmetrischen Potential entar-
tet. Die Zustdnde mit verschiedenen m haben alle dieselbe Energie. Diese
Entartung wird natiirlich durch ein zusétzliches Magnetfeld B aufgehoben,
weil dann verschiedene Orientierungen m des Drehimpulses in diesem B-Feld
zu verschiedenen Energien fiihren.

Das storungstheoretische Problem fiir einen entarteten Zustand beruht
also darauf, dass durch die Hinzunahme einer symmetriebrechenden Stérung
aus den vorher gleichwertigen Zustéinden zum ungestérten Energieniveau EY
eine neue Wichtung zur Darstellung der gestorten Zustdnde vorgenommen
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werden muss. Diese Neubewertung der entarteten Zustdnde ist aber unbe-
kannt und kann sich erst im Rahmen der Storungsrechnung ergeben. Der Ein-
fachheit halber nehmen wir eine 2-fache Entartung des ungestorten Zustands
E? an, d. h. zwei zueinander orthogonale Zustinde |n1) und |ng) sind Losun-
gen der ungestorten Schrodinger-Gleichung zu ein- und demselben Energie-
eigenwert EC. Die Reihenentwicklung (6.61a) der gestérten Energie muss nun
dem Rechnung tragen, dass die kleine Stérung h die ungestorte Energie EY
in zwei neue, jetzt aufgespaltenen Niveaus modifizieren wird:

En1 =EX + Xely + 0% +... (6.77a)
Epy=ES + Xehy + N2l + ... . (6.77D)

Bei der Entwicklung der gestorten Eigenfunktionen (6.61b) miissen wir
beriicksichtigen, dass es bei 2-facher Entartung auch zwei neue Zustédnde
[n1) und |i,2) geben muss, in denen die ungestorten Zusténde |ni) und
|ng) jetzt mit neuer Wichtung, gekennzeichnet durch Amplituden ¢11, ¢12, €21
und cgo auftreten, d. h.:

|’L/)n1> = C11 |7’L1> + c19 |7’L2> + A |57’L/1> =+ ... s (678&)
|2/Jn2> = C21 |7’Ll> + C22 |7’LQ> + A |(57’LIQ> 4+ ... (678b)

Die Bestimmung der ¢;; liefert dann die richtige Kombination von |n;) und
|n2), um die der Stérung angemessene Symmetrie richtig zu beschreiben.

Zur weiteren Niherungsberechnung gehen wir analog zu (6.62) vor und
setzen (6.77) und (6.78) in die gestorte Schrodinger-Gleichung ein:

(ﬁ + AB) (c11 [n1) + c1 [ng) + A Jon]) +...)

= (EY + Xely) (c11 [n1) + 1z [na) + Afonl) +...) (6.79a)
(I?I + )\h) (a1 |m1) + oo |na) + Alon) +...)
= (ES + )\5;2) (621 |n1> + C22 |n2> + A |5n’2> +.. ) . (679b)

Vergleich der Glieder zum Koeffizienten \° liefert wie in (6.63a) die Losung
des ungestorten Problems

H (c11 n1) + 12 [n2) = EY (c11 [ma) + c12 [n2)) (6.80)

bzw. die gleiche Beziehung mit den Amplituden ¢; und co2. Falls [nq) und
|n2) Eigenzustinde mit dem Energieeigenwert EO sind, sind dies auch alle
moglichen Linearkombinationen.

Wir betrachten jetzt analog zu (6.63b) die Glieder zu A\', um zur ersten
Néherung fiir die Energien zu gelangen. Aus (6.79) folgt dann:

cnh|ny) + cish [ng) + H|6n)) = c1iely [m) + crael, |na) + B [0n))
(6.81a)

CgliL |n1> + ngiL |7’LQ> + ﬁ |(57’L/2> = 0215:12 |7’Ll> + 0228;2 |n2> + ES |6TL/2> .
(6.81b)
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Die Stérungen der Zusténde |dn} ), |dns) miissen natiirlich zu |n1) und |ng)
orthogonal sein, denn sonst wéren sie in den ungestorten Zustédnden durch
Normierungsfaktoren darstellbar, d. h. es gilt

(na| H [n}) = E
(no| H |[on}) = E

3o

(ni|dny) =0, (6.82a)
(na|dny) =0 (6.82b)

3o

sowie analoge Beziehungen fiir [0n}). Damit erhélt man durch Multiplikation
von (6.81a) mit den Bras (ni| und (na| von links:

C11 <n1| ]A”L |7’Ll> + C12 <n1| ]A”L |7’LQ> = 0115;1 s (683&)
C11 <n2| }AL |7’L1> + C12 <n2| }AL |7’L2> = 012527’1 . (683b)

Bezeichnen wir die Matrixelemente des Storoperators hi; = (n;|h|n;), so
ergibt sich folgendes Sékulargleichungssystem

((huh;efiﬂ) (h22hi25;1)) (2;) — (8) (6.84a)

zur Bestimmung der Stérung des Energieeigenwertes £/ ; und der Amplituden
c11 und ¢, die angeben, wie stark die ungestorten Zusténde |n1) und |ng)
in der Darstellung der gestérten Wellenfunktion vertreten sind.

Die gleiche Vorgehensweise mit (6.81b) liefert analog zu (6.84a):

((huh;a;z) (hmhlz%)) (Z;) = (8) : (6.84D)

Beide Eigenwertprobleme zur Bestimmung von €},; und €}, sind identisch.
Zur Ermittlung nicht-trivialer Lésungen muss die Determinante der Matrix
verschwinden. Benennen wir den Eigenwert € = ¢/, = /.5, so wird verlangt

n2»
’ (hu - 5) hi2

= (h11 =€) (h22 =€) — hazho1 = 0. 6.85
ha1 (hag — €) (h11 =€) (ha2 —€) 12121 ( )

Losung dieser quadratischen Gleichung liefert zwei Energiekorrekturen

_ hi1 + haa I

E+ 5

1
\/h12h21 + 1 (hi1 — ha)” . (6.86)

Damit sehen wir, dass durch die symmetriebrechende Stérung h das vorher
2-fach entartete Energieniveau EY in erster Niherung gemif (6.77) aufspaltet
in die beiden Niveaus

By =El+e; und En=E +e_. (6.87)

Berechnen wir die Eigenvektoren (c11,c¢12) bzw. (ca1,¢22), so ergeben sich
symmetrische und antisymmetrische Superpositionen aus |n1) und |ng).



6.3 Kleine stationédre Potentialstérungen 239

Die formale Ahnlichkeit unserer Ndherungslésung zum Problem zweier
gekoppelter Quantenpunkte oder dem des Hj -Molekiils (Abschn. 6.3.2) ist
nicht erstaunlich. Wir kénnten das Problem des Hj -Molekiils ja auch im Rah-
men der zeitunabhéngigen Stérungsrechnung beschreiben. Hierbei wére dann
der positive Nachbarkern (Proton) im Hj als Stérpotential fiir die Zustéinde
eines H-Atoms (ungestortes System) aufzufassen.

Wir wollen unsere zweidimensionale Rechnung schlieflich auf eine d-fache
Entartung verallgemeinern. Sei EY ein Zustandsniveau, das im ungestor-
ten System d-fach entartet ist, so konstruieren wir mir den d orthogona-
len Zustdnden |ni), |n2),...|nq), die entartet sind, analog zu (6.84) ein
d-dimensionales Sdkulargleichungssystem mit den Stérungsmatrixelementen
<n1|fAL|nj> Losung dieses Systems ergibt d verschiedene Wurzeln der ver-
schwindenden Determinante. Diese Wurzeln sind die Korrekturen erster Ord-
nung zur Energie.

6.3.2 Anwendungsbeispiel: Der Stark-Effekt
im Halbleiter-Quantentopf

Denken wir uns einen GaAs Quantentopf (Dicke 2L = 10nm) zwischen zwei
AlAs Halbleiterbereichen epitaktisch eingewachsen. Obwohl die Bankdiskon-
tinuitdt im Leitungsband zwischen GaAs und AlAs ungeféhr 0,4 ¢V betrégt,
nehmen wir die Wéande des Quantentopfes ndherungsweise als unendlich hoch
an. Damit ergibt sich in einer eindimensionalen Schréodinger-Gleichung die
Darstellung des Potentials fiir ein Elektron im Leitungsband zu

V(x):{() fir 0 < x < 2L . (6.88)

oo sonst

Mit m* als effektiver Masse (Abschn. 8.3.4) fiir das Leitungselektron hat die
(eindimensional gendherte) Schrodinger-Gleichung

Hin) = (21:7@ —|—V(x)> In) = E° |n) (6.89)

nach Abschn. 3.6.1 die Losungen

nm

U () = (x|n) = % sin (Q_Lx) nm=1,2 ... (6.90)

Diese Wellenfunktionen sind fiir ungerades n spiegelsymmetrisch um das Zen-
trum des Quantentopfes (symmetrisch) und dndern ihr Vorzeichen bei Spie-
gelung fiir gerades n (antisymmetrisch).

Die sich aus (6.89) ergebenden Eigenwerte der Energie sind
h%k2 _ h2m?n? nm

=gz Wit kn=or (6.91)

EQ =



240 6 Naherungslosungen fiir wichtige Modellsysteme

Jetzt denken wir uns senkrecht zur Schichtfolge, also ldngs x ein elektrisches
Feld an die Halbleiterstruktur angelegt, das im Quantentopf zwischen = = 0
und x = 2L die Feldstirke £ erzeugt. Wir storen also das System durch einen
Storoperator der Energie

h=ex|E| . (6.92)

Bei Feldern von der GroRenordnung 10° V/cm, die klein im Vergleich zu ato-
maren Feldern (~10°V/cm) sind, lisst sich dann die zeitunabhiingige Sto-
rungsrechnung zur Ermittlung der feldinduzierten Anderung &/, (6.68) der
Energieeigenwerte (6.61a) anwenden. Damit ergibt sich nach (6.68) und (6.90)

2L

r_ 5 o el . o (NTTX

£ = (nlhIn) = (n]e|€] @ |n) = == /:csm (—2L)d:c. (6.93)
0

Unter Benutzung der allgemeinen Beziehung
2sinzsiny = cos(x — y)—cos(x + y) mit = y = nmwa /2L folgt aus (6.93)

BT N R P
0

Diese in der elektrischen Feldstérke lineare Verschiebung der Energieniveaus
wurde von Stark an atomaren Systemen entdeckt und verdankt ihm seinen
Namen.

Fiir den hier betrachteten AlAs/GaAs/AlAs Quantentopf (GaAs) der
Dicke 2L = 10nm ergibt sich bei einer anliegenden elektrischen Feldstéar-
ke von 105 V/cm eine energetische Anderung der Energieeigenzustinde von
el = 50meV.

Solche energetischen Anderungen der Eigenzustinde sollten selbst bei
Zimmertemperatur (k7 =~ 25meV) noch messbar sein und fiir Bauelemen-
tanwendungen einsetzbar sein.

Hier nun miissen wir auf eine Eigentiimlichkeit des Problems hinweisen:
Hétten wir den Quantentopf symmetrisch um den Nullpunkt der x-Achse
gelegt, sodass V(z) = 0 gilt fiir —L < z < L, so hitten wir ein um 0
symmetrisches Problem vor uns. Statt der sin-artigen Losungen (6.90) wéren
die Wellenfunktionen 1, cos-artig. Eine analoge Rechnung fiihrt dann wie
man leicht sieht, zum Verschwinden der Matrixelemente (n|h|n) (6.93); ein
linearer Stark-Effekt [2] existiert nicht mehr.

Wie konnen wir dieses physikalisch grundsétzlich verschiedene Verhalten
bei einer einfachen Verschiebung des Koordinatensystems verstehen?

Die Verschiebung des Koordinatensystems bedeutet, dass wir im ersten
Fall ein von Null verschiedenes Moment der elektrischen Ladung bezogen auf
den Nullpunkt haben; im zweiten, symmetrischen Fall verschwindet das Mo-
ment der Ladung bezogen auf den Nullpunkt. Dieser Fall ist immer dann
gegeben, wenn wir das elektrische Feld symmetrisch zum Potentialtopf an-
legen, z. B. iiber zwei zum Potentialtopf symmetrische elektrische Kontakte

2L

=eL|E| . (6.94)
0



6.3 Kleine stationédre Potentialstérungen 241

links und rechts. Dies ist der {iblicherweise im Experiment gegebenen Fall.
Dann verschwindet also der lineare Stark-Effekt und wir miissen unsere N&-
herungsrechnung einen Schritt weiter fiihren, um den sog. quadratischen
Stark-Effekt zu erhalten. Zur Berechnung werten wir fiir unser Beispiel den
Ausdruck ¢!/ (6.75a) aus. Wir wollen dies nur fiir den Grundzustand mit
n = 1 durchfithren und miissen deshalb folgende Matrixelemente berechnen:

2L
. e|€] kmx
1 =2l
(1| h|k) T / sm (2L)dx
0
I (i +1)
)Tz +1)7mx
= / [cos —cos } dz . (6.95a)
0
Nach partieller Integration folgt:
A k) = e|l€| |4L? {cos (k — 1) 7 — 1} B 4L2 {cos (k+1)7 — 1}
2L 72 (k —1)° 72 (k+1)*
4eL 1 1 16eL k
=——5 [€] 2 3| = ——=% [€] 2
T (k+1) (k—1) T (k2 —1)

(6.95b)

Fiir (k + 1) gerade verschwindet aus Symmetriegriinden das Matrixelement
(1|h|k). Das Stérpotential mischt also zum symmetrischen Grundzustand nur
antisymmetrische héhere Zustédnde bei. Allgemein kann man zeigen, dass fiir
hohere Zustande n >1 in den Stérungsmatrixelementen nur Zusténde entge-
gengesetzter Paritit zum Zustand |n) beigemischt werden.

Als erste Nidherung, d.h. untere Schranke fiir das Matrixelement (6.95b)
beriicksichtigen wir nur die Beimischung des ersten angeregten Zustandes
(k = 2) zum Grundzustand; es folgt dann:

16e

(k) =—o 5

2L) €] . (6.96)

Nach (6.75b) folgt dann ndherungsweise fiir den quadratischen Anteil des
Stark-Effektes im Grundzustand |1):

N 2
L T I

~ = : £ . 6.97
1= TRV R 230 Ey | (6.97)

Eine detaillierte Berechnung der Matrixelemente (1|h|k) unter Hinzunahme
héherer beigemischter Zustinde zeigt, dass sich (1]/2) (6.96) dadurch nur im
Prozentbereich dndert. Wir kénnen also in guter Naherung bei der Berech-
nung der quadratischen Storenergie (6.75b) jeweils nur Beimischungen des
néchsthdheren Zustandes beriicksichtigen.
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elektr. Feld

V()

‘“PO(X)

———— _————

X X
a) b)

Abb. 6.7a,b. Qualitative Darstellung der Grundzustandswellenfunktion o (z) ei-
nes Elektrons in einem eindimensionalen Quantentopf mit endlich hohen Potenti-
alwinden; V (x) Potentialverlauf, a ohne Stérung durch ein elektrisches Feld, b mit
von aufen angelegtem elektrischem Feld

Abbildung 6.7a zeigt qualitativ einen Potentialtopf endlicher Hohe, wo die
Wellenfunktionen natiirlich in die Potentialwidnde links und rechts eindrin-
gen, im Gegensatz zu den idealisierten Losungen (6.90) fiir unendlich hohe
Potentialwinde.

Anlegen eines elektrischen Feldes £ in a-Richtung (Abb. 6.7b) neigt die
Potentiallinien (im Halbleiterquantentopf die Unterkante des Leitungsbandes
E.) und verschiebt den Schwerpunkt der elektronischen Grundzustandswel-
lenfunktion durch Beimischung des nichsthéheren Zustandes.

Diese Verschiebung des elektronischen Ladungsschwerpunktes gegeniiber
einer positiven Ladung, z. B. der von Lochern im Valenzband (wo sich iibli-
cherweise ein Quantentopf fiir Locher befindet, Abschn. 8.3.4) bedeutet ein
feldinduziertes elektrisches Dipolmoment, das im elektrischen Feld zu einer
Energiednderung fiihrt. Ein quadratischer Stark-Effekt riihrt also von feldin-
duzierten Dipolen (o &) her, die im Feld eine Energiednderung (x &) bewir-
ken. Hingegen tritt ein linearer Stark-Effekt auf, wenn schon im feldfreien Fall
ein elektrischer Dipol (siehe oben) gegeben ist, der dann im Feld ausgerichtet
wird.

6.4 Uberginge zwischen Quantenzustinden:
Zeitabhangige Storungsrechnung

Die bisher betrachteten Naherungsverfahren zielten alle auf eine Losung der
zeitunabhingigen Schrédinger-Gleichung, bei der kleine zeitunabhéngige Po-
tentialstérungen die stationéren Losungen des Problems geringfiigig &ndern.
Eine andere Klasse von Problemen begegnet uns, wenn wir ein stationires
physikalisches Problem zeitlich stéren, d.h. aus seinem stationdren Zustand
heraus anregen. Wir erwarten, dass ,kleine zeitliche Stérungen das System
von anfinglich stationdren Zustdnden in neue, andere stationédre Zustdnde
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hinein anregen oder zerfallen lassen. Die mathematische Beschreibung fiir
dieses Problem ist nahe liegend: wir betrachten eine Schrodinger-Gleichung
mit zeitunabhéngigem H-Operator

ih ‘¢> —H[Y) | (6.98)

deren Losungen stationdr und bekannt sind, d.h. deren Zustandswellen-
funktionen bei Vorliegen eines Zustands |n) die bekannte Zeitabhingigkeit
exp(—iE,t/h) mit E, als Energie des Zustands |n) enthalten. Die zeitab-
héngige Stérung fithren wir als Storpotential der Form fL(t) zeitabhéngig in
(6.98) ein:

in ‘¢> = (H + h(t)) ) (6.99)

Unser Problem besteht also darin, zu ermitteln, mit welcher Wahrscheinlich-
keit ein Anfangszustand |i) (i = initial) durch die Wirkung des Stéroperators
h(t) in einen Endzustand |f) (f = final) iibergeht. Hierbei gehéren |i) und | f)
zur Mannigfaltigkeit der stationdren Zusténde |n) des zeitunabhéngigen Pro-
blems (6.98). Um uns h(t) etwas anschaulicher vorstellen zu kénnen, denke
man an einen kurzen elektrischen Spannungsstofs oder ein in der Zeit harmo-
nisch (sinusformig) sich verédnderndes elektrisches Feld, das auf ein Elektron
in einem Atom oder in einem Quantentopf wirkt.

Wir suchen also eine Losung |1 (t)) von (6.99), die sich in jedem Fall als
Entwicklung von orthonormierten Eigenldsungen des ungestorten zeitunab-
héngigen Problems (6.98) darstellen ldsst.

% (8) =D an (8) e E " n) . (6.100)

Hierbei haben wir die durch das Potential h(t) bewirkte Zeitabhingigkeit
der Losung in die Wahrscheinlichkeitsamplituden a,,(t) ,hineingesteckt“, die
beschreiben, mit welcher Wahrscheinlichkeit stationdre Zustédnde |n) des un-
gestorten Problems als Folge der Stérung in der Zeitentwicklung auftreten.
Um die Stérungsrechnung in erster Ordnung durchzufiihren, setzen wir die
Entwicklung (6.100) in die zeitabhingige Schrodinger-Gleichung (6.99) ein

und wenden H auf |n) an:
ih Zan (1) e 1 Ent/h _ i&an (1) e 1Ent/h [n)
~ h
= Z an (t) B, e 7Bt/ py o Z an (t) e B/ Rp ) (6.101a)

Damit folgt:

ihY " an (t) e M n) =3 "y (t) e R (8) |n) (6.101b)

n
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eine Gleichung, in der der ungestorte Hamilton-Operator H nur noch in Form
seiner Eigenwerte E, auftritt. Nur das zeitabhiingige Potential A(t) bestimmt
die Zeitentwicklung der Wahrscheinlichkeitsamplituden a,,(t). Fragen wir da-
nach, wie ein bestimmter stationirer Endzustand | f) erreicht wird, so miissen
wir in (6.101b) die Projektion auf diesen Zustand bilden, indem wir mit dem
bra (f|exp(iEst/h) multiplizieren ({f|n) = 07, ):

ihag (8) =Y (fIh () |n) e“miay (1)

n

mit wyg, = (B — Ey) /h. (6.102)

In dieser Gleichung ist die zeitliche Anderung der Amplitude des Endzu-
standes ay(t) zur Zeit ¢ mit allen zur Zeit ¢ vorliegenden Amplituden iiber
die Storungsmatrixelemente (f|h|n) verkniipft. Im Allgemeinen werden zu
dieser Zeit alle a,,(t) von null verschieden sein. Wie sie im Allgemeinen aus-
sehen, héngt von den Anfangsbedingungen des Problems und von der Art
der Stérung ab.

Wir betrachten die nullte Ndherung zur Losung von (6.102) und erhalten
wegen a, = 0, wie erwartet, stationéres Verhalten; der Zustand |f) dndert
sich zeitlich nicht.

In erster Ordnung beriicksichtigen wir auf der rechten Seite von (6.102)
aus der Mannigfaltigkeit a,, nur einen festen Anfangszustand |¢) mit a;(t = 0)
= 1, da ja in nullter Ordnung nur zeitlich konstante Zusténde a,, = const
vorliegen. Damit folgt in erster Néherung

ag (1) = <f|h()|'> elrit,
mit hwy; = Ef - F;, (6.103)
oder nach Integration
t
0y =85~ 5 [ U1 er e (6.104)
0
d#; als Integrationskonstante bringt zum Ausdruck, dass bei Gleichheit
von |i) und |f), d. h. stationdrem Verhalten die Zustdnde sich nicht geédndert
haben.
Wir werden in diesem Zusammenhang hoéhere Ordnung der Néherung
nicht behandeln, sondern uns der wichtigsten Anwendung der zeitabhéngigen

Storungsrechnung zuwenden, ndmlich der Anregung eines atomaren Systems
durch eine zeitlich periodische Storung.

6.4.1 Periodische Storung: Fermis Goldene Regel

Denken wir daran, dass eine auf ein atomares System, einen Festkorper oder
auf eine Halbleiternanostruktur einfallende Lichtwelle bei entsprechenden
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Photonenenergien elektronische Ubergiinge zwischen stationiiren Zustinden
erzeugen kann, so haben wir es hier mit einem iiberaus wichtigen Fall zeitab-
héngiger Storungsrechnung zu tun.

Im einfachsten Fall wirkt durch das zeitlich und rdumlich sich periodisch
verandernde elektrische Feld der Lichtwelle am Ort eines geladenen atoma-
ren Teilchens, z. B. eines Elektrons, ein zeitlich sich harmonisch &nderndes
Storpotential der Form

h(t) = hoe 't . (6.105)

ho kann hierbei noch ein ortsabhéngiger Operator sein. Errechnen wir un-
ter diesen Umsténden nach (6.104) die zeitliche Anderung der Endzustands-
amplitude as(t), wenn der Anfangszustand |i) gegeben ist, dann gilt:
ot
ag (t) = %Z / (f| ho |i) e'@ri=)t q¢’ (6.106a)
0

Hierbei haben wir angenommen, dass das System bei ¢ = 0 mit der Sto-
rung in Kontakt kam. Damit folgt:

ei(““'fi_w)t _ 1

i .
t) = —=(f|ho|i) ————— 6.106b
0 (0) =~ Ulho i) S—— (6.106D)
Unter Benutzung der Beziehung
|ei¢ B 1|2 — | eier2 (ei@/z B 67199/2) ‘2
0\ 2
= (2 sin§) (6.107)

gewinnen wir aus (6.106b) leicht durch Quadrieren die Ubergangswahrschein-
lichkeit von |i) nach |f) zur Zeit ¢:

1 -
Wiy =las|" = 2 |(f1 ho li

2 [Sin{(wfi —w)t/2} 2t2 ) (6.108)

(wpi —w)t/2

Die Funktion in eckigen Klammern hat Ahnlichkeit mit der aus Ab-
schn. 4.3.4 (4.80) bekannten Darstellung der J-Funktion, wenn die Zeitva-
riable fiir positive und negative t-Werte definiert ist und der Limes ¢t — oo
betrachtet wird.

In (6.108) sind jedoch nur positive Werte ¢ > 0 sinnvoll. Dennoch kénnen
wir festhalten, dass die Funktion bei ¢ = 0 einen hohen, scharfen ,peak‘
hat. Wir konnen die Breite dieses peaks dadurch abschétzen, dass die erste
Nullstelle des Zahlers bei (wy; — w)t/2 = 7 erscheint. Damit folgern wir, dass
im Wesentlichen solche Endzusténde |f) aus |¢) hervorgehen, fiir die gilt:
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(wpi —w)t/2| <m, d.h (6.109a)
E;—E; = hw+2wh/t, oder (6.109b)
Ef — B = hw (1 + 21 /wt) . (6.109¢)

Betrachten wir also grofte Zeiten ¢, d.h. eine langer wirkende harmonische
Storung der Frequenz w, dann bewirkt diese Storung, der nach Kap. 8 ein
Schwingungsquant fiw zugeordnet werden kann, einen Ubergang zwischen den
Zustédnden |i) und |f) mit

Ef—E; = hw . (6.109d)

Die der anregenden Schwingung entsprechende Quantenenergie iw wird
verbraucht, um die Energiedifferenz zwischen Anfangs- und Endzustand des
Systems aufzubringen.

Fiir kurze Zeiten (wt < 27), wihrend der die Stérung wirkt, ist der End-
zustand bei weitem nicht durch (6.109d) festgelegt. Wie sollte das System
in einer kurzen Anschwingphase, in der sich noch keine vollen Schwingungen
der Frequenz w aufbauen konnten, ,,wissen, mit welcher Frequenz es angeregt
wird.

Betrachten wir nun den Fall langer Einwirkung der harmonischen Stérung
etwas genauer, um einen Ausdruck fiir die Ubergangsrate von |i) nach |f)
herzuleiten. Dazu soll die harmonische Stérung h iiber einen Zeitraum 7 /2 <
t < 7/2 mit 7 — oo wirken, d.h. die Wahrscheinlichkeitsamplitude a; fiir
den Endzustand stellt sich dar als

/2
o=t [ Ul e o
—7/2

Daraus folgt fiir die Ubergangswahrscheinlichkeit

/2 T/2
1 ~ 2 . . ’
Wfi:|af|2:ﬁ’<f|h0|i> lim /elwrwﬁdt / ellwri=a)t'qy”
—7/2 —7/2

(6.110b)

Diese Ubergangswahrscheinlichkeit wiichst natiirlich mit der Zeitspanne 7,
withrend der die Stérung wirkt. Interessanter ist die Ubergangsrate pro Zeit-
einheit Wy;/7, die zeitunabhéngig ist. Wie kénnen wir also auf der rechten
Seite von (6.110b) den Faktor 7 herauspriparieren?

Beriicksichtigen wir die Darstellungen der §-Funktion (Abschn. 4.3.4), so
ergibt das erste Integral bis auf einen Faktor 27 fiir 7 — oo die d-Funktion,
die im Grenzfall nur endliche Werte liefert fiir w = wy;, was bei Integration
gerade den Wert 7 ergibt.
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Damit folgt fiir die Ubergangsrate Ry; vom Anfangszustand |i) in den
Endzustand |f)

. 2 “ . 2
Rys = Lt = 22 [( 1k |Z>‘ §(wpi —w) (6.111a)

-

Wenn wir die Frequenz wy; durch die Energien Ey und FE; der End-
und Anfangszustinde ausdriicken und die Eigenschaft 6(az) = a=1§(x) der
6-Funktion ausnutzen, ergibt dies

o Wfi o 2T

Ry; T 6(Ef—Ei—hw) . (6.111b)

‘ 2

(1o i)

Diese fiir die Anwendung so wichtige Formel, die die Berechnung von
Ubergangsraten aus einem Anfangszustand |i) in einen Endzustand |f) er-
moglicht, hat den Namen Fermis Goldene Regel [3]. Die §-Funktion ge-
wahrleistet fiir genligend lange Einwirkung 7 — oo der harmonischen St6-
rung, dass Anfangsenergie E; und Endenergie E; der Zusténde sich gerade
um fw unterscheiden. Erinnern wir uns, dass bei Anregung durch ein har-
monisch schwingendes elektromagnetisches Feld (Licht) fuw gerade die Pho-
tonenenergie der Lichtquanten ist. Die d-Funktion in (6.111b) driickt also
nichts anderes als die Energieerhaltung wihrend des Ubergangs von |#) nach
|f) aus. Ein Lichtquant der Energie hw liefert die Energiedifferenz E; — E;.
Beschreiben wir das Lichtfeld also durch seine in ihm vorhandenen Licht-
quanten, dann werden wir bei der Behandlung der Quantenfeldtheorie in
Kap. 8 sehen, dass unter Beriicksichtigung des Gesamtzustandes, Elektron
im System und umgebendes Lichtfeld mit Photonen Aw, diese J-Funktion in
der Form 0(E$™ — EF*)ausgedriickt wird, wobei E$* und EF* die Gesam-
tenergien von Elektron und Lichtfeld darstellen. In dieser Form driickt die
5-Funktion dann aus, dass bei einem Ubergang des elektronischen Zustands
|i) nach |f) im Gesamtsystem Elektron plus Lichtfeld keine Energie verloren
geht oder gewonnen wird.

6.4.2 Elektron-Licht-Wechselwirkung: Optische Ubergiinge

Wir wollen Fermis Goldene Regel (6.111) zur Berechnung der Ubergangsraten
zwischen Quantenzustinden auf das uns immer wieder begegnende Problem
der Wechselwirkung zwischen Licht und Materie anwenden. Im einfachsten
Fall denken wir uns ein Elektron, in einem Atom, in einem Quantenpunkt
oder einem Quantentopf in Wechselwirkung mit einem elektromagnetischen
Feld, das eingestrahlten Lichtwellen entspricht. Das betrachtete Elektron be-
finde sich im Potential V(r), dem des atomaren Kernpotentials oder dem
Rechteckpotential eines Quantentopfes. Es kann also stationidre Quanten-
zustéinde mit diskreten Energieniveaus besetzen. Dann stellt sich nach Ab-
schn. 5.4.3 (5.67) der Gesamt-Hamilton-Operator des Elektrons bei Vorhan-
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densein des elektromagnetischen Feldes, beschrieben durch das Vektorpoten-
tial A(r,t) der Strahlung, dar als
-2
~ P e ~
H=2-4v()- - (2A-p) . 6.112
PV - (2Ap (6.112)
Hierbei wurde die Nédherung nur linearer Terme in A (kleine Stérung)
angenommen; weiter ist die Elementarladung e > 0 angenommen, sodass
das Elektron die Ladung —e trégt. Bei iiblichen elektromagnetischen Feldern
kann der letzte Term in (6.112) als zeitabhéingige Storung der Form

h=-SA-p (6.113)
m

betrachtet werden.
Zur Beschreibung der Lichtwelle nehmen wir ein elektrisches Feld der
Form
E (r,t) =2e&cos(q-r—wt) , (6.114a)

mit e als Einheitsvektor senkrecht zum Wellenzahlvektor q an.
Wegen € = —0A /0t folgt fiir das Vektorpotential des Lichtfeldes

A (r,t) = (2e&y/w)sin (q - r — wt) . (6.114b)

Mit der exponentiellen Darstellung der sin-Funktion ergibt sich damit die
Storung (6.115) durch das Lichtfeld als

. &t .
h= 220 [eilar—wt) _ gmilar—wh] (g. p) . (6.115)
imw
Fiir die Herleitung von Fermis Goldener Regel hatten wir Stérungen der
Form h = hgexp(—iwt) angenommen. Damit ergeben sich aus (6.115) zwei
Storterme, einer mit w > 0 und einer mit w < 0, die nach (6.111b) zu zwei

verschiedenen Ubergangsraten fiihren

or [e€o\> L
Ry = T <_m¢?;) [(fle-pli)* 6 (Ey — B — hw) (6.116a)
(2) 2 650 2 a2
Ryp =\ ) [fle-pli)["6 (B — Ei + hw) . (6.116b)

Beide Ubergangsraten sind dem Betrage nach gleich, jedoch unterscheiden
sie sich in der 6-Funktion, die die Energieerhaltung beim Ubergang zwischen
Anfangs- und Endzustand beschreibt.

In (6.116a) gilt die Energiebilanz

Ef = Ei+ hw , (6.117a)

wiihrend sie fiir R\ in (6.117b) lautet
Ef=E —hw. (6.117b)
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Im ersten Fall (6.117a) wird der Endzustand | f) erreicht, indem zur Ener-
gie des Anfangszustandes F; die Energie eines Lichtquants fiw hinzugefiigt
wird. Das Lichtquant wird vernichtet beim Ubergang |i) — |f), es wird absor-
biert; wir haben es mit optischer Absorption durch Anregung des elektro-
nischen Zustandes |f) zu tun. Im zweiten Fall (6.117b) wird der Endzustand
| f) erreicht, indem der Anfangszustand |i) des Elektrons seine Energie F; um
hw verringert. Der elektronische Zustand |i¢) wird ,,abgeregt” unter Aussen-
dung des Lichtquants hw. Licht der Quantenenergie Aw wird emittiert. Der
zur optischen Absorption inverse Vorgang, die optische Emission beinhaltet
den Ubergang eines sogenannten angeregten Zustandes |i) in den Grundzu-
stand |f) unter Aussendung von Licht entsprechender Quantenenergie.

Man beachte, dass dieser Emissionsprozess durch eingestrahlte Photo-
nen, d.h. eine Stérung durch die duflere Lichtwelle der Frequenz w stimu-
liert wird. Wir werden in Abschn. 8.2.2 sehen, dass die hier benutzte klassi-
sche Beschreibung des Lichtfeldes durch Feldfunktionen A(r,t), €(r,t) nicht
einer vollen quantenmechanischen Beschreibung entspricht. Beim Lichtfeld,
betrachtet an einem festen Ort, haben wir es mit harmonischen Schwingun-
gen dieser Feldvektoren zu tun, die eigentlich nach Mafgabe der Quanti-
sierung des harmonischen Qszillators (Kap. 8) quantisiert werden miissen.
Diese Schwingungen kénnen nur durch diskrete Werte der Energie, wie beim
harmonischen Oszillator, beschrieben werden. Auch das elektromagnetische
Feld hat demnach, wie ein harmonischer Oszillator, eine von null verschiede-
ne Grundzustandsenergie. Wir werden dies in Kap. 8 bei der Quantisierung
von allgemeinen Wellenfeldern genauer betrachten. Die Folge wird dann sein,
dass ein Elektron in einem Strahlungsfeld auch schon mit diesem Grundzu-
stand des Feldes in Wechselwirkung steht und es zu so genannter spontaner
Emission von Photonen aus einem angeregten Zustand an das elektromagne-
tische Feld kommt. Neben der beschriebenen stimulierten Emission gibt es
also noch den Prozess der spontanen Emission von Lichtquanten aus einem
angeregten elektronischen Zustand. Fiir die Beschreibung lichtaussendender
Systeme wie Halbleiter-Leuchtdioden oder Laser ist dies von entscheidender
Bedeutung.

Wir wollen an dieser Stelle noch eine etwas anschaulichere Beschreibung
der Ubergangsmatrixelemente (f|e-p|i) in den Ubergangsraten (6.116) herlei-
ten. Dazu benutzen wir die dynamische Bewegungsgleichung der Quantenme-
chanik in der Heisenberg-Darstellung (Abschn. 4.3.5) fiir den Ortsoperator t.
Die zeitliche Ableitung von r, d.h. bis auf die Masse m des Elektrons der
Impuls p in (6.116) schreibt sich

ind = ihp/m = [rH} _— [Hr} , (6.1182)

bzw.

{ﬁ, r} . (6.118b)
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Damit folgt fir den entscheidenden Teil im Matrixelement (6.116)

(1D li) =i [(F1 HEL) = (FI2H |
= i% (By — E) (f1#])
= imwp; (f| i) . (6.119)

Die Ubergangsrate fiir Absorption eines Lichtquants (6.116a) und ent-
sprechend die fiir stimulierte Emission (6.116b) stellt sich dann dar als

R _ 27

> (%)QWI&Je-(ef) i)>6 (B — E; — hw) . (6.120)

Der Stéroperator ist in dieser Darstellung das Skalarprodukt aus dem
elektrischen Feldamplitudenvektor £ye und dem elektrischen Dipolmoment
et des schwingenden Elektrons. Wir haben es also mit der Energie eines
elektrischen Dipols im oszillierenden elektrischen Feld zu tun, ein Energie-
beitrag, den wir auch ohne die ldngere Ableitung iiber das Vektorpotential
des elektromagnetischen Feldes hétten erraten kénnen. Quantenmechanische
Ubergéinge in einem elektromagnetischen Feld sind also an die Existenz elek-
trischer Dipolmomente im Feld gebunden, zumindest in der hier behandelten
sogenannten Dipolndherung.

6.4.3 Optische Absorption und Emission in einem Quantentopf

Ein interessantes, einfaches Anwendungsbeispiel fiir optische Ubergénge in
Nanostrukturen sind Anregungen gebundener Zustédnde in einem Quanten-
topf. Wir kénnen uns diesen Quantentopf realisiert vorstellen durch eine
zwischen zwei AlAs-Schichten (Bandliicke Er, — E, ~ 2,2€V) eingebette-
te GaAs-Schicht (Bandliicke ~21,4€V), einer Dicke zwischen 10 und 100 nm
(Abb. 6.8a). Aus Abschn. 3.6 wissen wir, dass sich in einem solchen 2D-
Quantentopf die Eigenlosungen darstellen als ein Produkt eines gebundenen
Zustandes ¢;(z) und einer ebenen Welle [siehe z.B. (3.72)], die sich paral-
lel zur Schichtenfolge im Quantentopf frei fortbewegen kann. Nehmen wir
die Schichtenfolge lings der Koordinate z und den Quantentopf in z- und
y-Richtung ausgedehnt an (Abb. 6.8), so gilt:

Yic = (r| ik) = Cip; () 71, (6.121)

mit r| in der Ebene des Quantentopfes. Im Falle unendlich hoher Quanten-
topfwéinde wéren ¢;(z) natiirlich Sinus-Funktionen des Typs (6.90). Die Zu-
standsenergien E;(k) eines Elektrons im Quantentopf sind nach Abschn. 3.6

k2
E; (k”) =&+ 5 I , (6.122)
m
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Abb. 6.8a—e. Optische Absorption in einem 1D-Quantentopf aus GaAs, eingebet-
tet zwischen AlAs als Barrierenmaterial. Es wird die Absorption durch elektronische
Ubergénge zwischen besetzten und unbesetzten Bereichen (getrennt durch Fermi-
Energie Er) der 2D-Subbénder betrachtet. a—c mogliche relative Orientierungen
von Lichtwellenvektor q bzw. dem elektrischen Feld € = (E;, Ey, E.) des Lichtes
in Bezug auf die Schichtenfolge der AlAs/GaAs-Heterostruktur, um im Rahmen
der Dipolniherung erlaubte Ubergénge zu erméglichen. d Wellenfunktionen ent-
lang der z-Richtung, d.h. der Schichtenfolge des Quantentopfes und zugehorige
Energieniveaus €1 bis €4. Die Strichstérke der Pfeile kennzeichnet grob die Oszilla-
torstirke der Ubergiéinge, wobei gestrichelte Pfeile verbotene Ubergiinge angeben.
e Subbandstruktur der elektronischen Zustidnde fiir g-Vektor parallel zur Quan-
tentopfschicht, d. h. ||z, y. Erlaubte Ubergéinge sind in dieser Auftragung senkrecht
(Ak ~ 0), zwischen besetzten und unbesetzten Zustédnden

wobei ¢; die Energie der gebundenen Zustinde und der rechte Term in k?
die kinetische Energie der freien Bewegung lings r| darstellen. E; (k) bil-
den eine Abfolge von Parabeln lings eines Wellenzahlvektors k| = (kz, ky)
des 2D-reziproken Raumes (Abb. 6.8¢). Man nennt diese Energieparabeln
Subbinder des Quantentopfes.

Stellen wir uns jetzt vor, die AlAs-Barrieren seien so dotiert, dass das
Fermi-Niveau Er im Quantentopf gerade zwischen den Zusténden 5 und €3
liegt (Abb. 6.8¢), dann kann ein Elektron aus 1 oder €2 (besetzt) in hohere
Zustande e3, €4 etc. angeregt werden und von dort auch wieder in die energe-
tisch tieferen Zustidnde zuriickkehren. Dies entspricht einer Absorption bzw.
Emission von Lichtquanten. Hierfiir sind die Ubergangsraten nach (6.116)
bzw. (6.120) zu errechnen.

Wir sehen sofort, dass fiir die Bildung der Matrixelemente (jk’|e - p|ik)
zwischen den End- und Anfangszustinden |j)k’,|ik) die Orientierung des
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elektrischen Feldes £, d. h. des Normalenvektors e der Lichtpolarisation von
entscheidender Bedeutung ist. Entscheidend ist, ob die Polarisation des Licht-
feldes, d.h. die Orientierung von £ oder e in der Ebene der Quantentopf-
schicht oder senkrecht dazu ist (Abb. 6.8a—c).

Nehmen wir zuerst eine parallele Polarisation, d.h. e = (1,0, 0) parallel
zu x an (Abb. 6.8a). Die Lichtwelle kann sich dabei entweder lings y oder z,
d.h. in der Ebene des Quantentopfes oder senkrecht dazu fortpflanzen. Im
beschriebenen Fall gilt fiir das Matrixelement (6.116)

0
-p=—th—. 6.123
e p=—ihg (6.123a)
Die im Operator p auftretende Ableitung nur nach x wirkt nicht auf den
gebundenen Anteil ¢;(z) der Wellenfunktion (6.121), sodass aus der Ortho-
gonalitdtsbedingung unmittelbar folgt

(jk'| e - p|ik) = hk, (jK'|ik) =0 . (6.123D)

Bei Einstrahlung von Licht mit einer Polarisation in der Ebene des Quan-
tentopfes, d. h. parallel zur Schichtenfolge der AlAs/GaAs-Doppelheterostruk-
tur, gibt es weder Absorption noch stimulierte (induzierte) Emission von
Licht, und dies sowohl fiir Licht mit Ausbreitungsrichtung (g-Orientierung)
parallel und senkrecht zur Schichtenfolge. Betrachten wir jetzt den Fall einer
Lichtpolarisation senkrecht zur Schichtenfolge [€ = (0,0, E,)] mit Lichtaus-
breitung parallel zur Schichtenfolge (Abb. 6.8c), dann ergibt sich das Uber-
gangsmatrixelement zu

(K| e p lik) = |Cf / dz / dady; (2) )1 (2)
= |C|2/ dzgj (2) =i (z)/dxdyei(k_kl)'r” . (6.124)

Das letzte Integral iiber dz und dy ergibt die d-Funktion und hat somit
nur von Null verschiedene Werte fiir k = k’.

Wir halten fest, optische Ubergéinge, Absorption und stimulierte Emissi-
on, werden in Quantentopfstrukturen nur beobachtet, wenn das eingestrahlte
Licht eine Polarisation mit einer Feldkomponente E, senkrecht zur Schichten-
folge besitzt. Weiterhin existieren nur Uberginge mit k = k’, d. h. Ubergéinge
unter Erhaltung der Wellenzahl des Elektrons. Im Bénderschema der Subbén-
der (Abb. 6.8e) sind dies nur ,senkrechte Ubergéinge, d. h. bei Frequenzen,
die dem energetischen Abstand der Subbénder entsprechen. Obwohl ein kon-
tinuierliches Spektrum von Subbandzusténden (Parabeln) vorliegt, bestehen
die Spektren eines Quantentopfes in Absorption und Emission aus scharfen
Banden, deren spektrale Lage nach Abschn. 3.6 unmittelbar mit der Breite
des Quantentopfes verkniipft ist. Schreiben wir nun das in (6.124) verblei-
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bende Matrixelement wie folgt um:
910 = [ 4 () s (2) = i 21 (6.1250)

Hierbei haben wir die Dipoldarstellung (6.119) benutzt, wo Aw;; die Ener-
giedifferenz zwischen den Subbéndern E; und E; ist. Aus der Darstellung des
Matrixelements

el = [ deg; ()20 2) (6.125D)

folgt eine weitere interessante Einschrinkung fiir mégliche optische Uber-
ginge. Denken wir uns bei der Integration in (6.125b) den Nullpunkt der
z-Achse in das Zentrum des Quantentopfes gelegt, dann zerféllt das Integral
in einen Anteil, bei dem ¢;(z) mit positiven z-Werten multipliziert wird und
einen Anteil mit negativen z-Werten. Damit sich diese beiden Anteile nicht
gegeneinander wegheben, muss entweder ¢;(z) oder ¢;(z) bei Spiegelung um
den Nullpunkt z = 0 (Mitte des Potentialtopfes) sein Vorzeichen &ndern.
Wellenfunktionen, die bei der Spiegelung ihr Vorzeichen dndern, nennt man
,von ungerader Paritdt”; Wellenfunktionen, die bei dieser Spiegelung ihr Vor-
zeichen behalten, heiffen ,,von gerader Paritdt*. Nach (6.125) sind optische
Uberginge also nur méglich zwischen Zustéinden verschiedener Paritit, d. h.
z.B. von i =1 nach j = 2,4,... und nicht nach j = 3,5 (Abb. 6.8d). Dieses
Ergebnis gilt natiirlich nur fiir um das Zentrum symmetrische Quantentopfe
mit einem Potential V(—z) = V(2), bei dem die Eigenzustinde in solche mit
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gerader und ungerader Paritdt zerfallen. Will man diese sogenannte Pari-
tatsauswahlregel aufheben, dann muss man asymmetrische Quantentopfe
préaparieren.

Um den Effekt der optischen Absorption zu verstirken und damit messbar
zu machen, wird die Absorption an Multi-Quantentopfstrukturen gemessen,
bei denen eine Quantentopfschicht, z. B. aus GaAs viele Male gleichartig zwi-
schen AlAs-Barrieren bei der Epitaxie eingebettet wird. In Abb. 6.9 sind
Ergebnisse einer optischen Absorptionsmessung an einer Schichtenfolge von
jeweils 50 GaAs-Quantentépfen der Dicken 6,5nm und 8,2nm dargestellt.
Relativ scharfe Absorptionsbanden, wie aus der Theorie folgt, werden beob-
achtet. Weiterhin resultiert aus dem diinneren Quantentopf die Absorptions-
bande bei hoherer Photonenenergie. Je diinner die Quantentopfschicht, desto
mehr liegen die Subbénder energetisch auseinander.

6.4.4 Dipolauswahlregeln fiir Drehimpulszustinde

In Abschn. 6.4.3 haben wir gesehen, dass die Symmetrie von Anfangs- und
Endzustand und die Polarisation des Lichtfeldes bei optischen Ubergéngen
ganz entscheidend dafiir sind, ob iiberhaupt eine Ankopplung des Lichtfel-
des an das atomare System geschieht. So genannte Auswahlregeln bewir-
ken unter gewissen Zustandssymmetrien und Einstrahlungsgeometrien ein
Verschwinden der Ubergangsmatrixelemente (f|r|i) (6.125b) und damit ein
Verbot gewisser optischer Ubergéinge. In hoherer als der hier betrachteten
Dipolniiherung kénnen natiirlich Quadropolmoment-Ubergéinge mit weitaus
geringerer Ubergangsrate stattfinden.

Im Rahmen der Dipolndherung ist es niitzlich, allein aufgrund von Sym-
metrieiiberlegungen, gewisse Uberginge anhand von Auswahlregeln als ver-
boten zu erkennen. Das spart Rechenarbeit bei der Ermittlung der Uber-
gangsraten. Fiir den Potentialtopf haben wir das bereits in Abschn. 6.4.3
getan.

Eine wichtige Klasse von Problemen, von Atomen bis hin zu Quanten-
punkten (Abschn. 5.7.1) und Quantenringen (Abschn. 5.7.2) in der Nano-
physik basieren auf rotations- oder kugelsymmetrischen Potentialen (Ab-
schn. 5.3). In diesem Fall stellen sich die Eigenlésungen des Problems in der
Ortsdarstellung (5.50) dar als ein Produkt aus einem Radialanteil R, ;(r) und
den Eigenldsungen 27"(1, ¢) (5.53) des Drehimpulsoperators 12 L, (Spin-
Freiheitsgrad nicht betrachtet):

(r|n,I,m) = Ry (r) 7™ (0, 0) . (6.126a)

Es ist also interessant, zu untersuchen, ob fiir optische Uberginge zwi-
schen Zustéanden mit verschiedenem Drehimpuls (m,l) Auswahlregeln exis-
tieren, die Ubergéinge erlauben oder verbieten. Wir betrachten deshalb Di-
poliibergénge zwischen Eigenzustdnden des Drehimpulses

(ell,m) =17 (9, ) | (6.126b)
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indem wir uns die Dipolmatrixelemente des Typs (I, m/|r|l, m) etwas genauer
ansehen.

Um eine Auswahlregel fiir die Richtungsquantenzahl m, d. h. zwischen Zu-
stdnden verschiedener Orientierung des Drehimpulses im Raum herzuleiten,
missen wir uns fiir das Matrixelement (I, m/|z|l,m) interessieren, wenn mit
z die im Raum ausgezeichnete Richtung (z. B. durch ein Magnetfeld) bezeich-
net wird. Wir miissen also Eigenzustdnde zum Operator L. betrachten. Es
liegt deshalb nahe, sich einmal den Kommentator [ﬁz, %], in dem neben L.
auch der Ortsoperator Z enthalten ist, ndher anzusehen. Aus

L. = (rxp), = &py — Jpa (6.127a)
und
[#Dy — 9Pz, 2] = 0 (6.127b)
folgern wir
[Lz} =0. (6.127¢)

Bilden wir jetzt das Matrixelement des Kommutators (6.127c¢), so gilt:
0= (Um'| [La 2] llym) = (@' Lo 1) = (| 2L |1, m)
=m/ {',m|Z|l,m) —m {',m/| 2]l,m) . (6.127d)
Damit folgt fiir das uns interessierende Matrixelement:
(I';m/|2]l,m) (m' —m)=0. (6.128)

Dies bedeutet, dass fiir ein nicht verschwindendes Ubergangsmatrixelement
mit Dipolmoment in z-Richtung m’ = m gelten muss. Optische Ubergiinge,
bei denen der dem Ubergang entsprechende Dipol in z-Richtung schwingt,
verlangen eine Erhaltung der Richtungsquantenzahl m.

Fiir optische Ubergiinge mit Schwingung des elektrischen Dipols senkrecht
zu z, d. h. parallel zu z,y betrachten wir analog den Kommutator [ﬁz, Z]:

|L21) = = [P0, 3] = =G0 + 250
= —ihj . (6.129a)

Damit folgt unter Beriicksichtigung auch der y-Komponente
[ﬁz,@iig} —+(2£i))h. (6.129b)

Bilden wir von diesem Kommutator, der die Dipolmomente in z- und y-
Richtung enthalt, wiederum die Matrixelemente mit den Drehimpulszustan-
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den, so ergibt sich

', m'| [Lx + zy} m) = (I',m!| £ (& £ i) [l m) i, (6.130a)
bzw.

() L (3 £ i) |1 m) — (| & (& & 89) - |1, m)
=(m' —m)h{',m'| (& £ig)|l,m) = ({",m'| £ (2 £ig)|l,m)h. (6.130b)

Vergleichen wir die beiden letzten Gleichungen in (6.130b), so muss bei
nicht verschwindendem Matrixelement fiir Dipole in z- bzw. y-Richtung gel-
ten m' —m = £1.

Wir wollen festhalten: Fiir optische Dipoliibergénge zwischen Drehim-
pulszustidnden |I,m) gelten fiir die Drehimpuls-Richtungsquantenzahl m die
Auswahlregeln

m’ —m =0 bei Dipol in 2-Richtung , (6.131a)
m’ —m = +1 bei Dipol in z,y-Richtung . (6.131b)

Die Richtungsquantenzahl m muss also erhalten bleiben oder darf sich nur
um +1 &ndern. Beide Fille gehtren aber zu verschiedenen Ausstrahlungsgeo-
metrien bei stimulierter Emission oder Einstrahlgeometrien, falls Absorption
stattfinden soll.

Aus (6.120) folgt, dass die Ubergangsrate R; nur dann von Null verschie-
den sein kann, wenn das Skalarprodukt aus Richtung der Lichtpolarisation e
(Schwingungsrichtung des elektrischen Feldes) und dem Dipolmomentvektor
(Matrixelement) D y; = (fl|er|i) nicht verschwindet.

Optische Uberginge mit Erhaltung der Richtungsquantenzahl (m’ = m),
bei denen das Dipolmoment D; in z-Richtung orientiert ist, verlangen aber
eine Lichtpolarisation mit einer elektrischen Feldkomponente in Richtung von
Dy¢;, d. h. langs z. Die Ausstrahlungsrichtung des emittierten Lichts, beschrie-
ben durch den Wellenzahlvektor q_le, kann also nicht langs z, d. h. in Rich-
tung des Ubergangsdipols D r: sein; oder umgekehrt, lings z eingestrahltes
Licht kann nicht Dipoliibergénge mit Dipolmoment ||z anregen und dadurch
absorbiert werden (Abb. 6.10a).

Betrachten wir jetzt den Fall eines Ubergangsdipol-Matrixelementes D fi =
(fler|é) in der z-y-Ebene (Abb. 6.10b—d). Hierfiir gilt die Auswahlregel
m’ —m = +1. In dieser Geometrie muss die Lichtpolarisation £ye eine Kom-
ponente in der z-y-Ebene haben. Dies ist moglich sowohl fiir Propagation der
Lichtwelle in z-Richtung (g||z) (Abb. 6.10b,c), als auch fiir Lichtausbreitung
in der z-y-Ebene (Abb. 6.10d), wenn £ye eine Komponente parallel zu Dy;
(in z-y-Ebene) hat.

Im ersten Fall, der Lichtausbreitung parallel zur z-Achse, schliefen wir
aus (6.130b) wegen des Nichtverschwindens der Matrixelemente:

{2 |l,m) =i ', m'|§|l,m) , (6.132a)
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Abb. 6.10a—d. Anschauliche Darstellung der Dipolauswahlregeln fiir optische
Ubergiinge zwischen Drehimpulszustéinden. Optische Absorption oder Emission
in der Dipolndherung ist mdoglich, a wenn das Lichtfeld mit Wellenvektor q und
Schwingungsrichtung e (Einheitsvektor) seiner elektrischen Feldkomponente eine
Komponente des Feldes in Richtung des Ubergangsdipols D #i zwischen Anfangs-
und Endzustand des Elektrons hat. b, ¢ wenn ein zirkular polarisiertes Lichtfeld
sich mit einem Wellenzahlvektor q senkrecht zum Ubergangsdipol D 7i ausbreitet.
Je nach Umlaufrichtung der Polarisation (e-Polarisationsrichtungsvektor) ist der
Photonenspin in z-Richtung oder entgegengesetzt orientiert. d wenn ein linear po-
larisiertes Lichtfeld sich in der z,y-Ebene des Ubergangsdipols D fs ausbreitet und
sein elektrisches Feld (Richtungsvektor e) eine Komponente in Richtung von Dy;
hat

bzw. fiir die Orientierung des Dipolmoment-Matrixelementes

1
Dyioc | +i | . (6.132b)
0

Zeigt also der Wellenvektor des emittierten Photons (Ausbreitungsrich-
tung des Lichtes) in die z-Richtung, so ist wegen des Produktes e - Dy; und
(6.132b) das Licht mit der Ubergangsrate Ry; (6.120) rechts oder links zir-
kular polarisiert (Abb. 6.10b,c).



258 6 Naherungslosungen fiir wichtige Modellsysteme

Wir lernen aus dieser Diskussion einen wesentlichen Sachverhalt: Da bei
dem hier beschriebenen optischen Ubergang die Drehimpulskomponente in
z-Richtung sich um Am = +1 &ndert, der Gesamtdrehimpuls aber erhalten
werden muss, trigt das Photon, das entweder in der Emission erzeugt, oder
in der Absorption vernichtet wird, den Spin % (Boson), so wie wir es in Ab-
schn. 6.4.1 schon ohne niéhere Beweisfithrung dargestellt haben. Hierbei ist
natiirlich vorausgesetzt, dass das am optischen Ubergang beteiligte Elektron
seinen Spin nicht dndert. Ein Photon mit rechtszirkularer Polarisation trégt
einen Spin +#4 in Ausbreitungsrichtung, wéhrend ein Photon mit linkszirku-
larer Polarisation einen Spin —#, entgegengesetzt zur Ausbreitungsrichtung
besitzt. Linear polarisierte Lichtwellen werden durch eine Superposition von
links- und rechtszirkular polarisiertem Licht, d.h. von Photonen mit Spins
+h und —# beschrieben.

Fiir ein in der z-y-Ebene schwingendes Ubergangsmatrixelement D #i und
Lichtausbreitung in eben dieser Ebene (Abb. 6.10d) muss die Ausbreitungs-
richtung (Wellenzahlvektor q) einen endlichen Winkel mit D ; einschliefen,
damit das Skalarprodukt e - D¢; nicht verschwindet. Das mit dem Elektron
wechselwirkende Licht (in Absorption oder Emission) ist dann in der z-y-
Ebene polarisiert (el q). Fiir Lichtausbreitungsrichtungen unter einem end-
lichen Winkel zur z-Achse und zur z-y-Ebene ist emittiertes Licht elliptisch
polarisiert.

Es sei noch einmal darauf hingewiesen, dass linear polarisiertes Licht wie
in Abb. 6.10a und b durch eine Superposition von links- und rechtszirkular
polarisiertem Licht beschrieben wird. Dies heiftt nach Abb. 6.10b,c handelt es
sich um einen Superpositionszustand aus den Photonenspins +7, d. h. einem
Photonenzustand mit verschwindendem Spin. Wegen Am = 0 kann sich also
flir Wechselwirkungsprozesse wie in Abb. 6.10a der Spin des Elektrons beim
Ubergang nicht #ndern.

In der bisherigen Betrachtung haben wir nur Anderungen der Richtungs-
quantenzahl m bei optischen Ubergéingen betrachtet, d.h. Anderungen der
Richtung des Drehimpulses am atomaren System, im einfachsten Fall eines
Elektrons. Es stellt sich die Frage, ob auch der Gesamtdrehimpuls eines Elek-
trons, beschrieben durch den Operator 12 Auswahlregeln bei optischen Di-
poliibergdngen unterliegt.

Um dies zu untersuchen, kénnten wir wieder analog zu (6.127-6.130) Kom-
mutatoren zwischen L? und # ausrechnen, um Aussagen iiber ein Nichtver-
schwinden des Matrixelementes (I’,m/|t|l,m) bei gewissen Anderungen der
Quantenzahl [ zu gewinnen. Man kénnte auch die Dipolmatrixelemente un-
mittelbar mit den Drehimpulseigenfunktionen 17" ausrechnen, um ihr Ver-
schwinden fiir gewisse Kombinationen I,1’ zu iiberpriifen. Dies alles fithrt zu
umfangreichen formalen Rechnungen. Wir wollen deshalb fiir Ubergéinge zwi-
schen s(I = 0) und p(= 1)-Zusténden eine anschauliche Betrachtung durch-
fiihren, die auch auf viele andere Probleme dhnlich iibertragen werden kann,
und einen anschaulichen Eindruck der Auswahlregeln vermittelt. Betrachten
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wir einen optischen Ubergang (Absorption oder stimulierte Emission) zwi-
schen einem s-Zustand mit [ = 0 und einem p,-Zustand mit [ = 1, bei dem
das Dipolmatrixelement Dy; langs der z-Achse orientiert sein soll, z. B. bei
Lichtpropagation langs z (Abb. 6.11a). Wir betrachten also z. B. das Matrix-
element (I =1, m|z|l = 0,m), in dem der Anfangszustand |l = 0,m) = |s,m)
kugelsymmetrisch und der Endzustand |l = 1,m) = |p,, m) um die z-Achse
herum rotationssymmetrisch mit entgegengesetztem Vorzeichen fiir positive
und negative 2-Werte ist. Wir spalten das Ubergangsmatrixelement in zwei
Anteile fiir positive und negative z-Werte auf:

omlals,m) = [ wpovdre [ vt

x>0 <0

- / ez padrt / (—%,) (—2) s d?r

x>0 x>0

:2/1/J;$:vwsd3r. (6.133)

z>0

Im zweiten Teilintegral fiir # < 0 haben wir hierbei x — —xz transformiert
und die Antisymmetrie p;(—2) = —¢pz(x) (Abb. 6.11a) benutzt. Unab-
héngig davon, ob der s- oder p-Zustand noch radiale Knotenflichen mit ver-
schwindender Wellenfunktion, infolge der Hauptquantenzahlen n des Radial-
teils R, ;(r) der Wellenfunktion (6.126) besitzt, bleibt das Matrixelement
(6.133) endlich. Der optische Ubergang s  p, ist nicht verboten.

Betrachten wir analog den Ubergang zwischen zwei Zustinden mit glei-
chem Gesamtdrehimpuls [, jedoch verschiedener Drehimpulsorientierung p,
und p, (Abb. 6.11b) und Dipolmoment ldngs x. Die Orbitale von Anfangs-
und Endzustand sind antisymmetrisch jeweils bei den Transformationen
z — —z bzw. © — —x. Wir zerlegen deshalb das Matrixelement in vier
betragsgleiche Integrale:

(pzl x|l ps) = / ¢;z$ Upa d*r+ / ¢;zw Upa d*r

x,2>0 >0
z<0

+ / L / Yo e 1 (6.134a)

z<0 z,2>0

z>0

Wir fithren im zweiten, dritten und vierten Integral jeweils die Transforma-
tionen z — —z, x — —z und z,z — —z, —2 durch und erhalten wegen der
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Symmetrieeigenschaften der Orbitale p, und p, (Abb. 6.11)

(1, psl @ | ps) = / 02 g Bt / (—45) 2 Ypa dr

x,2>0 x,2>0

n / 05 (—) (—tp) &7 + / (—2.) (—2) (—thpa) &%
x,2>0 x,2>0

=0. (6.134b)

Wegen der betragsmifigen Gleichheit der Integrale (siehe Abb. 6.11) ver-
schwindet das Matrixelement mit Dipolmoment langs x zwischen den p, und
p. Zustianden (Quantenzahl m) mit gleichem Gesamtwert [ des Drehimpulses.

Die gleichen anschaulichen Argumente, die zum Verschwinden (6.134b)
oder Nichtverschwinden (6.133) von Ubergangsmatrixelementen fithren, kon-
nen wir auch auf Uberginge mit Dipolorientierung lings z oder y durch-
fiihren. Auferdem sehen wir sofort anschaulich, dass Uberginge zwischen
zwei s-Orbitalen (I = 0), zugehorig zu verschiedenen Hauptquantenzahlen
n (6.126) die kugelsymmetrisch sind, verboten sind. In den entsprechenden
Ubergangsmatrixelementen kénnen wir analog zu (6.133) das Gesamtintegral
in jeweils zwei Anteile mit x < 0,y < 0,z < 0, je nach Orientierung des Di-
pols Dy;, aufteilen. Die Transformationen x — —z,y — —y,z — —z lassen
in einem Teilintegral (z < 0,y < 0,z < 0) die Wellenfunktion unveréindert,
bewirken jedoch ein negatives Vorzeichen vor dem Teilintegral und fithren
zum Verschwinden des Ubergangsmatrixelementes.

a) b)

Abb. 6.11a,b. Qualitative rdumliche Darstellung der energetisch niedrigsten
S, P, Py, P> Orbitale (s. auch Abb. 5.5) mit Vorzeichen der Wellenfunktionen in
den jeweiligen Raumbereichen. a Aus der Symmetrie der Orbitale s(I = 0) und
pe (I = 1) folgt, dass der optische Ubergang s & p, in Dipolniherung erlaubt
ist; bei solchen Ubergingen #ndert sich also die Bahndrehimpulsquantenzahl um
Al = £1. b Aus der Symmetrie der Orbitale p, (I = 1) folgt, dass Ubergéinge der
Art p, < p. verboten sind, dass also in Dipolnidherung Ubergiinge mit Al = 0
einen verschwindenden Ubergangsdipol D ;; haben
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Wir verallgemeinern diese Befunde ohne ausfiihrlichen Beweis durch die
Auswahlregel fiir den Gesamtdrehimpuls

I'—1=+1. (6.135)

Auch diese Auswahlregel fiir Anderungen des elektronischen Gesamtdre-
himpulses bei optischen Dipoliibergéingen zeigt, dass die am Ubergang betei-
ligten Lichtquanten, die Photonen, einen Drehimpuls (Spin) von 4/ haben
miissen. Voraussetzung fiir diesen Schluss ist wiederum, wie oben, dass das
beteiligte Elektron beim Ubergang seinen Spin beibehilt. Dies ist jedoch
selbstverstandlich, weil die hier betrachtete Dipolstérung nur auf den Orts-
anteil und nicht auf den Spin-Anteil der Wellenfunktion wirkt.

6.5 Ubergiinge in 2-Niveau-Systemen:
Die Rotationswellen-Naherung

In der bisherigen Betrachtung von Ubergéingen zwischen Quantenzustéinden
kam es uns im Wesentlichen auf die Ermittlung von Ubergangswahrschein-
lichkeiten, bzw. Raten an [Fermis Goldene Regel (6.111)]. Um die innere
Dynamik solcher Ubergénge bei Vorliegen eines zeitlich variierenden Storpo-
tentials genauer zu analysieren, betrachten wir ein einfaches quantenmecha-
nisches Modellsystem mit nur zwei Quantenzustdnden. Realisierungen sol-
cher 2-Niveau-Systeme sind zahlreich und von grofer praktischer Bedeutung.
Man denke nur an den Elektronen- oder Kernspin, der in einem &ufseren
Magnetfeld zwei energetisch verschiedene Zusténde annehmen kann. In zwei
gekoppelten Halbleiterquantenpunkten mit einem gebundenen Zustand (falls
getrennt) fiihrt die Kopplung iiber eine diinne energetische Barriere zu zwei
neuen Zustéinden, dem bindenden und antibindenden (Abschn. 6.2.3). Ahn-
liches gilt fiir zwei Atome, die {iber einen bestimmten Atomorbital kovalent
in einem Molekiil gebunden sind (Abschn. 6.2.3).

Aber auch fiir freie Atome ldsst sich das Modell des 2-Niveau-Systems
hiufig anwenden, wenn man zwei atomare Niveaus herausgreift, die energe-
tisch geniigend weit von anderen entfernt sind.

6.5.1 2-Niveau-Systeme in Resonanz
mit elektromagnetischer Strahlung

Wir betrachten ein elektronisches 2-Niveau-System, z.B. zwei gekoppelte
Quantenpunkte mit den beiden Zusténden |e) (excited) und |g), dem Grund-
zustand. Ein dufleres elektromagnetisches Feld wirkt dann mittels seiner elek-
trischen Feldkomponente auf ein Elektron, das entweder |e) oder |g) besetzen
kann. Ubergéinge zwischen den Zustéinden sind nach Abschn. 6.4 méglich,
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wenn die eingestrahlte Strahlung der Resonanzbedingung
hw=FE. - E, (6.136)

gehorcht, wobei E, und E, die Energie des angeregten Zustands |e) und des
Grundzustands |g) sind.

Die Wirkung des elektrischen Feldes auf das Elektron in den gekoppelten
Quantenpunkten oder einem Molekiil ergibt sich unmittelbar aus der in Ab-
schn. 6.4.2 betrachteten Dipolndherung, falls die Ausdehnung des Systems
klein gegen die Wellenldnge der Strahlung ist. Dann bewirkt das elektrische
Feld £(t) der Welle am Ort des Elektrons eine Kraft F = (—e)€ auf dieses,
was durch ein Potential V(x,t) = ex - £ beschrieben wird. Mit D als dem
entsprechenden Dipolmoment schreibt sich dies als

V(x,t)=ex-E=D-E. (6.137)

Fiir die Dynamik von Spins ist nach Abschn. 5.5.3 analog das mit dem Spin
verbundene magnetische Moment im oszillierenden Magnetfeld B der elek-
tromagnetischen Welle verantwortlich.

Fiir das elektronische 2-Niveau-System, der gekoppelten Quantenpunkte
schreibt sich die Schrodinger-Gleichung mit D als Operator

i) = (H n ]55) b . (6.138)

Hierbei ist H der Hamilton-Operator des ungestorten 2-Niveau-Systems,
der die beiden Eigenwerte E, und E. hat. Fiir die Stérung durch das elek-
tromagnetische Feld nehmen wir die Schwingungsrichtung des elektrischen
Feldes £ parallel zur Verbindungsachse der Quantenpunkte an, sodass wir
ein eindimensionales Problem mit den Skalaren D und & behandeln kénnen.
Die Zeitabhéngigkeit von & setzen wir an als

E (t) = E4 coswt = 2&y coswt (6.139)

wobei die Frequenz der Resonanzbedingung (6.136) gehorcht.

Da das 2-Niveau-System nur zwei zu den Energieniveaus £, und E. geho-
rige Quantenzusténde |g) und |e), den Grund- und einen angeregten Zustand
besitzt, stellt sich die allgemeinste Losung als Superposition aus diesen Zu-
stdnden dar:

Y =cqlg)+cele) . (6.140)

Wiihrend |g) und |e) stationire Zustéinde von H mit Zeitabhingigkei-
ten exp(—iEyt/h) bzw. exp(—iE.t/h) sind, besitzt (6.140) zwei verschiedene
Energieexponenten und ist damit keine stationédre Losung. Dies erwarten wir
auch nicht, wegen der zeitabhéngigen Storung. Wir haben jedoch im Sinne
einer kleinen Stérung |g) und |e) als konstituierende Elemente der allgemei-
nen Wellenfunktion angenommen und interessieren uns jetzt dafiir, was mit
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¥ (t) bzw. |g) und |e) in der Zeit passiert. Wie veréndern sich also in (6.140)
die Amplituden ¢, und c.? Dazu machen wir den zeitabhéngigen Ansatz

cg =g (t) e Et/h (6.141a)
Ce = [ (1) e MM (6.141b)

wobei die Exponentialfunktionen die Zeitabhingigkeiten der jeweiligen sta-
tiondren Losungen beriicksichtigen.
Einsetzen von (6.140) in (6.138) ergibt

ih (g |g) + ¢e |e) = (H + 155) (co lg) + ce le)) - (6.142)

Wegen der Orthogonalitéitsbeziehung (e|g) = 0 folgt nach Multiplikation
mit (g| bzw. {e| von links:

ihéy (t) = Egcy + (9| Dg) Ecy + (g| D le) Ece (6.143a)
ihée (t) = Eece + (€| D |g) Ecy + (e| D |e) Ece . (6.143b)

Nehmen wir an, das 2-Niveau-System habe sowohl im Grund- als auch
im angeregten Zustand kein statisches Dipolmoment, dann gilt (g|D]g) =
(e|Dle) = 0. Dies ist fiir zwei gleichartige gekoppelte Quantentépfe unmit-
telbar evident, die fiir das Elektron ein inversionssymmetrisches Potential
darstellen.

Die Nicht-Diagonalelemente des Dipolmomentoperators

(91 Dle) = (e| D]g)" = Dye (6.144)

verschwinden wegen der ungleichen Paritdt von |g) und |e) natiirlich nicht.
Sie beschreiben das Dipolmoment bei gleichzeitigem Vorliegen des Grund-
und angeregten Zustandes.

Einsetzen der Wahrscheinlichkeitsamplituden (6.141) in (6.143) ergibt da-
mit

ih efiEyt/hg 4 EggefiEgt/h _ EggefiEgt/h i DgefefiEet/th (eiwt T efiwt) '

(6.145)
Wegen der Resonanzbedingung (6.136) folgt hieraus
lhg — Dgegoefiwt (eiwt + efiwt) f (t)

= Dye&o (L+ e 2) [ (1) - (6.146)

Eine analoge Rechnung fiir (6.143b) ergibt dann das gekoppelte Differen-
tialgleichungssystem

ihg(t) = Dge€o (1+ ) f (1) (6.147a)
ihf(t) =D& (1+ ¥ g(t) . (6.147b)
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Wiirden die exp(42iwt)-Terme nicht existieren, hétten wir es mit recht
einfachen Differentialgleichungen zu tun, deren Losung sicherlich auf ein os-
zillatorisches Verhalten von g und f fithren wiirde. Nehmen wir an, dass
die zeitliche Anderung von g(t) und f(t) langsam gegeniiber der treibenden
Frequenz w des Lichtfeldes (Storung) ist, so kommen wir zur sogenannten
Rotationswellen-Niherung (rotating wave approximation). Diese N&he-
rung hat ihren Namen von der Behandlung des 2-Niveau-Spin-Systems, wo
durch die dufsere Storung durch ein hochfrequentes elektromagnetisches Feld
die Spin-Orientierung in einem statischen magnetischen Feld geéndert wird
(Abschn. 6.5.2). Hier soll also die Umorientierung der Spins langsam gegen-
iiber der Frequenz w = (E. — E;)/h = (E7 — E|)/h erfolgen. Wir werden
sehen, dass dies im Allgemeinen erfiillt ist. Mit dieser Néaherungsannahme
oszilliert der exp(=42iwt) Term sehr haufig zwischen negativen und positiven
Werten hin und her. Bei der Integration von (6.147) heben sich diese Integra-
tionsanteile dann gegenseitig auf, und wir konnen sie vernachlassigen. Damit
ergibt sich im Rahmen der Rotationswellen-Naherung, unter Vernachlassi-
gung der Exponentialterme, das Gleichungssystem

g(t) = ﬂ%Dyeﬁof (t) (6.148a)

f) = fi%DSBEOg (t) . (6.148b)

Durch einmalige weitere Differentiation eliminieren wir f(¢) aus (6.148a)
wegen

gt = —i%Dgego f und (6.149a)
f)= _iz D;Z i (6.149b)
Damit ergeben sich nach analoger Rechnung fiir f(¢) aus (6.148a) wegen
5(0) = - | P FICE (6.1500)
ft)=— ’DQTSO 2f(t) . (6.150D)

Dies sind wohlbekannte Schwingungsgleichungen, bei denen g(t) und f(t)
mit einer Frequenz 2 = |Dy.&y/h| zwischen ihren Maximal- und Minimal-
werten hin- und herschwingen. Diese Extremwerte folgen aus der Normierung
der Wellenfunktion 1 (6.140); es gilt ndmlich

legl? + e =1, (6.151a)
P +1g>=1. (6.151b)
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Setzt man als allgemeine Losung fiir g(t) eine Schwingung der Form
g (t) = accos 2t + Bsin 2t (6.152a)
an, so folgt wegen der Randbedingung (6.151b) unmittelbar
f({t) =iBcos 2t —iasin 2t . (6.152b)

Wir nehmen als Anfangsbedingung an, dass bei ¢ = 0 das System im
Grundzustand |g) vorliege, dann ist 5 = 0 und die Wahrscheinlichkeitsam-
plituden fiir Grund- und angeregten Zustand ergeben sich zu

cg (1) = a(cos Q1) e Eat/h (6.153a)
Ce (t) = —ia (sin 2t) e Eet/ (6.153b)

Die Darstellungen von c4(t) und c.(t), bzw. der entsprechenden Beset-
zungswahrscheinlichkeiten w, = |cg|? und we = |cc|? fiir den Grund- und
angeregten Zustand zeigen, dass das System in Resonanz mit dem elektro-
magnetischen Feld zwischen seinen beiden Zustédnden hin- und herschwingt.
Dies geschieht mit der sogenannten Rabi-Frequenz.

1 1
2= —1|Dge = —|Dge . .154
h| g|50 2h| g|gA (6 5)

Sei das Elektron fiir unser Beispiel der gekoppelten Quantenpunkte zu
Beginn im ,,bindenden Grundzustand |g), dann kénnen wir das elektroma-
gnetische Feld mit der Resonanzfrequenz w = (E. — E;)/h fiir eine ganz be-
stimmte Zeitspanne ¢, einwirken lassen, um das Elektron in den angeregten
Zustand |e) zu bringen. Die Linge dieses Pulses ist nach Abb. 6.12 gegeben
durch

1
Qfﬂ— = ﬁ |Dge|gAtﬂ— = 7T/2

mh
ge

Man nennt einen solchen Puls 7w-Puls. Der Name ist entlehnt vom Spin-
Problem, bei dem ein Spin in einem konstanten B-Feld durch einen Puls
dieser Lange aus dem Zustand |1) in den Zustand ||) tberfithrt wird, d.h.
bei dem seine z-Komponente um 7 = 180° gekippt wird.

Nach Abb. 6.12 kénnen wir durch einen sogenannten 7 /2-Puls das Sys-
tem aus seinem Grundzustand |g) in einen Zustand iiberfithren, in dem beide
Zustande |g) und |e) zu gleichen Teilen enthalten sind; die Pulsldnge ist dann
analog

wh

L C— 6.156
/2 2|Dge|(c;A ( )
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a) b)

Abb. 6.12a,b. Rabi-Oszillationen fiir ein 2-Niveau-System mit dem Grundzustand
|g) und dem angeregten Zustand |e). Wenn ein solches System in Resonanz mit ei-
nem elektromagnetischen Feld der Frequenz w ist, d.h. E. — Fy = hw, dann adndert
sich die Besetzung der Zustande |g) und |e) periodisch. a Besetzungsamplituden c¢g4
und c. fiir die Zusténde |g) und |e) als Funktion der Zeit. b Besetzungswahrschein-
lichkeiten wy und we fiir |g) und |e) als Funktion der Zeit. £2 ist die Rabi-Frequenz,
die durch die Stérke der Ankopplung des Systems an das Lichtfeld, d.h. den Uber-
gangsdipol Dy, bestimmt wird

Der erreichte Zustand hat die Darstellung
1

|5) 7 (lg) +1e)) - (6.157)

Dies ist ein sogenannter Superpositionszustand, charakteristisch fiir ein quan-
tenmechanisches System. Das Elektron ist gleichzeitig in |g) und |e). Klassisch
ist so etwas nicht vorstellbar. Jedoch sei schon jetzt bemerkt, dass bei einer
Messung am System, in der sein energetischer Zustand ermittelt werden soll,
immer entweder |e) oder |g) gefunden wird. Der Superpositionszustand kann
nur im nicht durch die Messung gestorten System existieren. Wir werden
dieses seltsame Verhalten im nachsten Kapitel ndher betrachten.

6.5.2 Umklappen von Spins

Ein ideales 2-Niveau-System ist der Spin eines Teilchens, Elektron- oder Kern-
spin, der in einem konstanten Magnetfeld B zwei energetisch verschiedene
Zusténde |7) und (|| annehmen kann. In diesen beiden Zustinden préizessiert
der ,,Spin-Kreisel“ mit der Frequenz wy = eBy/m um das Magnetfeld her-
um, entweder stirker in B-Richtung oder entgegengesetzt ausgerichtet (Ab-
schn. 5.5.3). Strahlen wir zusétzlich ein elektromagnetisches Feld ein, dessen
magnetische Feldkomponente senkrecht zu B orientiert ist, so wirkt dieses
zeitabhédngige magnetische Feld auf das magnetische Moment pp des Spins.
Wir haben eine dhnliche Situation wie im Falle eines oszillierenden elektri-
schen Feldes, das auf eine elektrische Ladung (Dipol) wirkt (Abschn. 6.5.1).
Wir erwarten Ubergiinge zwischen |1) und (||, die zu einem periodischen
Umklappen des Spins fiihren.
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Zur formalen Beschreibung ziehen wir die Schrodinger-Gleichung fiir
Spins, die Pauli-Gleichung (5.122) bzw. (5.123) heran. Statt eines konstanten
B-Feldes setzen wir eine Summe aus einem konstanten und einem oszillie-
renden dazu senkrechten Magnetfeld in (5.123) ein. Das Magnetfeld sei also
gegeben durch:

B = By + Bos(t) (6.158a)
By = (0,0,BY) , (6.158b)
Bose = (By (t), By(t),0) . (6.158c¢)

Der allgemeinste Spin-Zustand ist wie in (5.124) eine Uberlagerung der
beiden Spin-Eigenzusténde zum &.-Operator:

) = a1+ ac 1) = ape 2 1+ ae o2 ) = (24 L (6.150)

Hierbei haben wir durch die Exponentialterme der Tatsache Rechnung
getragen, dass es sich bei den beiden Spin-Zustédnden um stationére Zusténde
mit den Energieeigenwerten

Ey/h= %Bz = w/2, (6.160a)
e

E|/h=—=—B. = —w/2 6.160b

\/ 5 wo/ ( )

handelt, wo ug = eh/2m das Bohrsche Magneton ist (Abschn. 5.5.3). Die
beiden Niveaus des Systems E; und E| sind energetisch also gerade um die
Spin-Prézessionsfrequenz hwy voneinander getrennt.

Um die zeitliche Anderung der Wahrscheinlichkeitsamplituden oy (¢) und
a_(t) zu ermitteln, setzen wir (6.159) zusammen mit dem Magnetfeld (6.158)
in die Pauli-Gleichung (5.123) ein und erhalten mittels

6-B=6,B,+6,B,+5.B,
_ (01 0 i I 0Y) o
_<1 0>Bf(t)+<z’ O)By(t)+<0 _1>Bz

(B B, —iB,
n (B;E +iBy —BE) ’ (6.161)
0
iﬁ& |s) = ugd -Bls) , (6.162a)
. éé+ _ Bg BI - ZBy a4
in (a_) = HB <Bm +iB, 5 )\ ) (6.162b)

Die weitere Rechnung gestaltet sich besonders einfach, wenn wir fiir das
oszillierende Magnetfeld Byg. ein zirkular polarisiertes Feld der Form

B, (t) = Acoswot , (6.163a)
By (t) = Asinwgt (6.163b)
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annehmen. Hierbei haben wir die Oszillationsfrequenz des Feldes, d.h. die
Umlauffrequenz wy des magnetischen Vektors als identisch mit der Prazessi-
onsfrequenz des Spins (6.160) gewéhlt. Dies entspricht der Tatsache, dass wir
Spin-Ubergéinge bei der Resonanzbedingung E; — E| = hwy erwarten.

Mit up = eh/2m als Bohrschem Magneton und (6.160) folgt aus (6.162b)

n(50) = (s timy P G) () e

Berticksichtigen wir weiter, dass gilt
B, +iB, = A(coswy + isinwgt) = AeFiwol | (6.165)

so folgt aus (6.164)
1 )
ihéey = Shwoars + ppAe “0ta_ (6.166a)

, 1
iha_ = upAe“lay — 5 hwoar— . (6.166b)

Wir benutzen jetzt die Darstellungen a(t) = a4 exp(—iwpt/2) und
a_(t) = a_ exp(iwpt/2) aus (6.159) und erhalten aus (6.166)

1 : .

ificey. = o hwoa e iwol/2 4 pAa_emwot/2 (6.167a)
. 1 .

iha_ = pgAay e“ot/? — 5 hwoa elwot/2 (6.167b)

Differentiation von a4 und a_ unter Berlicksichtigung der Darstellung
(6.159) liefert dann schlieflich

ihay = ppAa_ , (6.168a)

iha_ = ppAay . (6.168b)

Diese Gleichungen fiir a4 und a_ sind vollig identisch mit denen fiir

g(t) und f(t) (6.148), den Wahrscheinlichkeitsamplituden des allgemeinen

2-Niveau-Systems in Abschn. 6.5.1.

Die analogen Losungen zu (6.153) lauten dann fiir das Spin-System

a_ (t) o (cos 2t) e /R (6.169a)

ay (t) o< i (sin t) e 1t/ (6.169D)

wobei jetzt die Rabi-Frequenz im magnetischen Spin-System definiert ist als

2 =usA/h. (6.170)

Wiederum bewirkt ein eingestrahltes elektromagnetisches Feld, das mit
der Resonanzfrequenz wg, dem energetischen Abstand der beiden Spin-
Niveaus F; und F| entsprechend schwingt, ein Hin- und Herschwingen zwi-
schen diesen Zusténden.
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Die Rabi-Frequenz, mit der dieses Hin- und Herschwingen erfolgt, ist pro-
portional zur Amplitude A des oszillierenden Magnetfeldes und dem magne-
tischen Spin-Moment pp. Im Fall eines Elektrons, das zwei Zusténde |e) und
|g) besetzen konnte, war die Rabi-Frequenz vollig analog proportional zum
elektrischen Dipol Dy, bei der Anregung und der elektrischen Feldamplitude
(6.154).

Analog zum Fall des Elektrons, das die Zusténde |e) und |g) besetzen kann
(Abschn. 6.5.1), fragen wir uns, wie lange muss das oszillierende Magnetfeld
B, einwirken, damit der Spin aus dem Zustand |1) in die entgegengesetzte
Richtung |]) umklappt. Dieser sogenannte mw-Puls hat die Zeitdauer

mh
.= ) 6.171
2 (6.171)
Ein 7/2-Puls der Linge
wh
trjo = 6.172
/2 4,LLBA ( )

klappt den Spin aus dem ,,senkrechten® Zustand (Eigenzustand zu 6) in den
Uberlagerungszustand

|Seuperp.) = % (1) + 1) (6.173)

um, bei dem die Spindrehachse senkrecht zum statischen Magnetfeld B, aus-
gerichtet ist.

Diese anschaulich sehr klaren Aussagen lassen sich formal noch darstellen,
indem man die Mittelwerte der Spinkoordinaten ausrechnet, die sich, wie hier
nicht ausfiihrlich gezeigt wird, ergeben zu

<S’z> - fgcos (201) | (6.174a)
<SI> - fgsin (202t) sin (wot) (6.174b)
<S’y> = —g sin (202t) cos (wot) . (6.174c)

Fiir die z-Komponente wird das Umklappen mit der Rabi-Frequenz beschrie-
ben.

Die z- und y-Komponenten enthalten noch zusétzlich eine schnelle Um-
laufbewegung mit der Frequenz wy. Wahrend der Spin von der +z in die
—z-Richtung umklappt, prézessiert er gleichzeitig mit der Frequenz wg um
die z-Achse, die Richtung des statischen Magnetfeldes B, (Abb. 6.13).

Wir wollen festhalten, dass ein mit der Spin-Prézessionsfrequenz umlau-
fendes Magnetfeld Bos. (um die B,-Richtung) den Spin umklappt. Hatten
wir, wie es in der experimentell realistischen Situation iiblich ist, kein zirku-
lar polarisiertes Feld Bys, sondern ein in z- oder y-Richtung linear polari-
siertes Feld angelegt, dann hitte man dieses in zwei zueinander gegensétzlich



270 6 Naherungslosungen fiir wichtige Modellsysteme

4 2 Abb. 6.13. Anschauliche
Darstellung des Umklappens
eines Spins (fett gedruckter
Pfeil) in einem konstanten
Magnetfeld langs z durch
einen m-Puls eines zusédtzlich
eingestrahlten Wechselfeldes.

Y Wiéhrend des Umklappens
von +z nach —z prézes-
siert der Spin-Kreisel um die
z-Achse, die Richtung des
konstanten Magnetfeldes

2-Niveau-System Spin-System

E E TL/2- Puls

Ee' Ee—
1, — L,

E E
Ee- Ee_
Eg —— Eg L
1, — 1
0 12 1w 0 12 1w
vorher nachher
vorher nachher

Abb. 6.14. Vergleich zwischen einem allgemeinen 2-Niveau-System mit den Zu-
stdnden |g) und |e) und einem Spin in einem konstanten Magnetfeld unter der Wir-
kung eines 7/2 und eines m-Pulses anregender elektromagnetischer Strahlung. Fiir
das 2-Niveau-System (links) sind die Besetzungswahrscheinlichkeiten w der Zustén-
de gegeben, wihrend fiir das Spin-System (rechts) die Spin-Orientierung dargestellt
ist
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umlaufende Felder zerlegen kénnen. Eines davon lduft wie hier beschrieben,
gleichsinnig mit der Spin-Préazession. Das andere lduft mit doppelter Frequenz
2wp vom rotierenden System aus gesehen um. Dieses Feld wiirde in den Be-
wegungsgleichungen (6.168) zusétzliche Terme der Gestalt exp(+2iwgt) wie
in (6.147) bedingen. Die Vernachlassigung dieser schnell oszillierenden Ter-
me, wie in Abschn. 6.5.1 geschehen, erklart den Namen , Rotationswellen-
Néaherung“, wie er in Abschn. 6.5.1 schon eingefiihrt wurde.

Wir stellen in Abb. 6.14 noch einmal schematisch die Wirkung eines 7 /2-
Pulses und eines 7-Pulses auf das elektronische 2-Niveau und auf das Spin-
2-Niveau-System dar.

6.5.3 Kernspin-Resonanz in Chemie, Biologie und Medizin

Von Spinresonanz-Experimenten spricht man, wenn in einem statischen Mag-
netfeld B, Teilchenspins durch ein zusétzlich eingestrahltes elektromagneti-
sches HF-Feld zum Umklappen (Abschn. 6.5.2) gebracht werden. Die beim
Spin-Ubergang verbrauchte Energie wird dem HF-Feld entnommen und kann
dort als spektrale Absorptionsbande bei der der Préizessionsfrequenz wg ent-
sprechenden Photonenenergie hwy beobachtet werden. Dort ist das HF-Feld
in Resonanz mit dem Spin-Ubergang. Wir werden sehen, dass die Resonanz
auch haufig beobachtet wird, indem man die mit dem Spin-Umklappen, d. h.
der Bewegung eines magnetischen Dipols in einer Messspule induzierte Wech-
selspannung misst.

Solche Spin-Resonanzexperimente mit Elektronen (Elektronen-Spinreso-
nanz = ESR) haben in der Festkorperphysik grofie Bedeutung zur Erfor-
schung der atomaren Nahordnung bei Defekten u.#. erlangt. Uberragende
Bedeutung fiir praktische Anwendungen in der Materialforschung, der Che-
mie, der Biologie und der Medizin hat jedoch die Kernspin-Resonanz (NMR =
nuclear magnetic resonance) erlangt. Dies gilt fiir spektroskopische wie auch
bildgebende Anwendungen (Tomographie) dieser Methode [4].

Dass gerade Kernspins fiir viele Anwendungen so wichtig geworden sind,
liegt daran, dass in kondensierter Materie im Wesentlichen die Elektronen-
wolke der Valenzelektronen den Raum ausfiillt, wihrend der mit dem Bohr-
schen Radius verglichen winzige Kern kaum zur Raumerfiillung beitrégt und
deshalb nur sehr schwach an das iibrige physikalische Geschehen in der kon-
densierten Phase angekoppelt ist. Die Prazessionsbewegung des Kernspins ist
weitgehend unabhingig von translatorischer und rotatorischer Bewegung der
Kerne. Stromung in Fliissigkeiten oder thermische Bewegung der Atome be-
einflussen Messungen der Kernspin-Resonanz fast nicht. Dies begriindet den
hohen analytischen Wert der Methode fiir kondensierte Materie bis hin zu
lebenden Zellen in Biologie und Medizin.

Ein Atomkern hat wegen seines Drehimpulses J ein magnetisches Moment
pn, analog dem Spin (Abschn. 5.5.1) eines Elektrons (5.69), (5.95):

e
=gx—J . 6.175
HN = gK 2K ( )
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Hierbei kann der Drehimpuls wie iiblich die Werte |J| = 1/j(j + 1) an-
nehmen. Jedoch ist die Kernmasse mg, im Spezialfall die des Protons mp, des
einfachsten Kerns, um einen Faktor 1836 grofer ist als die des Elektrons. Ma-
gnetische Kernmomente sind also um Faktoren von mindestens 2000 kleiner
als die von Elektronen. gk ist jetzt das gyromagnetische Verhéaltnis, ana-
log zum Elektronen-Spin (g ~ 2), das jedem Kern speziell zu eigen ist. Man
misst Kernmomente wiederum in Analogie zum Elektron, in Einheiten des
sogenannten Kern-Magnetons

px = up/1836 = o 0,505 - 10726 Am? . (6.176)
2mp

Das gyromagnetische Verhéltnis fiir Kerne gi ldsst sich nicht, wie im Fal-
le des Elektrons, mit Bahndrehimpuls aus elektrodynamischen Uberlegungen
(Abschn. 5.4.3) ermitteln. Da Proton und Neutron, die Konstituenten von
Kernen, wiederum aus drei Quarks bestehen (Abschn. 5.6.4), kann nur die
Quantenchromodynamik, die Theorie der Quark-Wechselwirkung diese wich-
tige Grofe liefern. Es sei noch vermerkt, dass auch fiir Kerne der Drehim-
puls J sich wiederum aus dem Bahndrehimpuls L und dem Spin-Drehimpuls
S zusammensetzt. Im Grundzustand haben Kerne natiirlich einen verschwin-
denden Bahndrehimpuls, sodass das Kernmoment sich dann nur noch aus den
Spinmomenten der Konstituenten zusammensetzt. Sowohl Proton wie Neu-
tron haben halbzahligen Spin %/2; d.h. wenn die Kernmassenzahl A gerade
ist, hat der Kern einen geradzahligen Spin. Wenn hingegen A ungerade ist,
ist der Kernspin ein Vielfaches von 7i/2. In einem Kern tendieren sowohl Pro-
tonen wie Neutronen dazu, sich mit entgegengesetzter Spin-Orientierung zu
arrangieren (Pauli-Prinzip). Demnach besitzen Kerne mit gerader Zahl von
Protonen und Neutronen verschwindenden Spin, d. h. magnetisches Moment.
Sie sind in der Kernspin-Resonanz nicht zu gebrauchen. Beispiele sind die in
der Natur wichtigen (gerade — gerade) Isotope 2C und °0O, die Hauptisotope
des Kohlenstoffs und Sauerstoffs.

In Tabelle 6.1 sind fiir einige wichtige Kerne Spin und magnetisches Mo-
ment in Einheiten des Kern-Magnetons (6.176) zusammengestellt. Weiterhin
ist die Spin-Prizessionsfrequenz wy/2m (NMR-Frequenz) in einem Magnet-
feld B, = 2,3487 T gegeben. Dieses Feld wurde so gewéahlt, weil dann die
NMR-Frequenz des Protons gerade bei 100 MHz liegt. Dabei gilt natiirlich,
wie vorher schon ausfiihrlich dargestellt (Abschn. 6.5.2), die Resonanzbedin-
gung (Magnetfeld in z-Richtung):

By — B| = hwo = gxux B, = gK;iBz . (6.177)

mp
Das Vorzeichen beim magnetischen Moment gibt an, ob das mit dem
Spin verbundene magnetische Moment in Richtung des Spin-Drehimpulses
(positives Vorzeichen) oder entgegengesetzt gerichtet ist. Beim Proton p(*H)
sind Spin und dessen magnetisches Moment gleichsinnig. Im Gegensatz dazu
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Tabelle 6.1. Eigenschaften einiger fiir die Kernspin-Resonanz (NMR) in der Bio-
logie und Medizin interessanten Atomkerne

Kern Spin Magn. Moment Natiirliches NMR-Frequenz
(Kern-Magnetons) ~ Vorkommen in 2, 34877

(%) (MHz)

'H : 2,79 99,98 100,00

’H 1 0,86 0,015 15,35

°H z 2,98 0 106,68

BY 1 0,70 1,11 25,14

1y 1 0,40 99,6 7,22

15H 1 —2,83 0,4 10,13

H 2 —-1,89 0,04 13,56

9 % 2,63 100 94,08

3lp i 1,13 100 40,48

sind Spin und Spin-Moment beim Elektron antiparallel. Dies liegt wegen
der entgegengesetzten elektrischen Ladung von Proton und Elektron intuitiv
nahe. An den relativen Haufigkeiten, mit denen die einzelnen Isotope in der
Natur vorkommen, léasst sich erkennen, welche Isotope fiir biologische oder
medizinische Anwendungen besonders interessant sind.

In NMR-Experimenten oder Untersuchungen werden nun nicht einzelne
Spins in einem Magnetfeld beobachtet, sondern kompakte Materie (Wasser,
Zellen, menschliche Korperteile etc.). Diese Materie enthélt, wenn wir unser
NMR-Experiment auf das 'H-Isotop ausrichten, ca. 10?3 Protonen im Ku-
bikzentimeter. Betrachten wir die Situation im thermischen Gleichgewicht, so
werden, statistisch abhéngig von der Temperatur, viele Spins mit dem magne-
tischen Feld B, ausgerichtet sein, entsprechend dem Energiezustand ms = %,
und auch sehr viele antiparallel zum Feld B,, entsprechend ms = f%. Im
thermischen Gleichgewicht regelt sich die Verteilung auf die beiden Eigenzu-
stdnde nach dem Boltzmann-Faktor (Abschn. 5.6.3):

exp (M> ~ 14 Do (6.178)

Ein winziger Bruchteil der Protonenspins (Moment ,) wird sich bevor-
zugt in Feldrichtung B, ausrichten, weil dies dem energetisch niedrigeren Zu-
stand entspricht. Bei Raumtemperatur ist fiir Protonen dieser parallel ausge-
richtete Bruchteil in einem Feld von 1T gerade einmal 8 - 1076, Dies erklart
die Niherung der Exponentialfunktion in (6.178). Der winzige Uberschuss
von parallel ausgerichteten Spins erzeugt ein makroskopisches magnetisches
Moment; die Kern-Magnetisierung My .

Diese Kern-Magnetisierung reagiert auf ein zusdtzlich mit der Spin-
Prézessionsfrequenz wy (Larmor-Frequenz) eingestrahltes HF-Feld. Strahlen
wir einen 7/2-Puls ein, so dreht sich diese Kern-Magnetisierung aus der im
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Abb. 6.15. Schematische Darstellung einer Apparatur zur Messung magnetischer
Kern-Spinresonanz (NMR)

Gleichgewicht vorliegenden Ausrichtung in B,-Feldrichtung in eine Richtung
senkrecht zu B,. Nach Abschalten des Pulses streben die Spins wieder ins
thermodynamische Gleichgewicht; die Kern-Magnetisierung kippt wieder in
B,-Richtung. Dieser Relaxationsvorgang kann durch eine Messspule, die das
zu untersuchende Objekt umgibt, gemessen werden (Abb. 6.15). Die umkip-
pende Kern-Magnetisierung induziert nach dem Induktionsgesetz in der Spu-
le eine mit der Larmor-Frequenz (NMR-Frequenz) oszillierende elektrische
Spannung.

Diese, wahrend des Umklappvorgangs abklingende HF-Spannung nach
einem 7/2-Puls, ist das sogenannte NMR-Signal (Abb. 6.15). Manchmal
misst man auch das Abklingen der Nichtgleichgewichtsmagnetisierung nach
einem m-Puls. Ein solcher HF-Puls dreht die Gleichgewichtsmagnetisierung
von Mgk (in B-Feldrichtung) nach —Myk. Auch hier geht die Magnetisierung
nach Abschalten des Pulses wieder in die Feldrichtung zuriick, und zwar nach
einem exponentiellen Gesetz

M (1) = My (1 - 2e_t/T) . (6.179)
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T ist dabei die Relaxationszeit, nach der sich wieder das thermische Gleich-
gewicht eingestellt hat.

Fiir die Protonen in reinem Wasser betrégt 7 bei Zimmertemperatur et-
wa 3s.

Worin besteht nun der entscheidende Mechanismus, der nach Abschalten
des 7- oder 7w/2-Pulses die Spins wieder in ihre Gleichgewichtskonfigurati-
on zuriickkehren lasst? Wesentlich ist hier die Nachbarschaft anderer Spins
in benachbarten Atomkernen, die ihrerseits am Ort des betrachteten Spins
ein winziges Magnetfeld erzeugen. Dieses Magnetfeld fluktuiert in der Zeit,
mehr oder weniger stark, je nachdem ob sich die benachbarten Kerne in ei-
ner Fliissigkeit, in einem kristallinen Festkorper oder in biologischem Gewebe
befinden. Nehmen wir das Beispiel Wasser: Jedes Proton findet hier in einem
Abstand von etwa 1,5-1078 cm ein weiteres Proton mit Spin, der ein fluktuie-
rendes Zusatzfeld von etwa £5 G = £5-107* T am Ort des ersten Protonspins
erzeugt. Die zeitlichen Fluktuationen dieses kleinen Zusatzfeldes finden auf
einer Zeitskala von 10~ !! s statt, die durch die molekulare Bewegung gegeben
ist.

Eine spektrale Zerlegung, d.h. Fourier-Analyse dieser Zufallsbewegung
der Wassermolekiile bzw. Protonenspins liefert ein konstantes Frequenzspek-
trum bis zu 101! Hz (das Inverse von 10~ !!s). Alle Frequenzen bis zu 10!! Hz
sind mit gleicher Hiufigkeit darin vertreten, also auch die NMR-Frequenz,
z.B. 100 MHz, mit der die Spins zum Umklappen gebracht werden. Dieses
flukturierende Zusatzfeld bewirkt also zusétzlich zum eingestrahlten NMR-
Feld (7- oder 7/2-Puls) Umklappen von Spins, und dies auch vom angeregten
in den Grundzustand. Der Relaxationsvorgang nach Abschalten des m- oder
7 /2-Pulses hdngt also sehr empfindlich von der Dynamik der Gesamtheit der
Kernspins ab. Wasser als Fliissigkeit und Eis, als wohlgeordneter kristalliner
Festkorper, sind ein gutes Beispiel: Im Wasser lduft die Dynamik der Proto-
nenspins auf einer Zeitskala von etwa 10~''s mit einer Relaxationszeit von
3s ab, wihrend im kristallinen Eis die Protonenspins gemif dem stabilen
Kristallgitter wesentlich starker an ihre Gleichgewichtspositionen gebunden
sind, und eine Relaxationszeit in der Gréfenordnung 600s beobachtet wird.
Dies fiihrt wegen der Unschéarferelation AE - AT ~ h, d.h. Aw - A7 ~ 1
zu extremen Unterschieden in der Frequenzschirfe des NMR-Signals. Fiir
Eis liegt die Frequenzbreite des Signals in der Gréfenordnung von 50 kHz,
wahrend fiir fliissiges Wasser eine scharfe Bande mit einer Breite von etwa
0,1 Hz beobachtet wird. Wir wollen festhalten, dass die Relaxationszeit, nach
der die Spins aus ihrer, durch die 7- oder 7 /2-Pulse erzeugten Nichtgleich-
gewichtsausrichtung, wieder ins Gleichgewicht zuriickklappen, extrem stark
von der Dynamik der umgebenden Spins abhéngt. Biologisches Gewebe, das
aus Zellmembran, Kompartimenten mit verschiedenen Fliissigkeitsinhalten
u. &. besteht, verhalt sich lokal also sehr verschieden im Hinblick auf proto-
nische Relaxationszeiten. Je nach Gewebetyp und Ort in der Zelle werden
Relaxationszeiten 7 zwischen 50 und 1000 ms beobachtet.



276 6 Naherungslosungen fiir wichtige Modellsysteme

Abbildende NMR, wie sie in der Medizin oder in der Biologie benutzt wird,
beruht auf der lokal verschiedenen Relaxationszeit 7(r), die am Ort r von De-
tails der Gewebestruktur abhéngt (Abb. 6.16). In Abhéngigkeit vom Ort r
wird also jeweils das exponentiell abklingende NMR-Signal nach Einstrahlung
eines - oder m/2-Pulses gemessen und dessen Einhiillende, gegeben durch die
Grofe 7, wird als Kontrast oder Farbe fiir die Aufzeichnung des Bildes be-
nutzt. Der Ort, an dem eine bestimmte Relaxationszeit 7 gemessen wird, wird
festgelegt indem das statische ,,grofie Magnetfeld (0,02 T — 5 T) nicht homo-
gen ist, sondern wohldefiniert im Bereich des abzubildenden Organs (Kopf etc.
oder ganzer Korper) variiert. Dementsprechend variiert die NMR-Frequenz
wp, die Anregungsfrequenz der Spins, wohldefiniert von Ort zu Ort. Einem
speziellen Ortsvolumen dV; (Abb. 6.16) entspricht eine wohldefinierte NMR-~
Frequenz wy(r;); ist diese aus der Messung bekannt, kann ihr ein spezifischer
Ort r; zugeordnet worden. Uber umfangreiche, schnelle Rechnerauswertung
wird der gemessenen NMR-Frequenz wy(r;) ein Ort (Pixel) r; zugeordnet und
die dort gemessene Relaxationszeit 7(r) als Helligkeitsgrad oder Farbe auf-
gezeichnet. So kann z. B. durch den Auswertungsrechner ein Bild konstruiert
werden, bei dem einem Gewebeareal bei ry mit langer Abklingzeit 72w (r2)],
nach Einstrahlung des - oder m/2-Pulses, ein heller Leuchtfleck auf dem An-
zeigeschirm und einem Gewebeteil bei r1 mit kurzer Abklingzeit 71 [wo(r1)] ein
dunkler Fleck zugeordnet ist. Auf diese Weise wird ein Relaxationszeit (7)-
gewichtetes Bild des Korperorgans erzeugt. Durch Abstimmung auf gewisse
Kernspin-Ubergangsfrequenzen kénnen dann noch Bilder zu verschiedenen
Kernen erzeugt werden. Am wichtigsten sind Proton (*H)-basierende Bilder,
jedoch werden auch manchmal, je nach gewiinschter Information {iber ein
Krankheitsbild, Bilddarstellungen auf der Basis von “Li, *C, 4N, >N oder
ZNa erzeugt. Abbildung 6.17 zeigt als Beispiel ein NMR-Bild (Tomogramm)
eines menschlichen Kopfes, so wie es heute in der neurologischen Forschung
immer wieder aufgezeichnet wird.

Fiir die Darstellung solcher grofirdumiger Bilder von menschlichen Orga-
nen oder des ganzen Korpers in der Medizin, sind grofe supraleitende Magne-
te fiir die Erzeugung grofer magnetischer Felder bis 5 oder 10 T erforderlich,
in die der Patient hinein geschoben wird.

Zusatzliche Magnetspulen dienen dazu, definierte statische Feldgradien-
ten zu erzeugen, die die NMR-Frequenz wg von Ort zu Ort gezielt variieren
(Definition des Ortes r;). Weiterhin ist der zu untersuchende Korperteil von
einer HF-Spule umgeben, durch die der 7- oder w/2-Puls eingespeist wird.
Das danach abklingende NMR-Signal wird durch eine Empféngerspule regis-
triert, die manchmal identisch mit der Einspeisspule ist.

Es ist evident, dass die Aufzeichnung eines NMR-Bildes in der Medi-
zin enorm grofe Rechnerleistung verlangt, mit der die Abtastung der NMR-
Frequenzen wq(r;) ortsselektiv, und die Zuordnung der gemessenen Abkling-
zeiten 7{wo(r;)] zu Bildpunkten in Realzeit erfolgt.
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Abb. 6.16. Schema der Bildgewinnung bei der Kernspin-Tomographie (abbildende
NMR) in der Biologie und Medizin. Der Kopf des Patienten ist einem raumlich inho-
mogen verteilten statischen Magnetfeld ausgesetzt. Verschiedene NMR-Frequenzen
in den Volumenelementen dV; und dV> definieren so die Lage dieser Elemente dV;
und dV2 im Raum. Die dort gemessenen Abklingzeiten 7 und 72 nach zusatzli-
cher Einstrahlung eines 7/2 oder m-Wechselpulses (HF-Strahlung) hingen von der
Art des Gewebes ab und werden mit dem Rechner in Helligkeitsgrade oder Farbe
umgesetzt

Abb. 6.17. NMR-tomographisches Bild eines menschlichen Gehirns; von links nach
rechts: axiale, sagittale und coronale Ansicht. Die 3D-Ansicht wurde mit einem
klinischen Ganzkdrper-Scanner bei einem statischen Magnetfeld von 1,5T aufge-
nommen. Die Bildauflésung von 0,6 mm wurde durch Mittelung iiber 10 getrennte
Rasterbilder erreicht [8]

Schlieflich sei noch einmal darauf hingewiesen, dass NMR als Spektro-
skopie, d.h. nicht als abbildende Tomographie, von herausragender Bedeu-
tung fiir die Aufklarung komplexer Molekiilstrukturen bis hin zu biologischen
Molekiilen wie Proteinen mittlerer Lange oder Nukleinsduren ist. Fiir die-
se Anwendungen werden Materialien mit der einfacheren Anordnung wie in
Abb. 6.15 untersucht und das Frequenzspektrum der beobachteten NMR-
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Signale mit hoher Auflsung aufgezeichnet. Die Breite der Banden gibt Aus-
kunft iiber die Lebensdauern, d. h. die Abklingzeiten 7. Jedoch héngt auch die
genaue Frequenz einer Resonanz von der chemischen Umgebung des Kerns
ab. Die exakte Frequenz wy, bei der in einem festen konstanten Magnet-
feld z.B. die Protonenresonanz beobachtet wird, hingt davon ab, ob das
Proton in einer Methyl-, einer Hydroxyl- oder einer Ethylgruppe gebunden
ist. Geringe Verschiebungen der Resonanz rithren von den verschieden ange-
ordneten extranuklearen Elektronenspins her, die eine schwache magnetische
Abschirmung bewirken. Aus einer Vielzahl mittlerweile gemessener und ta-
bellierter ,,Chemischer Verschiebungen (Chemical Shifts)* lassen sich aus der
Feinstruktur, z. B. einer Protonenresonanz, sofort Riickschliisse auf die che-
mische Umgebung und die Bindung an andere strukturelle Gruppen ziehen.

NMR-Spektroskopie ist so zu einer unverzichtbaren Methode zur Aufkla-
rung komplexer Molekiilstrukturen bis hin zu Biomolekiilen geworden.

6.6 Streuung von Teilchen

Streuung von Teilchen, Elektronen, Photonen, Neutronen u. i. ist eine in der
Physik und in der Materialforschung iiberaus wichtige Methode, um Informa-
tion liber das streuende System, das Target, zu bekommen. In der Festkorper-
physik oder der Materialforschung ist die elastische Streuung von Photonen
(Rontgenstrahlung) und Elektronen eine Standardmethode, um Aufschluss
iiber die kristalline Struktur von Materialien, Oberflichen oder Nanostruk-
turen zu bekommen. Ein Beispiel aus der Hochenergiephysik ist die Aufkli-
rung der Substruktur der Nukleonen (Proton und Neutron) als eine Dreier-
kombination von Quarks durch die Streuung hochenergetischer «-Teilchen an
Protonen (Abschn. 5.6.4).

Streuung von Teilchenwellen an einem Target, wie einem makroskopischen
Kristall oder auch an einem zusammengesetzten Teilchen, wie einem Nukleon,
ist grundsétzlich ein kompliziertes Vielteilchenproblem. Jedoch fiihrt uns die
Art der Durchfithrung von Streuexperimenten zu einer guten ndherungswei-
sen Beschreibung, die mathematisch handhabbar ist und die die wesentlichen
experimentellen Befunde sehr gut beschreibt.

Zum einen beschreiben wir das streuende Target durch ein raumfestes
Streupotential, das auf die Teilchen, genauer ein Teilchen des Ensembles
der einfallenden Teilchen, den Primérstrahl wirkt. Diesen Primérstrahl denkt
man sich als Kugelwelle von einer Quelle @ (Abb. 6.18a) ausgehend, die in
grofer Entfernung am Ort des Targets fast ebene Wellenfronten hat und des-
halb dort als ebene Welle mit dem Wellenzahlvektor ky beschrieben werden
kann.

Fiir den Fall inelastischer Streuung lassen wir innere Bewegungsfreiheits-
grade des Streupotentials, z. B. Schwingungen der das Target konstituieren-
den Atome zu, an die das streuende Teilchen Energie abgeben kann.
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Abb. 6.18a,b. Schematische Darstellung eines Streuexperiments mit Teilchen-
strahlen an einem Streu-Target. a Von @ lauft eine Teilchenwelle auf das Target
zu; in groffer Entfernung am Target kann die Kugelwelle durch eine ebene Wel-
le mit k als Wellenvektor gen&hert werden. Wiederum in grofser Entfernung vom
Target werden die gestreuten Teilchen unter dem Winkel ¥ mit einem Detektor
einer Winkelauflésung df2 detektiert. b Erklarung der bei der Streuung im Target
verwendeten Ortskoordinaten und Wellenzahlvektoren der Teilchen

Bei einem Streuexperiment detektieren wir in groffer Entfernung r vom
raumlich begrenzt ausgedehnten Target gestreute Teilchen in einem Detektor
mit einem kleinen Detektionstffnungswinkel df?2. In Bezug auf die Richtung
des Primérstrahls (z in Abb. 6.18) ist die Lage des Detektors durch die Winkel
Y und ¢ (um die z-Achse herum) definiert. Die rédumliche Verteilung der
Streustrahlung wird also in einem Abstand r vom Target als Funktion der
Winkel ¢ und ¢ ausgemessen (Abb. 6.18).

Das modellméfige Szenario eines Streuexperiments, in dem wir ndhe-
rungsweise die Schrodinger-Gleichung losen, ist also gekennzeichnet durch
eine einlaufende ebene Welle, die einen stationdren Fluss eines Ensembles von
Teilchen beschreibt; diese Priméarteilchen wechselwirken mit einem raumlich
eng begrenzten Streupotential wihrend einer endlichen Zeit, wahrend sie das
Target passieren. Danach befinden sie sich wieder in Quantenzusténden, die
keiner Wechselwirkung mehr unterliegen. Sie propagieren im freien Raum
und werden in grofer Entfernung vom Target, dem Streupotential, detek-
tiert.
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Diese, aus der experimentellen Anordnung intuitiv abgeleitete Ndherungs-
vorstellung liegt der im Folgenden beschriebenen Streutheorie von Teilchen
zugrunde.

6.6.1 Streuwellen und differentieller Streuquerschnitt

Bei dem beschriebenen Streuexperiment misst man Streuintensitéten, d.h.
wie viele gestreute Teilchen pro Zeiteinheit im Detektor, d. h. unter den Win-
keln ¥, ¢, bezogen auf die Richtung des gestreuten Primérstrahls (aus Quelle
@) ankommen. Zur Beschreibung der Streustérke des Targetpotentials muss
man noch auf die Rate der das Target treffenden Priméarteilchen beziehen
und die endliche Winkel6flnung df? des Detektors beriicksichtigen. Damit
ist der so genannte differentielle Streuquerschnitt do/d(2 die wichtigste Be-
schreibungsgrofie fiir das Experiment:

Anzahl von Teilchen in df2/ sec

do (9, )
= . .1
dg e Anzahl von einfallenden Teilchen/sec (6.180)

Aufgrund der beschriebenen modellméfigen Vereinfachung des experi-
mentellen Szenarios stellt sich die Wellenfunktion des streuenden Teilchens
als Summe aus einfallender ebener Welle (langs z) und der Streuldsung s,
dar:

U = Al 4 by, (1,0, ) . (6.181)

Man beachte, dass hier ein stationéres Stromen von Teilchen in einem En-
semble beschrieben wird, sodass v, eine Losung der stationidren Schréodinger-
Gleichung ist.

Da wir uns im Rahmen der betrachteten Ndherung auf Detektion von
Streuteilchen in grofem Abstand r vom Target beschrinken, und das Target
eine zu r vergleichsweise geringe (verschwindende) Ausdehnung hat, propa-
gieren die gestreuten Teilchen zwischen Target und Detektor als freie Teilchen
im Raum. Wir kénnen die Wellenfunktion des Streufeldes 5. also durch eine
vom Target auslaufende Kugelwelle beschreiben, deren Amplitude mit 1/7
abnimmt. Die Wahrscheinlichkeit, ein Streuteilchen bei r anzutreffen, nimmt
somit, wie erwiinscht, wie 1/r% ab. Die innere Struktur des streuenden Po-
tentials spiegelt sich in einer winkelabhéngigen Streuamplitude f(9,¢) der
Kugelwelle wieder:

eikr

b — AN 4 £ (9, 9) (6.182)

r

Im Rahmen dieser Streulésungen fiir grofe Entfernungen (r — oco) vom
Streupotential ist alle Information iiber das streuende Target in der Funktion
(¥, ) enthalten, die dann auch den differentiellen Streuquerschnitt bestim-
men muss. Zur Berechnung des Teilchenstromes, der im Experiment gemessen
wird, miissten wir den quantenmechanischen Stromdichteoperator (3.79) auf
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¥y (6.181) anwenden. Dies fithrt zu einem Problem, weil die Streuwelle 5.
eine wesentlich kleinere Amplitude als die Primérwelle A exp(ikz) hat. Da der
Strom quadratisch in ¢y ist, treten gemischte Glieder aus der Summe (6.181)
auf, in denen immer die Primérwelle gegeniiber der Streuwelle dominiert.

Hier nun machen wir wiederum eine Vereinfachung, die durch die expe-
rimentelle Durchfiihrung eines Streuexperimentes gerechtfertigt ist. Obwohl
wir fiir den Primérstrahl am Ort des Targets fast ebene Wellenfronten anneh-
men konnen (Abb. 6.18), ist der Strahl der einfallenden Teilchen senkrecht
zur Ausbreitungsrichtung durch Aperturen und dhnliches begrenzt und nur
soweit in seinem Querschnitt ausgedehnt, dass er das Target voll bestrahlt.
Ein grofser Teil der Teilchen passiert das Target ohne Streuung und bereitet
sich mit dem selben Strahlquerschnitt hinter dem Target ldngs z aus. Da wir
in grofser Entfernung hinter dem Target die gestreuten Teilchen detektieren,
kénnen wir ohne auf viel Information zu verzichten, Streuteilchen nur aufier-
halb des rdumlich begrenzten Primérstrahls messen. Nur auf diese Weise —
unter Ausblendung der Primérteilchen — ist eine hochempfindliche Messung
der Streuwellen bzw. Teilchen méoglich.

Fiir die Berechung der Strome heifst dies, wir kdnnen die Stromdichte des
Primé&rstrahls und der Streuwellen getrennt ausrechnen. Fiir den Primérstrahl
folgt mit (3.79)

h : . ; : hk
|jinc| - (e—lkzvelkz _ elkzve—lkz) -
2ms m

(6.183)

Wie erwartet, ist dies die auf ein Teilchen bezogene Teilchengeschwindig-
keit.
Zur Berechnung der Streustrahlung in grofsem Abstand r vom Target

eikr

Yse = f (197 @)

6.184
- (6.184)
miissen wir wegen des Kugelwellencharakters den Nabla-Operator V in Ku-
gelkoordinaten (5.32) verwenden:

0 0 1 9
V=e—+ey— +e

or roy | rsind dp (6.185)

Da wir in grofer Entfernung r — oo detektieren, sind die Ableitungen in
¥ und ¢-Richtung wegen der 1/r Faktoren irrelevant und nur die Ableitung
in r-Richtung bestimmt die Stromdichte. Unter Vernachlissigung von 1/r2-

Termen gilt
ikr ikr

~ F (9, )ik

T T

%f(ﬁwp) e (6.186)

Damit folgt fiir die Stromdichte der gestreuten Teilchen

. 1 hk
jse =eo|f (0 0)" 5 (6.187)
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Die Wahrscheinlichkeit fiir ein Teilchen, im Raumwinkelelement df2? de-
tektiert zu werden, ist

W (d$2) = jsc - e, r2de2 . (6.188a)

Damit folgt fiir den differentiellen Streuquerschnitt do/d{?

oo . W (dQ) )

ag =" =l @)l de, (6.188b)
80' - 2
oo = I @) - (6.188¢)

Die Kenntnis der Streuamplitude f(9, ) liefert also alle Informationen
iilber das Target, die wir aus Messung des differentiellen Streuquerschnitts
erhalten konnen.

6.6.2 Streuamplitude und Bornsche Niherung

Um die wichtigste Grofe f(19, @), die Streuamplitude auszurechnen, miissen
wir die Schrodinger-Gleichung, und zwar die zeitunabhingige von Primér-
und Streuteilchen, 16sen. Weil es sich bei Primérstrahl, wie auch bei den
Streustrahlen um frei propagierende Teilchen handelt, enthélt diese Schrod-
inger-Gleichung zwar das Streupotential V (r), aber die Energieeigenzustéinde
sind die freier Teilchen Ej = h%k?/2m, d.h.

_p2 21.2
(T + V) = o, (6.1892)
bzw. (V2 +k?) ik = 271—%/ (r) 1y . (6.189b)

Wir setzen die zeitunabhéngige Losung ¢y analog zu (6.182), jedoch mit
einem k-Vektor fiir die einlaufende Welle in beliebiger Richtung an:

ikr

Ve — CeT+ f (9, 9) (6.190)

r

Man beachte, dass die allgemeine Losung natiirlich noch den Zeitanteil
exp(—FExt/h) als Faktor enthélt. Damit ist dann die Kugelwelle eindeutig
als vom Target auslaufende Welle festgelegt. Es ist evident, dass im Bereich
der einlaufenden Welle, wo das Streupotential V (r) verschwindet, (6.189b)
die einlaufende ebene Welle als Losung hat. Fiir die Streuwelle muss das
Einsetzen von ¢y in (6.189b) einen Ausdruck fiir die Streuamplitude f(1J, ¢)
ergeben, der sich dann als Losung von (6.189b) darstellt.

Wie kénnen wir also die Differentialgleichung (6.189b) 16sen? Wir erinnern
uns an die Elektrostatistik, wo mittels der Poisson-Gleichung

V3= —%]:) (6.191)
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aus der Ladungsdichteverteilung p(r) der rdumliche Verlauf des elektrischen
Potentials ¢(r) ausgerechnet wird. Man beachte, dass (6.189b) eine grofe
Ahnlichkeit mit (6.191) hat. Hier geht man so vor, dass man sich p(r) aus einer
Ansammlung von Punktladungen ed(r —r’) an Stellen r bzw. aus kleinen
infinitesimalen Raumbereichen mit der Ladung p(r’')d®r’ zusammengesetzt
denkt. Fiir Punktladungen ist das Potential bekannt, ndmlich das Coulomb-
Potential dieser Punktladung:
ed(r—r’) p(r') A3

d = o~ . 6.192
¢ (@) dreg|r — /| 4meg |r — 1| ( )

Da (6.191) eine lineare Differentialgleichung ist, setzt sich das Potential
¢(r) dann als eine Summe, eine lineare Superposition aus den Anteilen d¢(r)
(6.192) zusammen. Fiir die Losung von (6.191) im Falle einer Punktladung
hat sich der Name Green-Funktion G(r — r’) eingebiirgert, d. h.

VG (r—r)=—-6(@r -1 (6.193a)
definiert diese Green-Funktion, die im Falle der Punktladung lautet
1

:47T|I‘—I‘I| '

G(r—1) (6.193b)

¢(r) ergibt sich dann als Summe bzw. Integral iiber die einzelnen Punktla-
dungen mit ihren Green-Funktionen, d. h.

¢(r):/G(r—r’)p(r/) d%’:/ ! p(r/)/|d3r’. (6.194)

€0 dmeg r — 1

Man sieht durch Einsetzen sofort, dass dieses ¢(r) die Poisson-Gleichung
(6.191) 16st:

V26— /VQG(r_r/) pg’) B — —/5(r—r’)p§:) B _pa(;r) _
(6.195)

Zur Losung von (6.189b) gehen wir also analog vor und bestimmen zuerst
die entsprechende Green-Funktion aus

(VP4 k)G (r,r)=6(r—1') . (6.196)

Danach brauchen wir nur noch den rechten Term aus (6.189) als ,,La-
dungsdichte” im Sinne der Poisson-Gleichung aufzufassen und mittels der
Green-Funktion aus (6.196) tiber den Raumbereich des Streupotentials V' (r)
zu integrieren, um die Losung ¥y zu erhalten.

Im Grunde konnen wir die Green-Funktion eines Punkt-Streuzentrums
(statt eines ausgedehnten Streupotentials V(r)) erraten: Wir erwarten ei-
ne vom Streuzentrum 7 auslaufende Kugelwelle '**=*'l /|r — r/|. Formal ge-
hen wir so vor, dass wir wegen der Ahnlichkeit von (6.196) mit (6.193a)
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einen etwas verallgemeinerten Ansatz fiir die Green-Funktion im Vergleich
u (6.193b) machen, ndmlich

u(r—r')

Grr)=G(r-r)= (6.197)

v —r'|
Die Funktion u(r — r’) muss dann entsprechend (6.196) fiir r — 1’ # 0 aus
u(r—r')

v —r'|

bestimmt werden. Zwecks Vereinfachung der Schreibweise setzen wir

(VZ+ k) =0 (6.198a)

|r —r'| = R und benutzen den Delta-Operator in der Kugelkoordinatendar-
stellung
R) 1 0 0 u(R)
v )t 1L 0 (e 0 el wlD) 6.198h
(Vi +#) 5 R2OR\' OR R ( )
Dies fiihrt auf die einfache Differentialgleichung
u” (R) = —k*u (R) (6.198c)

mit den Losungen exp(£ikR) fir w(R). Damit ergibt sich fiir die Green-
Funktion zu (6.196)

ik|r—r/| e—ik|r—r'|

e
Glr—r'|=4 B . 6.199
|r r | |r7r/| + |r7r/| ( a’)

Da nur vom Streuzentrum auslaufende Kugelwellen (Wahl des Zeitfak-
tors exp(—iEyt/h)) physikalisch sinnvolle Losungen sind, setzen wir B = 0
und erhalten schlieflich, wie schon oben vermutet, fiir die Streuwelle eines
Punktstreuers

. ) N eik|r—r/|
(r—r')= ] (6.199D)

Analog zum Potentialproblem der Elektrostatik ergibt sich jetzt die Lo-
sung des Streuproblems (6.189) durch Superposition, d.h. Integration des
rechten Terms 2mVy/h?, in (6.189b), der der Ladungsdichte —p/g¢ ent-
spricht, jeweils multipliziert mit der Green-Funktion (6.199b)

P = Ce™™ + 271—7? /G It —1'|V (¢)) g (/) A3

_ 1kr 1k|1‘ l‘| / 3,./
= / — (r') i (r') d3r (6.200)

Wir wollen uns an dieser Stelle nicht mit der detaillierten Bestimmung
der Normierungskonstanten beschéftigen. Es sei nur soviel vermerkt, dass A
und C' ein festes Verhéltnis zueinander haben, das die Phase zwischen ein-
laufender und Streuwelle beschreibt. Durch Einsetzen von (6.199b) in (6.196)
und der Grenzwertbetrachtung |r — r'| — 0 folgt wegen der Normierung der
3-dimensionalen §-Funktion A/C = (—4m)~!
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Wichtiger ist es, den im Folgenden bei Streuproblemen immer auftreten-
den Integralterm in (6.200) weiter zu analysieren. Im Gegensatz zum elektro-
statischen Problem der Poisson-Gleichung (6.193) enthélt dieses Integral statt
der rdumlich fest vorgegebenen Quellladungsdichte p mit Vi die noch zu
suchende Losung ¢y selbst. Eigentlich ist (6.200) gar keine Losung, sondern
nur eine Integralgleichung fiir vy, die noch gelost werden muss. Wir kénnen
dies jedoch sukzessive bis zu beliebig hoher Ordnung durchfiihren, indem wir
durch Einsetzen einer schlechteren bekannten Niherungslosung ¢y (r') in das
Integral, mittels (6.200) eine bessere Naherung vy (r) errechnen. Mit welcher
N&herung fiir ¢k (r') starten wir? Die 0-te Ndherung ergibt sich natiirlich fiir
verschwindendes Streupotential; dann ist die einfallende ebene Welle die Lo-
sung der Schrédinger-Gleichung. Die néchste 1. Naherung fiir ¢y ergibt sich
dann, indem wir in (6.200) fiir ¢k (r’) die einfallende Primérwelle einsetzen.
Dies ergibt die so genannte Bornsche Niiherung fiir das Streuproblem

1k|r r’ o,
Y (r) o e 4th/ | r,| (r') e a3 . (6.201)

Da das Streupotential rdumlich durch die Ausdehnung des Targets eng
begrenzt ist, zumindest im Vergleich mit dem Abstand r des Detektors vom
Target, gilt im Integral von (6.201) immer |r| > |r|. Damit kénnen wir im
Nenner |r —r/| &~ r ndhern. Im Exponenten der Exponentialfunktion wiirde
diese Ndherung jedoch zu weit fithren, da dann die Richtungsabhéngigkeit
der Streuung weg fiele. Wir néhern hier vorsichtiger:

,r/
€r — €pr—
r

klr—r1'| = kr

!/ !/
= kr\/<e,« — e,«/r—> <er — e,«/r—>
r r
r-r r-r
~ kr ( 2>%/€T<1 T2)
= kr — (ke,) - v’
=kr—ks-r'. (6.202)

Hierbei haben wir im letzten Schritt ke,, den Wellenvektor in Beobach-
tungsrichtung mit k (final) bezeichnet, weil er den Endzustand des Teilchens
nach der Streuung bezeichnet. Analog kénnen wir den Anfangszustand vor
der Streuung, d.h. den Wellenvektor des einfallenden Teilchens mit k; (initi-
al) bezeichnen und erhalten damit aus (6.201)

2m eikr

Ui (r) oc T — s — / ey () el g%y (6.203)
™

Dies entspricht genau der zu Beginn in (6.182) und (6.190) dargestellten
allgemeinen Streulosung fiir grofse Entfernungen vom Target. Eine Kugelwel-
le des Typs e'*" /r lduft vom Target als Streuwelle aus; ihre Amplitude ist
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rdumlich, d. h. als Funktion von ¢ und ¢ moduliert. Hierbei enthélt diese so

genannte Streuamplitude f(1J, ¢) tiber den Integralterm in (6.203) alle Infor-

mationen iiber die innere Struktur des Targets, das Streupotential V (r').
Diese Streuamplitude

f(ﬁa@)zf

2:;12 / elkr Ty (¢ eiker g3,/ (6.204)
ist anschaulich sehr einfach zu interpretieren. Die einfallende Primérwelle
mit dem Wellenzahlvektor k; regt, vermittelt durch das jeweilige Potential
V(r') am Ort r’, eine Streuwelle exp(—iky - r’) an, die aus dem Raumelement
d3r" kommend zum Gesamtwellenbild der Streuwelle beitriigt. Die Gesamt-
streuwelle des Targets ergibt sich als Uberlagerung (Interferenz) aus allen
Teilwellen aus den Volumenelementen d3r’ des Targets (Integration {iber r’
innerhalb des Targets, Abb. 6.18b). Im Rahmen dieser 1. Bornschen N&he-
rung fiir das Streuproblem, haben wir es also mit einer , Einmal-Streuung
der Primérwelle am Streupotential zu tun. Die néchst bessere Naherung, fiir
die wir die aus der Bornschen Ndherung erhaltene Losung ¢y wiederum in
(6.200) einsetzen, um eine bessere Losung des Problems zu erhalten, beriick-
sichtigt deren Zweifach-Streuung am Targetpotential, d.h. Interferenz auch
der Wellen, die nach einmaliger Streuung noch einmal einem zweiten Streu-
prozess unterliegen. Hohere N&herungslosungen in diesem Sinne beriicksich-
tigen 2-fach, 3-fach, 4-fach Streuung usw. Wir werden uns im Folgenden nur
auf Einfachstreuung, d.h. die Bornsche Naherung beschrénken. Man nennt
diese erste Naherung des Streuproblems auch hiufig ,,kinematische Streu-
theorie®; hohere Naherungen mit Beriicksichtigung der Mehrfachstreuung
bezeichnet man als dynamische Streutheorie.
Wenn wir mit

K=k;—k;, (6.205a)
bzw. hK =ps—p; (6.205D)
den Wellenzahl-, bzw. Impulsiibertrag, bei der Streuung bezeichnen, d. h. die

Anderung des Impulses (bei elastischer Streuung Richtungsinderung) des
gestreuten Teilchens bezeichnen, schreibt sich die Streuamplitude (6.204) als

fW0)=f(K)=

m
2mh?

e KTy (r) @3y (6.206)

Die Streuamplitude in Bornscher Ndherung ist damit nichts anderes als
die Fourier-Transformierte des Streupotentials, in Bezug auf den Wellenzahl-
bzw. Impulsiibertrag an das gestreute Teilchen.

Diese Interpretation der Teilchenstreuung ist vollig analog zur Fresnel-
schen Interpretation der Lichtbeugung an rdumlichen Strukturen, wo sich
das Beugungsbild als Uberlagerung von Elementarwellen darstellt, die von
einzelnen Punkten der beugenden Struktur ausgehen.

Qualitativ konnen wir bei der Teilchenstreuung also auch folgern, raum-
lich ausgedehnte Streupotentiale streuen die Teilchen in kleine Winkel, bezo-
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gen auf den einfallenden Teilchenstrahl, wahrend kleine Strukturen, gemessen
an der Wellenlénge A = 27 /k der Wellenfunktion des Primérstrahls, die Teil-
chen in grofere Raumwinkel streuen.

Eine letzte Bemerkung zur Bornschen Ndherung: Das Integral der Streu-
amplitude (6.204) 14sst sich natiirlich auch schreiben als

F(0,9) < (kf| V|ki) (6.207)

mit (k| und |k;) den Bra und Kets der End- und Anfangszusténde des
gestreuten Teilchens, ndmlich der auslaufenden und der einlaufenden ebe-
nen Welle. In dieser Sichtweise {iberfithrt das streuende Potential V (r) einen
Anfangs- in einen Endzustand, ein typisches Problem der zeitabhéngigen St6-
rungsrechnung (Abschn. 6.4.1). Fermis Goldene Regel (6.111) ist in (6.207)
sofort wieder zu erkennen. Wir hétten in der Tat alle Aussagen der Bornschen
Naherung iiber Fermis Goldene Regel ableiten konnen.

6.6.3 Coulomb-Streuung

Als wohl wichtigstes Anwendungsbeispiel der Streutheorie wollen wir in Born-
scher Naherung die Streuung eines geladenen Teilchens (z.B. Elektron) am
Coulomb-Potential eines ruhenden geladenen Partikels (Ladung Ze) berech-
nen. Dieses Problem begegnet uns immer wieder, von den Anfingen der
Atomphysik bis hin zur modernen Hochenergiephysik oder der Berechnung
des elektrischen Widerstands in der Festkorperphysik. Beim letztgenannten
Problem beruht ein wesentlicher Anteil des elektrischen Widerstandes in
Halbleitern auf der Streuung der Leitungselektronen an geladenen Storstel-
len, die durch Dotierung, z.B. positiver, ionisierter As-Riimpfe in Silizium,
den Halbleiterkristall eingebaut sind.

Im betrachteten Fall wird die Wechselwirkung zwischen dem streuenden
Teilchen (Elektron) und dem ruhenden Target durch das Coulomb-Potential
Z e? [4megr’ beschrieben, wo ' der momentane Abstand zwischen Elektron
und geladenem Target (Ze) ist. Da dieses Coulomb-Potential kugelsymme-
trisch ist, mit V(r') = V(r'), schreibt sich die Streuamplitude (6.206)

f (195 90) = 727’:’;2

mit K = k; — k; als dem Streuvektor, bzw. Wellenzahliibertrag. Mit ¥ als
Streuwinkel zwischen den Richtungen des einfallenden und gestreuten Wel-
lenzahlvektors folgt aus Abb. 6.19 fiir elastische Streuung (|k;| = |ks| = k)
unmittelbar

/ e kY () a3y (6.208)

1
§K = ksin (9/2) , (6.209a)
bzw. K? = 4k?sin® (9/2) . (6.209b)

Wegen der Kugelsymmetrie von V(r) wihlen wir bei der Volumenintegra-
tion in (6.208) Kugelkoordinaten und legen der Bequemlichkeit halber, die
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Abb. 6.19. Erklarung der
Symbole fiir Teilchenstreuung
an einem sphérischen Poten-
tial, z. B. Coulomb-Streuung
zwischen einem leichten und
einem schweren (nahezu ru-
hend) Teilchen. k; und k¢
Wellenzahlvektoren des ein-
fallenden und des gestreuten
Teilchens, K Wellenzahliiber-
trag, ¥ Streuwinkel

sphérisches
Potential

z-Achse in Richtung des Streuvektors K. Dann gilt
K- r' = Kr'cos? , (6.210a)
A3 =2 dr’ sing’ d¥' dp’ = —r"*dr'd (cos¥’) dy’ . (6.210Db)

Die Intergation iiber ¢’ ergibt einen Faktor 27; die Integration iiber 9 wird
in eine Integration iiber cos®’ transformiert und lduft damit zwischen den
Grenzen cos? = —1(¢ =) und cos?¥’ = 1(¢¥ = 0). Damit ergibt sich mit
cos = & aus (6.208)
£=—1
f(7.9 )7@ ddl_iKTlgv(/) 12
, ) = 2 Edr'e r)r
e=1
m 1 KT —iKr’ N I2 30
=% | T {e —e }V(r)r dr
2 in Kr'
= fh_g@ S“‘T”V(r’)r'dr’ =10 . (6.211)
Es sei betont, dass nach dieser Integration tiber ¥ (nicht ¥), diese Streuam-
plitude immer noch eine Funktion des Streuwinkels ¢ ist.
Statt nun das singuldre Coulomb-Potential in (6.211) einzusetzen, ziehen
wir es vor, das abgeschirmte, so genannte Yukawa-Potential

e—ar ) ZeQ
mit g =

6.212
471'60 ( )

zu benutzen, das bei ' — 0 nicht singulér wird.
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Damit folgt aus (6.211)

oo

2mg ’ iK—a)r’ —(iK+a)r’
J) == h2K dr i{e( e }
2mg 1 -1 -1 —2mg
- _ = = . 6.213
2K 2i [iK—aJriK—i-a} h? (K2 +a2) ( )

Durch Quadrieren der Streuamplitude folgt dann der differentielle Streu-
querschnitt (6.188c) unter Beriicksichtigung von (6.209b) und (6.212) zu

do  4m?¢®>  m? (Ze2)® 1 (6.214)
A2 mH(K?+a?)  4nthicg (02 + 4k?2 sin® (19/2)]2 . .

Streuung am Coulomb-Potential ergibt sich, indem wir die reziproke Ab-
schirmldnge o des Yukawa-Potentials gegen Null gehen lassen. Weiterhin
konnen wir die Wellenzahl k der gestreuten Elektronen durch ihre Energie
E = h2k?/2m ausdriicken. Wir erhalten dann den differentiellen Streuquer-
schnitt fiir Coulomb-Streuung

do  m2(ze)? (Ze?)?
A2 16m2hte2ktsin® (9/2)  64w2eE2sint (9/2)

(6.215)

Eine wesentliche Aussage von (6.215) besteht darin, dass der differen-
tielle Streuquerschnitt fiir Streuung geladener Teilchen an einem Coulomb-
Potential, mit der kinetischen Energie E der streuenden Teilchen wie E~2 ab-
nimmt. Je schneller die Teilchen am Streuzentrum vorbeifliegen, umso weni-
ger ,merken” sie vom streuenden Potential — eine sehr anschauliche Aussage!

Wir wollen diese Aussage benutzen, um die Temperaturabhéngigkeit der
Beweglichkeit p freier Elektronen in einem Halbleiter abzuschétzen, die an
geladenen Ionenriimpfen von Dotieratomen gestreut werden. Um die Leitfa-
higkeit von Halbleitern kontrolliert veréindern zu kénnen, dotiert man sie (Ab-
schn. 8.3.4). In einem Si-Kristall werden z. B. fiinfwertige As-Atome auf vier-
wertigen Gitterpléatzen eingebaut; hierbei sind dann nur vier Valenzelektronen
des As an der chemischen Bindung beteiligt. Das fiinfte As-Valenzelektron
ist nur sehr schwach am so genannten As-Donator gebunden, und ist bei
Zimmertemperatur von diesem abgetrennt. Es steht als quasifreies Elektron
zur Verfiigung und trigt zum elektrischen Strom bei. Bei seiner Bewegung
durch das Kristallgitter im angelegten elektrischen Feld £ wird es dann je-
doch an den ionisierten, einwertig positiven As-Donatoren gestreut. Diese
Streuprozesse tragen mafgeblich zum elektrischen Widerstand, insbesondere
bei Temperaturen unterhalb von 300 K bei.

In der elektrischen Leitfahigkeit o = p~! = enu werden diese Streuprozes-
se global durch die Beweglichkeit 1 beschrieben, wobei u ausgedriickt werden
kann durch die mittlere Driftgeschwindigkeit (v) der Elektronen im Feld:

w= (/. (6.216)
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Schon aus der einfachen Drude-Theorie, wie auch aus der semiklassischen
Boltzmann-Theorie der elektrischen Leitfahigkeit [5], folgt fir die Beweglich-
keit die (vereinfachte) Darstellung

et

er 6.217
poc ( )

wo m die Masse der Ladungstrager (im Festkorper die effektive Masse) und
7 die mittlere freie Flugzeit zwischen zwei Streuprozessen darstellt. Nun
lésst sich einerseits die Temperaturabhéngigkeit der mittleren Driftgeschwin-
digkeit (v) leicht aus der Besetzungswahrscheinlichkeit f (E,T") (Fermi-
Verteilung) der elektronischen Zusténde abschétzen und andererseits ist die
mittlere freie Flugzeit 7 mit dem Streuquerschnitt fiir Coulomb-Streuung
verkniipft.

Wir beachten, dass die Konzentration freier Elektronen im Halbleiter
(Leitungsband), verglichen mit der Gesamtelektronendichte (~10% cm™2)
nur sehr gering, typisch 10'7cm ™3, ist. Damit kommen als freie Leitungs-
elektronen nur solche in Betracht, die Zustinde weit oberhalb von FEg in
der Fermi-Funktion besetzen [(E — Er) > 2kT). Hierfiir gilt die so genannte
Boltzmann-Naherung der Fermi-Funktion

1 E — Ef
ET)=———F——~=e — < 1. 6.218
FET) = e o (-2 ) (6.215)

Die Leitungselektronen im Halbleiter konnen also ndherungsweise, wie bei
einem klassischen idealen Gas, mit der Boltzmann-Verteilung beschrieben
werden. Damit ergibt sich ndherungsweise fiir den Geschwindigkeitsmittel-
wert die Temperaturabhangigkeit

(v) < VT . (6.219)

Zur Abschitzung des Streuquerschnitts X' stellen wir uns ein Elektron
vor, das sich auf ein Donator-Streuzentrum hinbewegt. Merkliche Streuung
geschehe nur, wenn das Teilchen eine Flache X' senkrecht zur Flugrichtung um
das Streuzentrum durchfliegt. X' ist damit proportional zum Streuquerschnitt
(6.215) und lésst sich abschétzen als

YxE 2o (v)7t. (6.220)

Sei A die mittlere freie Weglédnge zwischen zwei Streuprozessen, dann ge-
schieht in einem Volumen X'\ gerade ein Streuprozess im Mittel. Mit Np als
Dichte der Donator-Streuzentren gilt dann

IX o Nyt (6.221)

Driicken wir die mittlere freie Wegliange A durch die mittlere Flugzeit 7
aus:

A= ()T, (6.222)



6.6 Streuung von Teilchen 291

= 40

7]

2

E 20 [~

o

<

o

Z 10 }

o 8 |

= 6L GaAs

< n = 5x1013cm-3

S 4

=)

[0

3

o 2 1 1 | | 1 1 1 | |
2 4 6 8 10 20 40 6080100 200

Temperatur T (K)

Abb. 6.20. Experimentell ermittelte elektronische Beweglichkeit p fiir n-dotiertes
GaAs. Gestrichelt ist die T3/?-Temperaturabhingigkeit von u eingetragen, die
sich aus einer einfachen Abschétzung fiir elastische Coulomb-Streuung der freien
Leitungsbandelektronen an positiven Riimpfen ionisierter Donator-Storstellen er-
gibt [7]

so ergibt sich
7 (v) ¥ oc Np' = const , (6.223a)

bzw. mit (6.220)
1
Damit folgt wegen (6.219) die Temperaturabhéingigkeit der Beweglichkeit
fiir Streuung an Dotierstorstellen im Halbleiter (6.217) zu:

w(T) o T3/% (6.224)

Abbildung 6.20 zeigt experimentelle Ergebnisse fiir n-dotiertes GaAs, die
bei Temperaturen unterhalb von ca. 30K diesen Temperaturverlauf zwar
nicht exakt zeigen, jedoch die Tendenz richtig wiedergeben. Ein Grund fiir
die Abweichung der einfachen theoretischen Abschitzung von den experimen-
tellen Daten ist sicherlich das Vorhandensein weiterer Streumechanismen,
zusétzlich zur Coulomb-Streuung an den ionisierten Donatorstorstellen. Vor
allem bei hoheren Temperaturen, oberhalb von 50K, ist die Abnahme der
Beweglichkeit mit wachsender Temperatur auf Streuung der Ladungstrager
an Gitterschwingungen (Phononen, Abschn. 8.4) zuriickzufiihren.
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6.6.4 Streuung an Kristallen, an Oberflichen
und an Nanostrukturen

Wir wollen als weiteres Anwendungsbeispiel die Streutheorie in ihrer ein-
fachsten Form, der Bornschen Nidherung (6.204) auf kristalline Festkorper
anwenden, und dies auch auf Systeme mit eingeschriankten Dimensionen, wie
kristalline Oberflichen oder Kristallite mit nanoskaligen Dimensionen.

Als einfaches Beispiel fiir einen makroskopischen Kristall mit Dimensio-
nen im Zentimeterbereich stellen wir uns einen Elementkristall mit einem
Atom pro Elementarzelle vor. Hier liegen im Idealfall gleichwertige Atome in
einer dreidimensional periodischen Anordnung, dem Kristallgitter, vor. Als
zu streuende Teilchen sind vor allem Photonen als Rontgenstrahlen, Elektro-
nen oder Neutronen interessant. Alle Strahlungs- bzw. Teilchenarten haben
grofe Bedeutung fiir Analysemethoden in der Festkorperphysik. Die Streu-
potentiale, die die Wechselwirkung der zu streuenden Teilchen mit den Ato-
men beschreiben, sind natiirlich vollig verschieden, weil sie vom Mechanis-
mus der Wechselwirkung abhidngen. Bei Neutronen streuen nur die Kerne,
d. h. das Streupotential ist iiber aulerordentlich kleine Raumbereiche, vergli-
chen mit dem Atomdurchmesser, ausgedehnt. Réntgenstrahlen sowie Elektro-
nen wechselwirken mit den Elektronen der Atomhiille, d. h. einem rdumlich
weit ausgedehnteren Potential. Fiir beide Strahlenarten sind die Potentiale,
wegen der verschiedenen Wechselwirkung mit der Hiille, dennoch verschie-
den.

Da es uns hier nicht auf Details der elementaren Streuprozesse ankommt,
sondern mehr die Wirkung des Kristallgitters im Vordergrund steht, beschrei-
ben wir das atomare Streupotential unabhéngig von der Strahlenart mit
v(r — ry). Hierbei beschreibt ry, die Ruhelage eines Atoms, d. h. die Kernko-
ordinaten dieses Atoms. Alle Vektoren ry, spannen also das 3-dimensionale pe-
riodische Kristallgitter auf. Wenn a, b, ¢ die Einheitsvektoren der Elementar-
zelle sind, d. h. im primitiven Gitter die Vektoren von einem Aufatom zu den
drei néchsten Nachbaratomen, dann gilt

rn = ma-+nb-+pc, m,n,p ganzzahlig. (6.225)

Das Tripel ganzer Zahlen m, n, p schreibt man hierbei formal wie einen Vek-
tor n. Damit stellt sich das Gesamtstreupotential V (r) des Kristalls als Sum-
me der Potentiale der Einzelatome dar:

Vi)=Y v(r—ra). (6.226)

n

Dieses idealisierte Potential ist zeitunabhéingig. Die Atomorte ry, sind als fest
angenommen. Die Atome kénnen nicht schwingen, sie knnen als Ganzes keine
kinetische Energie aufnehmen. Damit ldsst sich natiirlich nur die elastische
Streuung, ohne Energieiibertrag an das Gitter beschreiben.
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Um die Streuamplitude (6.204) auszurechnen, setzen wir (6.226) in (6.204)
bzw. (6.207) ein und erhalten mit (6.205) bis auf den konstanten Vorfaktor

[0, 9) o< (f|V (r) |4)
_ / d3T/e—ikf‘r/V(r/) eiki‘r/

— Z/ d3,r/ e—iK»(r/—rn)—iK»rnU (r/ _ rn)
= Z e 1Kn / S G (r' —r,) . (6.227)

Das Integral unter der Summe lauft jeweils iiber ein Atom des Gitters. Fiir
alle Atome ist dieses Integral gleich, wir nennen es deshalb Atomformfaktor
fa und konnen es vor die Summe ziehen

F@@)ocfad e ™= fa Y7 (e7H02)" (7HP)" (e71)"
n m,n,p
(6.228)
Da das atomare Streupotential im wesentlichen kugelsymmetrisch ist,
kann fa analog zu Abschn. 6.6.3 in Kugelkoordinaten ausgewertet werden,
d.h.
sin K1’/ ,

fA=47T/’U(I‘/) e r’ dr’

= 4 / o () 22 [irs/ifég/(g)/ ?)A} LINpS (6.229)

Hierbei haben wir das Atom am Ort r, = (0,0,0) als Bezug genom-
men und (6.209) sowie k = 27/ fiir die Wellenzahl des gestreuten Teilchens
benutzt. Der Atomformfaktor hdngt also noch vom Streuwinkel und der Wel-
lenldnge A der Strahlung ab.

Wenden wir uns jetzt dem Beitrag des Kristallgitters zur Streuamplitude
zu. Mittels der Summenformel fiir die geometrische Reihe

1— aN—i—l

N
n:— 1 .2
;a . a< (6.230)

lassen sich die Summen in (6.228) wie folgt auswerten

M . m 1— e—iK»a M+1 e~ iKa _ o—iK-aM
Z (eilK.a) = 1(_ e—iK)‘a = e—iK»a —1 ’ (6231)

analog die Summen iiber n und p.
In den Streuquerschnitt (6.188c) geht die Streuamplitude quadratisch ein;
nehmen wir also das Absolutquadrat von (6.231), so folgt fiir den Beitrag des
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Abb. 6.21. Gitterfunktionen
fiir Beugung (oder Streuung)
von ebenen Wellen an ei-
ner linearen Anordnung von
M=3 dquidistanten engen Spal-
ten im Abstand a. K - a ist

’; Gangunterschied zwischen
k) gebeugtem und einfallendem
) Strahl, beschrieben durch
'E den Wellenzahliibertrag K.
=2 Die Beugungsreflexe werden
X scharfer mit wachsender An-
.E M=10 zahl M der Streuzentren
A
N
xR
~—
|
=
)
N
=
-
o
=
7
M=20
- X
| | |
2 4r  6rx K-a—

Gangunterschied

Gitters im Streuquerschnitt (in einer Richtung, Summe {iber m)

2: 1—cos(M+1)K-a:sinQ[(M—i—l)K-a/Q]

1—cosK-a sin? (K - a/2)

)

> ()

und analog fiir die Summen {iber n und p.

Die Funktion (6.232) ist von der Beugung am optischen Gitter her bekannt
und heifst Gitterfunktion. Nach der I’'Hospital’schen Regel (Differentiation
von Nenner und Zahler nach K - a) bleibt sie endlich und hat Hauptmaxima
immer dann, wenn der Nenner verschwindet, d.h. bei K - a = 2wh (h ganz-
zahlig). Zwischen diesen Hauptmaxima oszilliert die Funktion mit Nullstellen
jeweils bei (M + 1)K -a = 27, dort wo der Zahler verschwindet (Abb. 6.21).
Zwischen zwei Hauptmaxima existieren also M Nullstellen. Je grofser M ist,
desto néher liegt die erste Nullstelle beim Hauptmaximum, umso schéarfer ist
dann die spektrale Bande um das Hauptmaximum als Funktion von K - a
(Abb. 6.21).

(6.232)
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Fiir einen makroskopischen Kristall mit cm3-Dimensionen, wo M, N, P
jeweils in der Grofenordnung 108 sind, besitzen die Banden fast die spektrale
Schérfe einer Deltafunktion und beobachtbare Streuintensitdten werden nur
beobachtet fiir

a-K=2nh,
b-K =27k, h, k[ ganzzahlig
c-K=2nl. (6.233)

Eine sehr anschauliche Interpretation dieser nach Laue (Max von Laue,
Nobelpreis 1914) benannten Gleichungen ist im so genannten reziproken
Raum (reziprok zum Realraum des Kristallgitters) moglich. Ein allgemeiner
Vektor dieses reziproken Raumes Gy, wird durch die Basisvektoren g1, g2, g3
ausgedriickt als

Gur = hg1 + kga + g3 . (6.234)

Hierbei erfiillen die reziproken Basisvektoren die Beziehungen

gl'a:2ﬂ-a g?'b:2ﬂ'7 gg'C:27T,
g1-b=g3-b=0, gora=g3s-a=0, gi-c=gy-c=0. (6.235)

Aus diesen Definitionsgleichungen fiir das reziproke Gitter folgt unmittel-
bar mittels (6.225)

Gprpi -t =hma-g +knb-go+ilpc-g3=2nv. (6.236)

Man sieht weiter sofort, dass sich die Definitionsgleichungen fiir die Basis-
vektoren des reziproken Gitters erfiillen lassen durch

b xc

m und ZykliSCh . (6237)

g1:27T

Damit ist die Konstruktionsvorschrift fiir das reziproke Gitter wie folgt:
Der Basisvektor g; steht senkrecht auf der von den Vektoren b und c des
Realgitters aufgespannten Ebene und sein Betrag ist 27 /[a cos(g1,a)]. Fiir ein
rechtwinkliges Gitter ist der Betrag von g; also gerade 27 /a. Abbildung 6.22
zeigt, wie aus einem planaren schiefwinkligen Gitter mit den Basisvektoren
a und b das reziproke Gitter mit g; und go konstruiert wird.

Aus (6.235) und (6.236) folgt auch, dass die Laue-Gleichungen (6.233) fiir
das Auftreten von Streureflexen bei Streuung an einem Kristallgitter erfiillt
werden, wenn der Wellenzahliibertrag K gleich einem reziproken Gittervektor
ist, d. h.

K=Gpu . (6.238)

Die Beugungs- bzw. Streureflexe lassen sich also nach den Gittervekto-
ren des reziproken Gitters, d.h. nach den Zahlen h,k,[, den so genannten
Millerschen Indizes, indizieren.
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Ein Uberblick iiber die moglichen Streureflexe bei Streuung an einem
Kristallgitter lasst sich leicht aus der so genannten Ewald-Konstruktion
gewinnen (Abb. 6.23a): Man konstruiere geméf der Vorschrift (6.235), bzw.
Abb. 6.22 zum Realgitter des Kristalls das reziproke Gitter. Dann zeich-
ne man den Einstrahlwellenvektor k;, mit Spitze auf den Ursprung (000)
weisend, in das reziproke Gitter ein. Wegen der elastischen Streuung, d.h.
ky = k; ist die Bedingung Gpr; = K dort erfiillt, wo die Kugel, oder der
Kreis in Abb. 6.23a, durch Punkte des reziproken Gitters geht. Der entspre-
chende Streureflex (hkl) wird im Experiment beobachtet. Aus Abb. 6.23a
wird klar, dass bei fester Geometrie des Streuexperiments, d. h. k; fest vorge-
geben zur Orientierung des streuenden Kristalls und bei fester Wellenlédnge A
oder Wellenzahlvektor k; nur sehr wenige Reflexe (hkl) beobachtet werden.
Um eine grofere Anzahl von Reflexen im Experiment zu beobachten, dreht
man das Kristallgitter im einfallenden Strahl (Drehkristallaufnahme) oder
man misst die Beugungsreflexe mit einem ausgedehnten Spektrum Apin <
A < Amax einfallender Teilchenenergien (Bragg-Aufnahme). Im Fall der
Drehkristallaufnahme dreht sich die Ewaldkugel durch das reziproke Gitter
und trifft so innerhalb einer Umdrehung alle reziproken Gitterpunkte inner-
halb eines Torus, der durch Drehen der Kugel entsteht. Im Falle der Bragg-
Aufnahme kénnen wir uns die Ewaldkugel variierend mit einem Radius k;
zwischen Epax (o< ALL) und Emin(oc A5, vorstellen, wobei dann auch alle
reziproken Gitterpunkte zwischen den Extremvolumina der Kugel getroffen
werden.

Es sei noch vermerkt, dass die Intensitdt der Streureflexe (hkl) nach
(6.228) mit dem Absolutquadrat |fa|* des Atomformfaktors moduliert ist,
d.h. mit wachsendem Streuwinkel ¥ nach (6.229) abnimmt. Diese Abnahme
ist umso stirker je weiter das atomare Streupotential v(r’) ausgedehnt ist.

Der Vollstandigkeit halber sei noch ein so genannter Strukturfaktor
erwahnt, der weiterhin die Streureflexe in ihrer Intensitdt moduliert, wenn
die Elementarzelle des Kristallgitters mehr als ein Atom enthélt. Dazu sei
auf Lehrbiicher der Festkorperphysik verwiesen [5].

Betrachten wir nun Streuung an einer kristallinen Oberflache. Ein sol-
ches Experiment verlangt Streuung von Teilchen, die nur sehr wenig oder

Abb. 6.22. Ebenes
M ¢ * f9 Parallelogrammgitter
. " e im Realraum (links)

9, und das dazugehori-
* * ¢ * ¢ ge reziproke Gitter
. e (rechts). Die Vekto-

ren a und g2 bzw. b
und g; stehen jeweils
o  senkrecht aufeinander
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Abb. 6.23a,b. Ewald-Konstruktion zur Ermittlung der Beugungsreflexe bei der
Roéntgenbeugung, der elastischen Elektronen- und Neutronenstreuung an Kristall-
strukturen. a Ewald-Kugel im reziproken Gitter eines 3D-Kristalls zur Veranschau-
lichung der Streubedingung ky — k; = K = G = Gyx. Beugungsreflexe treten
auf, wenn die Kugel durch einen Punkt des reziproken Gitters geht. b Ewald-
Konstruktion fiir Streuung an einem 2D-Oberflachengitter. Das entsprechende 2D
reziproke Gitter mit seinen Gitterpunkten (hk) ist lings k. gezeichnet. Die Streu-
bedingung (6.239) ist fiir den reziproken Gitterpunkt (hk) = (20) dargestellt. Re-
flexe werden immer beobachtet, wenn die Ewald-Kugel einen reziproken Gitterstab
(3. Laue-Bedingung nicht verlangt) schneidet

iiberhaupt nicht in den Kristall eindringen. In Abschn. 2.3 haben wir als
Beispiele die Streuung langsamer Elektronen (LEED) und die Streuung von
He-Atomen an Metalloberflichen (Abb. 2.6) kennen gelernt. Nehmen wir als
Grenzfall an, dass die einfallenden Teilchen nur die Atome der Oberflache
als Streuzentren wahrnehmen. Tiefer liegende Atomlagen werden wegen der
hohen Absorption der Primérteilchen nicht mehr erreicht. In der Oberfliche
ist dann 2-dimensionale (2D) Periodizitdt mit den 2D Basisvektoren a und b
gegeben. In (6.228) lauft die Summe dann nur iiber m und n bis zu sehr
grofsen M und N. Die Summe iiber p beschréinkt sich auf ein Glied, das der
obersten Atomlage entspricht. Dies hat zur Folge, dass nur die beiden ersten
Laue-Gleichungen (6.233) in h und k erhalten bleiben.

In zwei Dimensionen, denen der obersten Atomlage, kbnnen wir dem 2D-
Realgitter der obersten Atomlage ein 2D-reziprokes Gitter zuordnen und die
entsprechenden Gitterpunkte mit (h, k) indizieren (Abb. 6.23b). Die drit-
te Dimension, senkrecht zur (h, k)-Ebene, unterliegt keiner Einschréankung,
die zu diskreten Gitterpunkten fithrt. Wir ordnen ihr deshalb Gitterstédbe
zu (Abb. 6.23b), die der freien Wahl von K| der Senkrechtkomponente des
Wellenzahliibertrags Rechnung tragen [K = (K, K_1)]. Fiir die Komponen-
te K| des Wellenzahliibertrages parallel zur streuenden Oberfliche gilt fiir
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das Auftreten eines Streureflexes analog zu (6.238)
K” = kf” - ki” =G - (6.239)

Die zum 3D-Fall (Abb. 6.23a) analoge Ewald-Konstruktion fiir Oberfla-
chenstreuung (Abb. 6.23b) zeigt, dass die Ewald-Kugel alle Stébe, im Ge-
gensatz zu den reziproken Gitterpunkten des 3D-Falles, schneidet. Fiir alle
entsprechenden Gitterpunkte (h,k) werden Streureflexe beobachtet. Ober-
flichenstreuung an 2D-Strukturen verlangt keine weiteren Mafnahmen, um
Streureflexe sichtbar zu machen.

Es sei noch betont, dass bei Eindringen der Primérstrahlung iiber mehrere
Atomlagen (wie bei der Streuung langsamer Elektronen in LEED) die dritte
Laue-Bedingung im Miller-Index ! wieder eine begrenzte Bedeutung erlangt.
Die Gitterstidbe des 2D-reziproken Raumes kann man sich dann in ihrer Di-
cke (Wichtung) moduliert vorstellen mit Maxima dort, wo in k,-Richtung
ein reziproker Gitterpunkt lige. Andert man die Wellenzahl k; der einfallen-
den Strahlung und damit den Radius der Ewald-Kugel, dann durchléuft die
Streuintensitit eines Reflexes (h, k) Maxima und Minima. Hieraus lasst sich
Information iiber die Eindringtiefe der Primérstrahlung gewinnen.

Denken wir uns jetzt das Streutarget in drei Dimensionen eingeschrénkt,
d. h. also Streuung von Teilchenstrahlen an Kristalliten mit Dimensionen im
10 nm-Bereich. Gegeniiber dem 3D-Kristall mit makroskopischen Dimensio-
nen unterscheidet sich der Fall der Streuung an Nanokristallen nur dadurch,
dass M, N, P in (6.228) bzw. (6.232) nicht sehr grof werden, sondern nur
Werte von der Grokenordnung 10—50 annehmen, d. h. es gibt nur wenige ab-
zéhlbare Nullstellen in der Streuintensitét zwischen den Hauptmaxima und
die Hauptbanden, die Bragg-Reflexe, werden als Funktion des Streuwinkels,
d. h. in Abhé&ngigkeit von K - a relativ breit. Schitzen wir die Winkelbreite
eines solchen Bragg-Reflexes durch den Abstand der ersten Null-Stelle vom
Intensitdtsmaximum ab, so gilt fiir die erste Nullstelle (Abb. 6.21)

1
§(M+1)Ka:ﬂ',

(M+1)K-a=2r. (6.240)

Da (M + 1)a der Durchmesser des Kristalliten in z-Richtung ist, l4sst sich
aus der Breite AK der Streubande [nach (6.209) entspricht AK einer Streu-
winkelbreite Ad] sofort die Ausdehnung, der Durchmesser d der Kristallite
im Streutarget abschétzen:

AKd~ 2 . (6.241)

Fiir nicht kugelférmige Kristallite sind natiirlich die Winkelbreite der Re-
flexe in den verschiedenen Raumrichtungen auszumessen, um die Ausdehnun-
gen langs z, y, z zu ermitteln. Bei nicht regelméfiig ausgerichteten Kristalliten
im Target kann nur ein Mittelwert iiber die Ausdehnung in den drei Raum-
richtungen ermittelt werden.
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6.6.5 Inelastische Streuung an einem Molekiil

Als Beispiel fiir inelastische Streuung wollen wir die Streuung von Teilchen,
z. B. Elektronen, an einem Zweizentren-Molekiil behandeln.

Das Molekiil bestehe aus zwei gleichwertigen Atomen, die iiber eine ko-
valente chemische Bindung aneinander gebunden sind. Die chemischen Bin-
dungskrifte werden durch ein Bindungspotential beschrieben, das in erster
Niherung quadratisch vom Kernabstand abhidngt. Im Molekiil kénnen die
beiden Atome, bzw. deren Kerne, gegeneinander schwingen und auf diese
Weise in der Schwingung steckende Energie entweder aufnehmen oder abge-
ben. Die Streuung eines Elektrons am Molekiil kann also neben dem elas-
tischen Anteil auch mit Energieiibertrag zwischen Molekiil und streuendem
Teilchen, d.h. inelastisch, erfolgen.

Seien r; und ro die Ruhelagen der beiden Kerne, dann beschreiben wir
die zeitabhéngigen augenblicklichen Koordinaten der beiden Kerne durch

p1 =1 +se W (6.242a)
P2 =Ty —se @l (6.242b)

Hierbei ist w die aus der ,,Federkraft” der chemischen Bindung resultieren-
de Eigenfrequenz der Schwingung der Kerne gegeneinander. Die Auslenkun-
gen der beiden Kerne sind wegen der Gleichheit ihrer Masse als betragsméfig
gleich [s|, aber mit entgegengesetztem Vorzeichen (Erhaltung des Schwer-
punktes) anzusetzen (Abb. 6.24).

Wir wollen die inelastische Streuung von Elektronen an diesem Molekiil
wieder in Bornscher Naherung, d.h. unter Vernachldssigung von Mehrfach-
streuung beschreiben. Dann l&sst sich nach Abschn. 6.6.2 die Streuamplitude
f(9,¢) (6.204) auch als eine Ubergangsamplitude a;(¢) [in Abschn. 6.4 als
ayf(t) bezeichnet| vom Anfangszustand |i) des einlaufenden Elektrons in den
Endzustand |f), im Sinne der zeitabhédngigen Stérungsrechnung (6.104) auf-
fassen. Diese Ubergangsamplitude fiir ein Zeitintervall 7, withrend dem das

-S
r;
ki
—_—
trahl

anregende Strahlung Abb. 6.24. Inelastische Streuung eines Teilchen-
strahls mit Einfallswellenzahlvektor k; an einem
r Zweizentrenmolekiil, in dem sich gleichartige Ato-

1

s mebeir und rz befinden. Eine Molekiilschwingung
wird durch die Auslenkungen +s beschrieben
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Elektron mit dem Streuzentrum wechselwirkt, folgt dann nach (6.104) und
(6.204) zu

T

api (0,0,7) = f%/dt/d%’ (fIV (', t) |i) Er=EOt/R (6.243)
0

Hierbei lauft das Raumintegral iiber das gesamte Streutarget, d.h. das
Molekiil, wobei das Streupotential V' (r',t) eine Zeitabhéngigkeit hat, die der
harmonischen Schwingung der Kerne gegeneinander (6.242) entspricht.

Wir fassen jetzt das Streupotential V(r’, t) als Summe der Streupotentia-
le v der beiden gleichartigen Einzelatome, jedoch mit verschiedenen Raum-
koordinaten der Kerne p; und py auf, d. h.

Vi t)y=v[t' —pr ()] +ov[t' —p2(t)] . (6.244)
Damit folgt fiir die Gesamtstreuamplitude (6.243) mit p, = p1, p2:
ag; = _% / dtei(EffEi)t/h/ B e Ty (! ) ek’

0
r

.2
=72 / el (Er =B / e 0ROy 1 (1)) L (6.245)
n=1 0

Wir substituieren v’ — p,,(t) = £ und d3r’ = d3¢ und erhalten

T

.2
ay; = 7% Z/dtei(EffEi)t/hefi(kffki)-pn(t)/ d3§v (€) e ilky—ki)-€
n=1 0

(6.246)

Das letzte Integral iiber £ ist fiir beide Atome des Molekiils gleich, es be-
schreibt die Streuung am Einzelatom und ist mit K = k¢ —k; als Streuvektor
(Wellenzahliibertrag) sofort als der schon bekannte Atomformfaktor fa, wie
wir ihn schon in (6.227) bei Streuung am Kristallgitter kennen gelernt haben,

wiederzuerkennen.
Damit folgt aus (6.246)

T

.2
ap = — v Z / dtel(Fs—Et/h=iKpn(t) £, (K) . (6.247)
n=1 0

>t

Mittels der momentanen Kernkoordinaten (6.242) lassen sich die Expo-
nentialfunktionen mit p,, im Exponenten darstellen als

e—iK»pl _ e—iK‘(rl—i-sexp{—iwt}) ~ —iK-ry (1 —iK- Se—iwt) , (6.248&)

e
efiK'pz ~ efiK-I‘z (1 + IK . Seith) . (6248b)
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In der Néaherung wurde berticksichtigt, dass die Auslenkung s der Kerne
dem Betrag nach klein ist («10%) gegeniiber r1 und rs.
Damit folgt fiir die Ubergangsamplitude

T

afi ~ *%fA (K) / dtel(Er—Eit/h
0
(e e ET) LK L sem W (e KT — oK) (6.249)

Rechnet man aus der Streuamplitude af; die im Experiment interessie-
rende Streurate (Abschn. 6.4.1)

Ry = wyi/T = |af1-|2/7' (6.250)

aus, so muss durch die Wechselwirkungszeit 7 dividiert werden, weil die Wahr-
scheinlichkeit wy; proportional zu 7 ist. Weiterhin ergibt sich bei der Abso-
lutquadratbildung |af;|* aus den beiden Summanden in der eckigen Klammer
in (6.249) ein Interferenzterm, der jedoch nicht von Interesse ist, wenn man
getrennt den elastischen und inelastischen Anteil der gestreuten Teilchen un-
tersucht. Wir teilen also die Amplitude ay; (6.249) auf, in den elastischen
Anteil

i A () (7K 4 o) [ BB (6251a)
0

und den inelastischen Anteil

aifniel ~ _%fA (K) (K - s) (efiKTl + efiK~r2) / dtell(Bs=Ei)/h=w]t
0
(6.251b)
Benutzen wir aus Abschn. 6.4.1 die Beziehungen (6.106) bis (6.111), dann
ergibt sich fiir die elastische Streurate aus (6.251a) und (6.250)

27 —iK-r —iK-r 2
R?li=§|fA|2|(e Koy o782 |76 (By — E;)
2
= h—72T|fA|22[1+cosK-(r2 — 1) (Ef — Ey) . (6.252)

Die é-Funktion driickt gerade aus, dass Anfangs- und Endenergie des Teil-
chens identisch sind, die Streuung also elastisch ist. Die eckige Klammer be-
schreibt die Intensitdtmodulation der Streuung (Beugung) am Doppelspalt.
Verglichen mit der fritheren Darstellung der Doppelspaltinterferenz (3.5), er-
scheint in (6.252) die Wellenvektordifferenz K = k¢ — k; statt k in (3.5).
Dies liegt daran, dass wir bei der fritheren Betrachtung die beiden Wellen als
auslaufend vom Doppelspalt her beschrieben haben.
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Abb. 6.25. Inelastische Streuung

eines Teilchenstrahls an dem Zwei-

zentrenmolekiil aus Abb. 6.24, das
S] an einer Oberfliche adsorbiert ist.
Der Teilchenstrahl wird wahrend der
Streuung an der Oberflache reflek-
tiert (oben). Bei dieser Streuung hat
der Wellenzahliibertrag ky —k; = K
eine Komponente in Richtung der
i Molekiilschwingung (unten)

Substrat

Betrachten wir den Streuanteil aifr;el (6.251b) und rechnen analog die

Streurate aus:
in 2m
Rffl =23 |fal® (K-8)°[1 —cosK - (ro —11)] 0 (Ef — E; + hw) . (6.253)

Die §-Funktion beschreibt genau den Energieiibertrag vom oder an das
gestreute Teilchen. Die Streuung ist inelastisch, wobei der Energieiibertrag
genau dem Schwingungsquant fw der Molekiilschwingung entspricht. Die
Streuintensitét ist weiterhin als Funktion von K, d. h. auch der Streurichtung,
moduliert, wie wir es von der elastischen Streuung in einem Zweizentrensys-
tem (6.252) her erwarten. Die eigentliche Wechselwirkung zwischen Target
und streuendem Teilchen ist im Atomformfaktor fa enthalten. Wichtig ist
der Faktor (K -s)?. Inelastische Streuung erfolgt nur, falls der Streuvektor
K = ky —k; eine Komponente in Richtung s der Molekiilschwingung besitzt.

Diese Situation ist ideal gegeben, wenn ein Molekiil senkrecht auf einer
Festkorperoberflache adsorbiert ist (Abb. 6.25) und langsame Elektronen mit
einer Energie von ca. 10—100eV unter einem schrigen Winkel zur Substra-
toberfliche eingestrahlt werden. Beobachten wir durch Bragg-Beugung am
Substrat schridg abgestreute Elektronen, dann hat K eine Komponente in
s-Richtung.
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7 Superposition, Verschrankung
und andere Absonderlichkeiten

Das quantenmechanische Verhalten atomarer Teilchen ist anders, als wir es
uns anschaulich — gewdhnt an makroskopische Systeme — vorstellen. Der
Teilchen-Welle-Dualismus, wie er sich im Doppeltspaltexperiment mit Elek-
tronen (Abschn. 2.4) zeigt, ist entscheidend fiir das der Anschauung wider-
sprechende Geschehen im atomaren und subatomaren Bereich. Wir werden
in diesem Kapitel einige weitere Absonderlichkeiten kennenlernen, die sich
zwangslaufig aus dem Teilchen-Welle-Dualismus ergeben. Formal, mathe-
matisch folgen diese Phidnomene, die mit unserer makroskopischen Wahr-
nehmung nicht im Einklang sind, daraus, dass aus der Grundgleichung
der Quantenphysik, der Schrédinger-Gleichung, immer eine Wahrscheinlich-
keits(Wellen)-Amplitude berechnet wird, aber erst deren Quadrat beobacht-
bare Grofen ergibt. Wie im Doppelspaltexperiment miissen Wahrscheinlich-
keitsamplituden, und nicht Wahrscheinlichkeiten wie in der klassischen Statis-
tik addiert werden, um dann durch Quadrieren (im Komplexen) beobachtbare
Wahrscheinlichkeiten oder Messmittelwerte zu erhalten. Dies ergibt zusétz-
liche sogenannte Interferenzterme, die das quantenmechanische Geschehen
grundlegend vom klassischen Verhalten unterscheiden, z. B. die Interferenz-
muster fiir die Auftreffwahrscheinlichkeit von Elektronen nach dem Passieren
der Doppelspaltanordnung. Eine entscheidende Frage ist, weshalb verschwin-
den die Interferenzmuster, wenn wir ein zusétzliches Experiment machen,
das klért, durch welchen Spalt das Elektron den Detektor erreicht hat (Ab-
schn. 2.4.2). Das Verschwinden der Doppeltspaltinterferenz bedeutet klassi-
sches, anschauliches Verhalten der Teilchen. Wir ndhern uns also der ent-
scheidenden Frage, wie kommt das aus der Anschauung gewohnte Verhalten
makroskopischer Systeme zustande? Wodurch verschwinden die fiir die Quan-
tenphysik wesentlichen Interferenzterme, die bei Quadrieren von Summen aus
Wahrscheinlichkeitsamplituden auftreten?

Es sei schon einmal angedeutet, dass diese Art von Fragestellungen von
entscheidender Bedeutung fiir das gerade sich in stiirmischer Entwicklung
befindende Gebiet der Quanteninformation ist.
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7.1 Superposition von Zustéinden

Wir wollen den fiir die Quantenphysik entscheidenden Begriff der Superpo-
sition etwas genauer betrachten. Die Schrédinger-Gleichung ist eine lineare
Differentialgleichung, d.h. wenn zwei Losungen ;7 und 15 existieren, dann
ist auch die lineare Superposition ¥ = c197 + c2t2, bzw. in allgemeiner
Schreibweise fiir Zustandsvektoren im Hilbert-Raum [¢) = c1|1) + c2|h2),
eine Losung.

Dies gilt natiirlich ganz allgemein fiir die Uberlagerung aller méglichen Ei-
genlosungen. Wenn |n) die Eigenzustinde der zeitunabhéngigen Schréodinger-
Gleichung H|n) = E,|n) sind, dann ist die allgemeinste Losung

W)= cnln), (7.1)

n

also eine lineare Superposition aller Eigenzustdnde. Eine Energiemessung
(Operator H) am Zustand |) zwingt das System in einen der Eigenzusténde
|n). Hierbei ist die Wahrscheinlichkeit, gerade |n) bei der Messung zu finden,
durch |c,|? gegeben. Die Energiemessung zerstort den Uberlagerungszustand
(7.1) und siebt einen einzelnen Eigenzustand heraus. Uberlagerungs- bzw. Su-
perpositionszustéinde existieren solange, wie wir keine Messung an ihnen vor-
nehmen, d. h. solange sie nicht einer Wechselwirkung mit der Messapparatur,
oder allgemeiner, ihrer wie auch immer gearteten Umgebung, ausgesetzt sind.

Dieses Verhalten ist uns vom Doppeltspaltexperiment (Abschn. 2.4.2) mit
Teilchen wohlbekannt.

Das Elektron kann durch Spalt 1 fliegen, dafiir gibt es eine Amplitude 1,
oder es kann durch Spalt 2 fliegen, mit einer Wahrscheinlichkeitsamplitude
15. Solange wir nicht durch eine Zusatzmessung eingreifen, die Auskunft iiber
den Weg, Spalt 1 oder Spalt 2, gibt, miissen wir die Amplituden 1, und v, ad-
dieren und erhalten fiir die Auftreffwahrscheinlichkeit am Beobachtungsort
(Schirm) [tf1 + t2|?, d.h. gerade das Interferenzmuster, das den Teilchen-
Welle-Dualismus zum Ausdruck bringt. Das im Experiment beobachtete In-
terferenzmuster nach der Detektion sehr vieler Elektronen ist Ausdruck fiir
das Vorliegen des Superpositionszustandes i1 + 9 vor der Detektion auf dem
Schirm.

Die wesentliche Aussage im Doppeltspaltexperiment ist also: Es gibt zwei
Moglichkeiten fiir ein Elektron, den Detektorschirm zu erreichen (iiber Spalt 1
oder Spalt 2), zwischen denen nicht unterschieden wird. Der Ausgang des
Experiments, das Erscheinen des Interferenzmusters, wird richtig beschrie-
ben, wenn wir die Amplituden ¢ und ) tiberlagern (nicht die Wahrschein-
lichkeiten |11 %, |12]?) und die Auftreffwahrscheinlichkeit auf dem Detektor-
schirm durch das Absolutquadrat |¢; + 12|? berechnen. Dieses Prinzip, das
Superpositionsprinzip der Quantenmechanik, ldsst sich allgemein so for-
mulieren: Kann ein physikalisches Ereignis (z. B. Detektion des Teilchens auf
dem Schirm) auf mehrere unterschiedliche Weisen realisiert werden, so miis-
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sen die fiir die verschiedenen Realisierungen errechneten Wahrscheinlichkeits-
amplituden (Wellenfunktion in Ortsdarstellung) linear superponiert werden.
Dies ergibt die allgemeinste Wellenfunktion bzw. den Zustandsvektor, aus
der/dem durch Quadrieren bzw. Mittelwertbildung mit Operatoren messba-
re Wahrscheinlichkeiten oder mittlere Messwerte errechnet werden. Dies gilt
nur, solange nicht durch ein Zusatzexperiment zwischen den verschiedenen
Realisierungsalternativen unterschieden wird. Geschieht dies, dann miissen
die einzelnen Wahrscheinlichkeiten (Absolutquadrate der Amplituden), nicht
die Amplituden, addiert werden. Das typisch quantenmechanische Verhalten,
z. B. das Auftreten von Interferenzen, verschwindet und die Phdnomene wer-
den wieder klassisch anschaulich. Wir werden bald sehen, was die tieferen
Ursachen fiir diese Zusammenhénge sind.

Zuvor jedoch noch einige weitere Beispiele fiir die Anwendung des Super-
positionsprinzips:

—  Das Wasserstoff-Ton H : Wir hatten dieses Problem bereits im Rahmen
der N&herungsverfahren detailliert betrachtet (Abschn. 6.2.3). Die bei-
den Alternativen, Elektron nahe am Proton A bzw. am Proton B werden
linear iiberlagert, um einen Naherungsansatz fiir eine Versuchswellenfunk-
tion fiir das Ritzsche Néherungsverfahren zu erhalten. Wir konnen die-
sen Ansatz ebenso gut durch das Superpositionsprinzip begriinden: Beide
Realisierungsmoglichkeiten fiir H;r , Elektron bei Proton A, bzw. Elektron
bei Proton B sind gleichwertig und nicht durch irgendein Zusatzexperi-
ment unterschieden. Die entsprechenden Wahrscheinlichkeitsamplituden
11 und 12 miissen also linear superponiert werden, um die allgemeinste
Losung des Problems zu erhalten. Superposition von Wellenamplituden
fiihrt hier zur Aufspaltung eines atomaren Zustandes in bindenden und
antibindenden Molekiilzustand, d. h. zur kovalenten chemischen Bindung.

— In der Elementarteilchenphysik (Abschn. 5.6.4) ist den Quarks, den die
Hadronen (Mesonen und Baryonen) konstituierenden Elementarteilchen,
die Eigenschaft Farbe zugeordnet, mit den drei Quantenzahlen Rot (R),
Griin (G) und Blau (B). Ohne ein Experiment zur Unterscheidung zwi-
schen den verschiedenen Farben (dies existiert bisher nicht), muss der
allgemeinste Mesonzustand |¢q), bestehend aus einem Quark ¢ und einem
Antiquark g durch eine (additive) lineare Superposition der drei Farbzu-
stinde |RR),|GG),|BB) dargestellt werden. Die additive Uberlagerung
(5.177) gewéhrleistet dabei, dass die Mesonen eine symmetrische Wellen-
funktion, d. h. bosonischen Charakter haben.

Analoges gilt fiir Baryonen, die aus drei Quarks bestehen wie das Proton
|p) = |uud) oder das Neutron |n) = |udd) (Tabelle 5.2). Fiir das Baryon
|uuu), das aus drei gleichen ,,up* Quarks besteht, wird der fermionische
Charakter mit einer antisymmetrischen Wellenfunktion bei Vertauschen
zweier Quarks nur deshalb gewéhrleistet, weil die drei Quarks verschie-
dene Farben tragen. Der allgemeinste Zustand |uuu) stellt sich als linea-
re Superposition der drei u-Quarks, mit jeweils verschiedener Farbe dar
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(5.178). Die Vorzeichenwahl in (5.178) gewihrleistet den fermionischen
Charakter des |uuu) Zustandes. Auch hier gilt natiirlich wieder, der Farb-
superpositionszustand (5.178) ist nur solange existent, wie wir nicht ein
Experiment zur Bestimmung der Quantenzahl Farbe durchfiihren (bisher
nicht bekannt).

Ein weiteres Beispiel fiir die Bedeutung von Superpositionszustinden ist
die Streuung zweier gleichartiger Teilchen aneinander. In Abb. 7.1 ist die
Streuung zweier Elektronen aneinander schematisch dargestellt. Infolge
der Coulomb-Abstoftung weichen die Elektronen einander aus. Wenn sie
aufeinander zulaufen, kénnen sie jeweils um ¢ aus ihrer Bahn ausgelenkt
werden (Abb. 7.1a), oder sie werden riickgestreut mit einem Streuwin-
kel m — ) (Abb. 7.1b). Da Elektronen ununterscheidbar sind, kann man
bei Detektion jeweils eines Elektrons in den Detektoren D7 und Dy nicht
zwischen den Fillen (a) und (b) unterscheiden. Quantenmechanisch sind
die in Abb. 7.1 gezeichneten Trajektorien sinnlos. Wir kénnen den Ort
der Teilchen nicht als Funktion der Zeit exakt angeben (Unschéirferela-
tion), sondern nur die Detektionsereignisse in Detektor (1) und (2). Der
allgemeinste Superpositionszustand fiir dieses 2-Elektronenstreuereignis
ist also eine lineare Uberlagerung der beiden Streuereignisse (a) und (b).
Die beiden Elektronen sind solange ununterscheidbar, wie wir nicht zu-
sétzlich verschiedene Spins durch das Experiment bei der Einstrahlung
praparieren und in den Detektoren nachweisen. Fiihren wir eine spinab-
héngige Detektion durch, dann wird der Superpositionszustand aus (a)
und (b) nicht mehr weiter existieren.

Wir werden dies detailliert im folgenden Abschnitt diskutieren.

D,

2

T -0
& (&4
D, D,
a) b)

Abb. 7.1. Schematische Darstellung eines Streuprozesse zweier gleichartiger Teil-
chen aneinander, z. B. zweier Elektronen, die sich iiber Coulomb-Kréfte abstofien.

Da

die Teilchen ununterscheidbar sind, konnen die Detektoren D; und D2 nicht

zwischen den Prozessen (a) und (b), Vorwérts- und Riickwértsstreuung unterschei-
den. Die eingezeichneten Trajektorien sind nur klassisch, jedoch nicht quantenme-
chanisch relevant. Prozesse a) und b) miissen also in der quantenmechanischen
Beschreibung iiberlagert werden. ¥ bzw. m — ¢ sind die Streuwinkel, r = ry — r3 ist

der

augenblickliche Teilchenabstand
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7.1.1 Streuung zweier gleicher Teilchen aneinander:
ein spezieller Superpositionszustand

Fiir die Streuung zweier Teilchen aneinander miissen wir ein Wechselwir-
kungspotential V(r =r; —r3) zwischen den beiden Teilchen, z.B. die
Coulomb-Abstofiung zwischen zwei Elektronen, annehmen, das von der Rela-
tivkoordinate r, dem jeweiligen Teilchenabstand ry — ra, abhéngt (Abb. 7.1).
Der Anfangszustand beider Teilchen, lange vor dem Streuereignis, werde
beschrieben durch die Zweiteilchenwellenfunktion (keine Wechselwirkung)

Pin o 1Tk T2 (7.2a)

Diese Zweiteilchenwellenfunktion lasst sich umformen in

. ri+r ki —k
Yin x exp |i(ky + ka) - ! 5 2} exp [1 ! 2 -(r1 —ro)
= ¢ (rom) Ui (r) - (7.2b)
Hierbei ist rcy = (r1 4+ r2)/2 die Koordinate des Schwerpunktes (center

of mass: CM) der Teilchen. wS]M beschreibt also die Bewegung des Schwer-
punktes, wihrend ¢r(r) mit r = r; — rp die Wellenfunktion fiir die Re-
lativbewegung der Teilchen zueinander darstellt. Das Schwerpunkt (CM)-
Koordinatensystem ist definiert durch k; + ks = 0, sodass im CM-System

CM _ :

o =1 wird.

Im Schwerpunktsystem stellen sich dann die einlaufenden Wellenfunktio-

nen der Relativbewegung dar als

P o el (F17T2) — glker (7.3)

In der Relativkoordinate r = r; —rs entspricht dies formal einer einlaufenden
ebenen Welle, wie in (6.181) bzw. (6.190). Da das Streupotential V(r) nur
auf die Relativkoordinate r wirkt, kénnen wir alle Zusammenhénge aus Ab-
schn. 6.6.1 und 6.6.2 formal iibertragen. Es ergibt sich also im Schwerpunkt-
Koordinatensystem eine Gesamtwellenfunktion mit . als Streulésung:

ikr

U =) o [ f b (r - )] = W) L (T4)

Wie in Abschn. 6.6.1 ist f(¢, ) die Streuamplitude. Wir haben in (7.4) die
z-Achse in die Einlauftrajektorien der beiden Teilchen gelegt. ¢ ist als Streu-
winkel wie in Abb. 7.1 definiert und ¢ misst den Streuwinkel um die Einlauf-
richtung herum.

Die beiden Streugeometrien in Abb. 7.1 werden dann durch die verschie-
denen Streuamplituden f(¢, ) und f(r — ¢, ) bzw. f(¢¥) und f(7 — ) be-
schrieben. Fiir Streuung zweier Elektronen aneinander {iber ihre Coulomb-
Abstoffung, nimmt f(¢) natiirlich den Wert (6.213) an, wobei dann r den
Abstand zwischen den beiden Elektronen angibt.



310 7 Superposition, Verschriankung und andere Absonderlichkeiten

Bei der Streuung gleichartiger Teilchen aneinander kénnen wir zwischen
den Streugeometrien (a) und (b) in Abb. 7.1 nicht unterscheiden, die De-
tektoren D; und Ds registrieren nicht, ob die gemessenen Teilchen aus ei-
ner Vorwarts- oder Riickwértsstreuung resultieren. Beide Szenarien stellen
gleichwertige Alternativen fiir das Detektionsereignis dar. Also miissen fiir
die Streulésung beide Alternativen (a) und (b) in Abb. 7.1., d.h. die Streu-
amplituden f(¢) und f(7 — o) linear superponiert werden. Hier nun ist ent-
scheidend, ob wir es mit Fermionen oder Bosonen zu tun haben.

Vertauschen wir die beiden Teilchen miteinander, so geht nach Abb. 7.1.
rin —r und ¢ in 7 — ¥ {iber. Also ergibt sich fiir Bosonenstreuung, z. B. zwei
He-Atome aneinander, eine symmetrische Streuamplitude

fros=F (@) + f(m=19) . (7.5a)

Fiir Fermionstreuung, z. B. zwei Elektronen aneinander, muss die Zweiteil-
chenwellenfunktion antisymmetrisch sein, d.h. die Gesamtstreuamplitude
lautet dann

ffermi = f (19) - f (7T - 19) . (75b)

Wir sehen sofort, dass fiir Bosonen und Fermionen der differentielle Streu-
querschnitt do/d2 = |foos|? # | frermi|* durch die Interferenzterme bei der
Absolutquadratbildung unterschiedlich ist. Wegen des Pluszeichens in (7.5a)
wird er fiir Bosonen signifikant {iber dem fiir Fermionen [Minuszeichen in
(7.5b)] liegen.

Noch interessanter wird das Streuexperiment zweier Teilchen aneinander,
wenn wir zwei Fermionen, z. B. Elektronen, betrachten und diese Fermionen
mit wohl prépariertem Spin von links und rechts aufeinander zulaufen las-
sen. Beim Streuprozess bleibe die Spinorientierung erhalten (Erhaltung des
Drehimpulses bei geniigend kleiner Spin-Bahnwechselwirkung). Die Detekto-
ren D und D seien nun auch empfindlich auf die Spinorientierung, d. h. sie
kénnen zwischen Spin-up |7) und Spin-down |]) unterscheiden.

Zur Beschreibung des Experimentes miissen wir jetzt zusétzlich zum Orts-
anteil der Streuldsung, d. h. der Zweiteilchenwellenfunktion . = (r|12) (7.4)
noch den Spinanteil |s;s2) des Zustandes hinzunehmen. Je nach Spineinstel-
lung von Elektron (1) und (2) kann man jetzt aufgrund der spinabhéngigen
Messung in den Detektoren D; und D2 zwischen Vorwarts- und Riickstreu-
ung unterscheiden (Abb. 7.2). Dies muss sich nach Allem, was wir aus dem
Doppelspaltexperiment gelernet haben, im Messergebnis bemerkbar machen.

Wir betrachten also die spinbehaftete fermionische Zweiteilchenstreuld-
sung [nur den Anteil ¢, in (7.4)]:

ikr ikr

Ve () [s182) o [ (8) “— |s10) — f (m — )
=f (19) P12 (7") |5182> —f (7T - 19) P12 (7") |5281> . (7-6)

|s2s1)
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Abb. 7.2a,b. Schematische Darstellung des Zweiteilchenstreuprozesses aus
Abb. 7.1, jedoch unter Beriicksichtigung wohldefinierter Praparation der Teilchen-
spins (graue Pfeile) vor der Streuung und spinabhéngiger Detektion in Dy und Ds
a Bei gleicher Spinorientierung der Teilchen vor der Streuung detektieren D; und
D> gleiche Spineinstellungen bei Vorwérts- und Riickwartsstreuung. b Bei entge-
gengesetzter Spineinstellung vor der Streuung kénnen die Detektoren D; und Ds
zwischen Vorwirts- und Riickwértsstreuung unterscheiden

Hierbei wurde beriicksichtigt, dass bei Vertauschung der Teilchen vr5(r) =
e'*" /r unveréindert bleibt.

Auflerdem kann der Zweiteilchenspinzustand |s1s2) zwischen |1]), [I11),
[T1), |1]) variieren, wobei jeweils verschiedene Zustéinde orthogonal zueinan-
der sind und gleiche Zustdnde in der Norm eins ergeben, z.B. (17|11) = 1
bzw. (T1[1l) = 1.

Den rdumlichen Anteil der Streuldésung 1s.(r1 — r2) (7.4) beschreiben wir
wieder wie in (7.6) durch f(9,¢)e!* /r = 112(r) f(¥) bzw. bei Vertauschen
der Teilchen durch 15(r) f(m — ).

Nehmen wir zuerst den Fall, dass die beiden Elektronen mit gleichen
Spineinstellungen eingestrahlt werden. Dann kénnen die Detektoren nicht
zwischen Riick- und Vorwértsstreuung unterscheiden (Abb. 7.2a). In beiden
Detektoren (1) und (2) werden gleiche Spineinstellungen [17) = |1)1|T)2 re-
gistriert. Die Gesamtlosung stellt sich dar als:

Yse (1) [s152) = f(0) Y12 (r) [T1) — f(m —9) a2 (7) [TT) - (7.7a)

Die Spineinstellungen fiir die beiden Elektronen sind die in den Detektoren Dy
und Dy als gleich registrierten. Um die Streuwahrscheinlichkeit auszurechnen,
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miissen wir das Absolutquadrat der Amplitude (7.7a) bilden und erhalten
wegen der Normierung |t12|% = 1 fiir das Absolutquadrat der Streuldsung:

[Wsel® = 1f @) (1111) + |f (x = 9[> (1111
—[f* () f(m—9)+ () f* (= 9] (1111)

=P+ @ =)= @) f (x =)+ [ (@) f* (x = D)] .
(7.7b)

Neben den Wahrscheinlichkeiten |f(«)|? und |f(7 — 9)|? fiir Vorwirts- und
Riickstreuung treten die Interferenzen aus beiden Prozessen auf.

Betrachten wir jetzt den Fall, dass die Elektronen mit entgegengesetzter
Spineinstellung eingestrahlt werden (Abb. 7.2b). Bei spinabhéngiger Detek-
tion konnen die Detektoren jetzt zwischen Vorwérts- und Riickwértsstreuung
unterscheiden. Die Streuldsung schreibt sich in diesem Fall analog zu (7.7a)

Vse (1) [s152) = f(9) Y12 () [TL) — f(m = 9) a2 () [1T) (7.8a)

wobei die Spineinstellungen die in den Detektoren D; und Dy gemessenen
sind. Durch Quadrieren folgt die Streuwahrscheinlichkeit zu

Wsel> = | (97 (TUTL) + 1 f (= 9[> (11]171)
— @) f(m =) (TLIY — £ (@) £ (= 9) (11]11)
=[f @) +|f (x =) . (7.8b)

Wegen der Orthogonalitdt der Spinzustdnde bei entgegengesetzten Spin-
orientierungen fallen die in (7.7b) vorhandenen Interferenzterme zwischen
Vorwérts- und Riickwértsstreuung weg.

Durch die Messung der verschiedenen Spineinstellungen haben wir eine
» Welcher Weg“ Information, d.h. eine Unterscheidung zwischen Vorwérts-
und Riickstreuung (Abb. 7.1) gewonnen. Die Information iiber den Weg der
Teilchen zerstort die Interferenzterme in der Wahrscheinlichkeit fiir die Streu-
ung. Die Gesamtwahrscheinlichkeit fiir die Streuung der beiden Teilchen stellt
sich jetzt — so wie es klassisch, nicht quantenphysikalisch — zu erwarten wé-
re, durch die Summe der Wahrscheinlichkeiten |f()? und |f(7 — 9)|? fiir
Vorwarts- und Rickwartsstreuung dar.

Wir haben hier also einen ersten Hinweis gefunden, wie die Interferenzter-
me im Messergebnis bei zusétzlicher ,,Welcher Weg* Information verschwin-
den, ndmlich durch die formale Beriicksichtigung der Spinzusténde, die diese
Information ermdglichen.

7.2 Verschriankung

Wir haben in Abschn. 7.1.1 festgestellt, dass fiir das Zweielektronen-Streu-
problem offenbar die Spinzustidnde fiir das Auftreten oder Verschwinden der
Interferenzterme bei der Superposition der Amplituden und der danach er-
folgten Berechnung der Streuwahrscheinlichkeit [(7.7b) und (7.8b)] verant-
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wortlich sind. Wir wollen dieses interessante Verhalten des Zweiteilchenprob-
lems etwas genauer analysieren, indem wir speziell die Eigenschaften der Spin-
zustande fiir den Fall antiparalleler Einstellung, d.h. bei Unterscheidbarkeit
zwischen Vorwirts- und Riickwértsstreuung (7.8) genauer betrachten. Wir
wollen festhalten, dass in unserem Gedankenexperiment Wechselwirkungen
zwischen den Spins der beiden Elektronen vernachléssigt werden. Die Zwei-
teilchenspinzusténde |s1s2) (7.5) lassen sich deshalb als Produkt aus den
Einteilchenspinzustdnden darstellen (Abschn. 5.6.1)

|8182> = |Sl> |SQ> . (79)

Die Teilchennummerierung lasst sich auch als Index an den Kets angeben,
d.h. z.B. |s1s2) = |T)1]])2 fiir Elektron 1 mit Spin-up und Elektron 2 mit
Spin-down. Damit lésst sich der Zweiteilchenstreuzustand (7.8a), bei dem die
Elektronen mit entgegengesetztem Spin eingestrahlt werden (Abb. 7.2b), wie
folgt schreiben:

Use|s182) = 12 (r) [f () [1)y [L)g = F (m = 0) [1)y [T)] - (7.10)

Man beachte, dass die Spineinstellungen der Teilchen 1 und 2 die sind, die in
den Detektoren D; und D gemessen werden (Abb. 7.2b).

Das Besondere an dem Zweiteilchenzustand (7.10) ist nun, dass er sich
nicht als Produkt zweier Einteilchen-Spinzustinde schreiben lésst. Dies ist
einfach zu beweisen. Nehmen wir einmal an, es gébe eine Produktdarstel-
lung durch zwei Einteilchen-Spinzusténde |«) und |3), dann miisste fiir den
Zweiteilchen-Spinzustand in (7.10) gelten

s182) = |a) |B), - (7.11)

Wir zerlegen die Einteilchenzustinde |a); und |3)2 in die beiden méglichen
Spinzusténde ,,up* und ,,down* des Spin-Hilbert-Raumes:

la); =alf), +b[l); » (7.12a)
1B)g =a’ 1), +0"[1), (7.12Db)

und bilden den Produktzustand (7.11)
|0‘>1 |6>1 = aa’ |T>1 |T>2 + bb’ |l>1 |l>2 + ab’ |T>1 |l>2 +a'b |l>1 |T>2 - (7.13)

Damit dieser Produktzustand aus den beiden Einteilchenzustanden identisch
mit unserem obigen Streuzustand (7.10) wére, miisste gelten

aa’ =0, b0 =0, (7.14a)
ab = f(09), db=—f(r—19). (7.14b)
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Diese Gleichungen sind widerspriichlich; wir bilden nur
—f@) f(mr—9)=ab a'b=0, (7.15)

wobei wir (7.14a) angewendet haben.

Eine Konsistenz der Gleichungen (7.14) wére nur fiir verschwindende
Streuvamplituden f(¢) bzw. f(r — ) zu erreichen, d.h. fiir eine nicht exis-
tierende Losung des Streuproblems. Die Zweiteilchen-Streuldsung (7.10), bei
der antiparallele Spineinstellungen der beiden Elektronen eine ,, Welche Weg*
Information liefert, 1dsst sich nicht als ein Produkt von zwei Zustédnden der
beiden einzelnen Elektronen darstellen.

Wir koénnen in diesem Experiment die Elektronen, einschliefflich ihrer
Spins nicht als entkoppelt beschreiben. Die Elektronen sind iiber ihren Spin-
Freiheitsgrad ,,intim“ miteinander verbunden (korreliert). Schréodinger hat
1935 in einer berithmten Veroffentlichung die Terminologie ,,Verschrén-
kung (Entanglement)“ fiir dieses typisch quantenphysikalische Phénomen
gepragt [1], [2].

Verschriankung von Teilchen tritt in vielen quantenphysikalischen Experi-
menten auf. Wir wollen zwei weitere Beispiele betrachten.

Eine Teilchenquelle (5), ein instabiles Atom oder ein Kern sende in einem
Zerfallsprozess gleichwertige Teilchen aus. Wegen der Impulserhaltung muss
bei ruhender Quelle fiir diese Teilchen k; + ko = 0 gelten, d. h. die Teilchen
werden in entgegengesetzte Richtung ausgesendet.

Zur Detektion der ausgesandten Teilchen verwenden wir eine Anordnung
von vier grofiflachigen Detektoren (Abb. 7.3), die unterscheiden, ob Teilchen
(1), links detektiert, oben (up) oder unten (down), bzw. Teilchen (2), oben
oder unten nachgewiesen wird. Da die Emissionswahrscheinlichkeit der Quel-
le (S) isotrop ist, ist das Detektionsereignis Teilchen (1) oben |up); und
zeitgleich Teichen (2) unten |down)s gleich wahrscheinlich mit dem Ereignis,
Teilchen (1) unten |down); und Teilchen (2) oben |up)s. Beide Amplituden
miissen mit gleicher Gewichtung iiberlagert werden, sodass sich der Gesamt-
zustand darstellt als:

1

|¥) 7

Plus- oder Minusvorzeichen hingen davon ab, ob die ausgesendeten Teil-
chen Bosonen oder Fermionen sind. Ein Vergleich von (7.16) mit (7.10) zeigt
die gleichartige Struktur der Zweiteilchenzusténde. Der Zustand (7.16) kann
nicht in zwei Zustdnde der Teilchen (1) und (2) faktorisiert werden. Die bei-
den Einteilchenzustdnde sind miteinander verschrénkt.

Ein weiteres Beispiel fiir einen verschrénkten Zweiteilchenzustand ist
besonders interessant. Er liegt dem beriihmten Einstein, Rosen, Podolsky
(EPR)-Paradoxon (1935) [3] zugrunde, das in Folge, bis heute immer wieder
heran gezogen wird, wenn es um die Absonderlichkeiten der Quantenwelt und
die philosophische Interpretation der Quantenmechanik geht (Abschn. 7.2.1).

(lup), |down), =+ [down), |up),) . (7.16)



7.2 Verschréankung 315

e S~ ) |up),

1
Detektoren fiir >~ Detektoren fiir
Teilchen (1) - Teilchen (2)

\ |down>1 |dow\n>2\ ~< /
] ]

Abb. 7.3. Schema eines Experimentes zur Verschrankung zweier gleichartiger Teil-
chen, die in entgegengesetzte Richtung aus einer Quelle (.5), z. B. einem zerfallenden
Atomkern ausgesendet werden. Da die Emissionswahrscheinlichkeit der Quelle (S)
isotrop ist, miissen die Emissionsprozesse mit durchgezogenen und gestrichelten
Pfeilen (Teilchentrajektorien) iiberlagert werden

Das Gedankenexperiment in der vereinfachten Version von David Bohm [4]
beruht auf einer instabilen Quelle (Atom oder Atomkern), die zwei gleichar-
tige Fermionen (oder auch Bosonen) in entgegengesetzte Richtung emittiert.
Wenn die Quelle insgesamt verschwindenden Spin besitzt (Singulet-Zustand),
miissen die beiden Zerfallsprodukte — wegen der Spinerhaltung — entgegen-
gesetzten Spin haben (Abb. 7.4). Die Spins der emittierten Teilchen sind
antikorreliert. Hierbei ist aber die Spinorientierung beim einzelnen Emissi-
onsprozess vollig undeterminiert.

Rechts werde das Teilchen (A) von Alice (so nennt man in vielen Biichern
der Quanteninformationstheorie die Person, die den Detektor A betreibt) de-
tektiert. Der linke Detektor werde von Bob (B) ausgelesen. Beide Emission-
bzw. Detektionsereignisse |1)4|l)p und ||)a|1) 5 sind gleich wahrscheinlich.
Weiterhin wollen wir annehmen, dass die beiden emittierten Teilchen jeweils
durch rdumlich eng begrenzte Wellenfunktionen (Wellenpakete) 1 (r4) und
¥(rp) beschrieben werden. Der Zweiteilchenzustand, der einer gleichzeiti-
gen Emission der beiden Teilchen mit antikorrelierter Spin-Orientierung ent-
spricht, muss dann durch eine lineare Superposition (Minus-Vorzeichen bei

Bob (B) NLPA | I, Alice (A)

7 ® )

Abb. 7.4. Experiment zur Verschrinkung zweier Fermionen iiber ihren Spinfrei-
heitsgrad. Eine instabile Quelle S, Atom oder Atomkern in einem Singulet-Zustand,
sendet zwei gleichartige Fermionen A und B mit antikorrelierter Spin-Einstellung in
entgegengesetzte Richtungen aus, die durch Detektoren von den gedachten Personen
Alice und Bob gemessen werden. Der Zweiteilchenzustand der emittierten Teilchen
muss durch eine Superposition der beiden Zusténde, angedeutet mit gestrichelten
Spin-Pfeilen und mit durchgezogenen Pfeilen, erzeugt werden

iu>A
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Fermionen) dargestellt werden als:

YaB|sasp) = % (IDalbg = 1Dalp) ¥ (xa)d(rs) . (7.17)

Dieser Zweiteilchenzustand ist wiederum analog zu (7.10) ein verschrankter
Zustand, der sich nicht darstellen ldsst als ein Produkt zweier Zusténde, die
nur jeweils ein Teilchen, das von Alice und das von Bob detektierte, betreffen.
Auch wenn wir den Zustand (7.17) zu einem Zeitpunkt betrachten, wo die
beiden lokal eng begrenzten Wellenpakete ¢ (r4) und ¢ (rp) sich sehr weit
voneinander entfernt haben und eine direkte gegenseitige Beeinflussung aus-
geschlossen ist, besteht die strenge Antikorrelation der Spinzustédnde. Alice
kénnte z. B. an ihrem Teilchen #(r4) den Spin in Bezug auf die z-Richtung
messen und +%h finden, dann miisste Bob auf jeden Fall fiir sein Teilchen
¥(rp) den Spin f%h messen. Wenn Alice gerade in z-Richtung positiven Spin
findet, muss Bob in z-Richtung negativen Spin messen.

Nach den Spin-(Drehimpuls)Vertauschungsrelationen kann man fiir ein
Teilchen nicht gleichzeitig den Spin beziiglich z- und z-Richtung messen. Da
Alice aber das eine oder andere durchfiihren kann, ohne das Teilchen bei
Bob (B) zu beeinflussen, sollte der Spin des Teilchens B in der Realitét fest
bestimmt sein. Gleiches sollte damit im Umkehrschluss auch fiir Teilchen A
gelten. EPR definieren lokale Realitét, die den beiden Teilchen zukommen
soll, indem sie fordern: Wenn Teilchen A und Teilchen B zwei Systeme sind,
die in der Vergangenheit miteinander in Wechselwirkung waren, aber jetzt
beliebig weit voneinander entfernt sind, dann héngt der reale Zustand von
Teilchen A nicht von dem ab, was gerade mit dem weit entfernten Teilchen B
geschieht.

Jedenfalls ist das der Schluss, den uns die klassische Vorstellung, so wie
sie auch EPR hatten, nahelegt. EPR zogen daraus den Schluss, dass we-
gen der quantenmechanisch nicht gleichzeitigen Messbarkeit von 2- und z-
Spinorientierungen die Quantenmechanik in der existierenden Form unvoll-
kommen ist. Es sollte noch sogenannte verborgene lokale Parameter ge-
ben, die das Geschehen unterhalb des durch Wellenfunktion und Bra- und
Ket-Zusténden bestimmten Formalismus (7.17) bestimmen. Durch diese ver-
borgenen Variablen oder Parameter miissen die Teilchen lokal Information
ausgetauscht haben, bevor sie sich trennen und in entgegengesetzte Richtung
mit antikorrelierten Spins davonfliegen.

Wir haben es mit der philosophisch interessanten Frage zu tun, ob den bei-
den Teilchen A und B im Zustand (7.17) eine lokale Realitét zukommt, oder
ob der verschrénkte Zustand (7.17) so etwas wie eine ,,in der Schwebe gehalte-
ne* Moglichkeit fiir die jeweiligen Ergebnisse der Spin-Messungen von Alice
und Bob ist, und dies bei strenger Antikorrelation der Spin-Einstellungen.
Widerspricht also die Forderung strenger lokaler Realitdt den Gesetzen der
Quantenphysik? Es hat sich gezeigt, dass diese Frage sich experimentell be-
antworten ldsst, und zwar in dem Sinn, dass die quantenphysikalische Realitét
nicht lokal ist.
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7.2.1 Die Bellschen Ungleichungen
und ihre experimentelle Uberpriifung

John Bell [5] gelang es 1964 Ungleichungen aufzustellen, die auf der Annahme
einer lokalen Realitdt beruhen, und die gleichzeitig experimentell iiberpriifbar
sind.

Den Uberlegungen liegt das schon besprochene Gedankenexperiment zu-
grunde, bei dem eine Quelle S antikorrelierte Spin—%—Teilchen aussendet, die
in entgegengesetzte Richtung davonfliegen (Abb. 7.5). In einer groferen Ent-
fernung von der Quelle sind vor den jeweiligen Detektoren bei Alice (A) und
Bob (B) Polarisationsanalysatoren P4 und Pg angebracht, die nur Teilchen
durchlassen, wenn ihre Spin-Orientierung +#/2 gerade in die vom Analysator
augenblicklich vorgegeben Richtung «, bei Alice (A4), bzw. 3, bei Bob (B)
weist. Wegen der Eigenschaft der Quelle S und der Struktur des Zustandes
der emittierten Teilchen (7.17) ist klar, dass bei einem Detektionsereignis
bei A unter dem Winkel «, bei B ein Teilchen mit —%/2 Spin erscheint und
deshalb bei einer Polarisatoreinstellung 3 bei B nicht detektiert wird.

Um Korrelationen von Detektionsereignissen bei A und B zu ermitteln,
muss die jeweilige Einstellung der Analysatoren P4 und Pp zufallsbestimmt
sein, und eine Beeinflussung des einen durch den anderen muss ausgeschlossen
sein. Dazu muss Pp so schnell nach der Wahl von P4 eingestellt werden,
dass nicht einmal das Licht die Strecke zwischen P4 und Ppg in dieser Zeit
zuriicklegen kann. Es miissen also in einem solchen Korrelationsexperiment
sehr viele Detektionsereignisse von Alice und Bob gemessen werden, und dies
bei immer neu zufillig eingestellten Polarisationsrichtungen a (bei A) und
B (bei B) der Analysatoren.

Ehe wir zur experimentellen Realisierung eines solch schwierigen Experi-
ments kommen, wollen wir uns die theoretische Analyse genauer ansehen:

Stellen wir uns ,,mit klarem Menschenverstand“ auf den Standpunkt eines
lokalen Realismus: Jedes Teilchen habe an sich einen bestimmten Wert des
Spins in Bezug auf jede vorgegeben Richtung. Dieser Wert soll sich nicht &n-

y y
€ ® D
Bob Alice
Pg Pa

Abb. 7.5. Experiment zur Uberpriifung der Bellschen Ungleichungen [5] nach Da-
vid Bohm [4]. Gleiche Anordnung zweier Detektoren bei Alice und Bob zur Detek-
tion zweier im Spin antikorrelierter, aus der Quelle S entgegengesetzt emittierter
Fermionen wie in Abb. 7.4. Die Spinorientierung der emittierten Teilchen kann
durch die Polarisatoren P4 und Pp bestimmt werden. Hierbei kann die Einstellung
der Polarisatoren zufallsbestimmt geregelt werden, um Korrelationen zwischen den
Spins bei A und B zu messen
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dern, wenn an einem weit entfernten Teil der Apparatur etwas verandert wird.
Alice und Bob machen sehr viele Messungen unter verschiedenen Winkeln «
und [ ihrer Analysatoren. Hierbei detektieren sie nur Ereignisse, wenn das
bei ihnen ankommende Teilchen bei der jeweiligen Winkeleinstellung einen
Spin +7/2 hat.

N(a/B) sei dann die Anzahl von Detektionsereignissen, bei denen Alice
(A) unter dem Winkel « positiven Spin und Bob (B) unter dem Winkel 3
ein Teilchen mit positivem Spin registrieren. N(a/f3) kann aber auch inter-
pretiert werden als: A detektiert unter o positiven Spin, jedoch unter 8 wird
bei A nichts registriert, Denn unter [ registriert ja B positiven Spin, was
bedeutet, dass bei A unter 8 ein Teilchen mit negativem Spin ankommt, das
den Polarisator nicht passiert und deshalb nicht detektiert wird.

Betrachten wir jetzt eine zusétzliche Messung mit dem Polarisator in
~-Orientierung.

Man kann dann die Anzahl N (a/8) unterteilen in die Gruppen von Teil-
chen N(av/f), die zwar bei o und v mit Spin +k/2 durchkommen und
N(a/pBy), die zwar bei o durchkommen, aber nicht bei 5 und ~.

Beide Klassen von Teilchen, die der unter v durchgehenden und die der
nicht durchgehenden, miissen natiirlich zusammen N(«/(3) ergeben, sodass
gilt:

N (@/f) = N (@7/8) + N (a/67) - (7.18)

N(ay/B) ist eine Unterklasse der Teilchen N(vy/3), weil fir N(avy/8) zu-
sétzlich zum Passieren des Spinanalysators unter dem Winkel v noch das
Durchgehen bei a gefordert wird. Eine analoge Zusatzbedingung gilt beim
Vergleich der Teilchen N(a/B7) und N (o /7). Es gilt deshalb auf jeden Fall:

N(av/B) <N (v/B) , (7.192)
N(a/By) < N (a/7) . (7.19b)

Damit ergibt sich aus (7.18) und (7.19) die Ungleichung
N(a/B) < N(a/y)+N(/B) . (7.20a)

Dies ist eine Form der Bellschen Ungleichung, die experimentell nachpriif-
bar ist, wenn man die oben beschriebenen Forderungen an das Experiment,
z. B. zufallsbestimmte Einstellung der Spinanalysatoren P4 und Pp und ver-
nachléssigbare Beeinflussung von P4 und Ppg erfiillt. Es sei noch einmal be-
tont, dass (7.20) abgeleitet wurde unter der Voraussetzung, dass den beiden
emittierten Teilchen (mit Spin %/2) auf dem ganzen Weg von der Quelle S
bis zum Detektor ein lokal, im Wellenpaket durch die Vorgeschichte vorgege-
bener Spin als Realitét zugeordnet wurde, also lokale Realitdt vorausgesetzt
wurde, eine Beschreibung die in der alleinigen Angabe des verschrinkten
Zweiteichenzustandes (7.17) nicht enthalten ist.

Welche Antwort gibt uns die Quantenphysik auf das in (7.20) dargestell-
te Ergebnis der Bellschen Ungleichung? In der Quantenmechnik kénnen wir
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die Wahrscheinlichkeiten der Detektionsereignisse, bzw. deren Korrelation
ausrechnen, wenn der verschrankte Zweiteilchenzustand (7.17) vorliegt. Um
von der Absolutzahl N der Detektionsereignisse in (7.20) auf Wahrschein-
lichkeiten w {iberzugehen, dividieren wir N durch die Gesamtzahl Ny aller
Detektionsereignisse und erhalten

w(a/B) <w(a/y)+w(y/B) . (7.20Db)

wobel w immer Werte 0 < w < 1 annimmt.

Zur quantenmechanischen Rechnung benétigen wir einen Operator O Ala)
der die Wahrscheinlichkeit beschreibt, mit der Alice (A) ein Detektionsereig-
nis registriert, wenn bei der Spinanalysatoreinstellung unter dem Winkel «
gerade ein Teilchen mit Spin +74/2 registriert wird. Trifft ein Teilchen mit
Spin —A/2 auf den Analysator, muss das Ergebnis der Mittelwertbildung
(54|04 (a)|sa) gerade Null ergeben. Anders ausgedriickt, wir ben6tigen einen
Operator O4(«), fiir den gilt 4(1104(@)[T)a =1 und 4{]|Oa(a)|])a =0. Es
ist leicht einzusehen, dass diese Bedingung fiir den Operator

Ou(a) = % (14 6a-na) (7.21)

erfiillt ist, wenn n, der Einheitsvektor in a-Richtung in der y-z-Ebene des
Analysators P4 bei Alice ist (Abb. 7.5). Wahlen wir o = 90°, d. h. Detektion
in z-Richtung, dann gilt 64 - ng|T) = 0:|1) = |T) und &4 - ngoll) = —|1).
Der Operator (7.21) ,siebt* also bei positivem Spin den Wert 1 und bei ne-
gativem Spin, unter dem gleichen Analysatorwinkel — hier 90° — den Wert 0
heraus. Dies ist genau die Eigenschaft, die wir benétigen, um die Detektions-
wahrscheinlichkeiten bei Alice (A) bzw. Bob (B) fiir positive Spinorientierung
unter dem Winkel o zu ermitteln.
Mit den Operatoren

O4 () =

OB (ﬁ) =

(1+64-n4), (7.22a)

(1465 -ng) (7.22b)

N~ N —

kénnen wir also bei Vorliegen des verschriankten Zweiteilchenzustandes (7.17)
die Wahrscheinlichkeit ausrechnen, mit der Alice (A) unter dem Winkel o und
Bob (B) unter dem Winkel 8 Teilchen mit positivem Spin +5/2 detektieren.
Wir betrachten nur den Spinanteil in (7.17) und berechnen

1 . 1 N
<SASB| 5 (1+0'A-na)§(1+0'3-n3) |SASB>

1 . . N R
=1 (sasp|l+6a -ny+6p-ng+(6a-n,)(6p-ng)|sasa) . (7.23)

Fiir die weitere Rechnung benutzen wir das Koordinatensystem in Abb. 7.5
mit der y-z-Ebene zur Beschreibung der Winkeleinstellung der Analysatoren
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P4 und Pp und z als der Ausbreitungsrichtung der emittierten Teilchen.
Damit gilt:
04 -1, = (cosa)d. + (sina) o

+ (sing)o

(7.24a)

~A
Y
B
I (7.24D)

A
6p-ng=(cosf) ¢ B
Aus der Darstellung der Pauli-Spinmatrizen (5.116) leiten wir im zweidi-
mensionalen Spin-Hilbert-Raum mit (7| = (1,0) und (]| = (0,1) sofort die
Beziehungen ab:

G =11, G ll)=11), (7.25a)
oy 1) =1ll), &yll)=—ill), (7.25b)
a =11, l=-I). (7.25¢)

Damit finden wir fiir den & 4 - n,-Term in (7.23)
(sasp|Ga-nalsasp) = % (a(M (Ll =allla()
: % {icosa([) ol +Mallp) +sina (D) 4ll)p+11)alT)p)}
= 2 (s (D)5 = a4 (111} ) sina =0, (7.26)

Analog verschwindet der ép - ng-Term in (7.23). Dies ist nicht weiter
verwunderlich wegen des Singulet-Charakters (sich kompensierende Spin-
Orientierungen) des Zustandes (7.17).

Wir betrachten jetzt den in den Spinoperatoren quadratischen Anteil in
(7.23) und verwenden (7.24):

(sasp| (64 -na) (0B - npg)|sasp)

= (sasp| (cosacos 3) yAyB—l—(cosasmﬁ) A58 4 (sinaccos B) ff
1
+ (sinasin §) 626 B|7(| )alllp =1Dall)s)
1
=5 a(Mls = alllp 1) {cosacos 5|14 Mp — 11 ll)p)}
—icosasinF([L)4[L)p =T all)p)
—isinacos B(|T) 4[N p = [1all)p)
—isinasin (N4l —[allp)
— (sasp|cosacos B —sinasinf|sasp) = —cos(a— ) . (7.27)

Damit ergibt sich die Wahrscheinlichkeit (7.23), mit der Alice (A) unter
dem Winkel o und Bob (B) unter dem Winkel 3 die Spin-Orientierung +#4/2
detektieren, also die quantenmechanische Korrelation wg(a/3) eines AB-
Ereignisses mit positivem Spin unter a- und S-Richtung zu
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wq (0/6) = (sassl 5 (1+64-ma) 3 (1+ 65 19)|sas5)
~ 0 cos(a— gy = Lem2 A2
=1 [1—cos(a—p)] = 5 Sl —— . (7.28)

Wir koénnen nun einfach durch Einsetzen verschiedener Detektionswinkel
a, 3,7 in (7.28) iiberpriifen, ob das quantenmechanisch ausgerechnete Er-
gebnis der Bellschen Ungleichung (7.20b) geniigt. Setzen wir zum Beispiel:

a=0°, B=90°, y=45°, (7.29a)
dann folgt aus (7.28)

wg (a/B) =0,5, wg(afvy)=0,146, wq(v/B)=0,146.  (7.29b)

Damit folgt quantenmechanisch

wq (a/B) > wq (a/y) + wq (v/B) - (7.29¢)

Dies ist im Widerspruch zur Bellschen Ungleichung (7.20b), die unter der
Voraussetzung lokaler Realitét fiir die beiden emittierten Teilchen hergeleitet
wurde. Der gleiche Widerspruch (7.29¢) zur Bellschen Ungleichung (7.20b)
folgt z. B. auch fiir die Winkeleinstellungen a = 0°, 5 = 60°,~ = 30°, wo

wq (a/B) = %sin2 30° > %sin2 15° + %sin2 15° = wq (/) +wq (v/6)
(7.30)
gilt.

Die Aussagen der Quantenphysik sind hier augenscheinlich im Wider-
spruch zu unserer gewOhnlichen Anschauung lokaler Realitdt, die in der
Bellschen Ungleichung zum Ausdruck kommt. Fiithren wir uns diesen Wi-
derspruch noch einmal vor Augen: Die iibliche Vorstellung, bei der den bei-
den emittierten Teilchen beziiglich ihrer Spin-Einstellung lokale Realitét zu-
kommt, besagt, dass die Teilchen einen durch ihre Vorgeschichte fest vorge-
gebenen Spinzustand haben, der sich bei den Messungen von Alice und Bob
als streng antikorreliert herausstellt. Im quantenphysikalischen Versténdnis,
ausgedriickt durch den verschriankten Zustand (7.17), hat zunichst keines
der beiden emittierten Teilchen einen definierten Spinzustand. Erst durch
die Messung in einer bestimmten Basis (Winkeleinstellung des Analysators)
gelangt das gemessene Teilchen bei Alice zufillig in einen von zwei moglichen
Spinzustdnden. Und dann ist das von Bob detektierte Teilchen instantan im
dazu orthogonalen (antikorrelierten) Zustand.

Es sei noch bemerkt, dass dieses nichtlokale Phanomen nicht im Wider-
spruch zur Relativitdtstheorie steht, weil die instantane Antikorrelation der
Spineinstellungen sich nur durch Messungen von Alice und Bob verifizie-
ren ldsst, und eine Informationsiibertragung von A nach B mit Uberlichtge-
schwindigkeit nicht moéglich ist.
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Es stellt sich nun die entscheidende Frage, welche Antwort gibt das FEx-
periment? Fallt die Entscheidung zugunsten der Bellschen Ungleichung oder
gilt die Quantenmechanik?

1976 verdfentlichten Lamehi-Rachti und Mittig [6] eine Arbeit, in der
sie durch Bestrahlung eines Wasserstofftargets (Polyethylen-Folie), mittels
Protonen aus dem Saclay-Beschleuniger, zwei in der Spin-Orientierung anti-
korrelierte Protonen erzeugten, die dann in zwei spinauflésenden Detektoren
beziiglich ihre Spin-Einstellung auf Korrelationen hin untersucht wurden. Es
wurde also bei bestimmten Winkeleinstellungen der Analysatoren die Spin-
Orientierung in einer Ebene senkrecht zur Flugrichtung der Protonen vorge-
geben und die Korrelation von Detektionsereignissen bei A und B registriert.
Das Experiment erfiillte nicht die Bedingung der rdumlichen Trennung der
Detektionsereignisse, d. h. die Entfernung von A und B war nicht so grofs, dass
eine Beeinflussung von Messung B durch A und umgekehrt ausgeschlossen
werden kann (Lichtgeschwindigkeit ist grofte Geschwindigkeit zur Ubertra-
gung von Information). Abbildung 7.6 zeigt das Ergebnis der Untersuchung.
Fiir die Winkeldifferenz 30°, 45°, 60° zwischen den Spin-Orientierungen bei
A und B liegen die Messpunkte (Korrelation zwischen den Detektionsereig-
nissen) mit ihren Fehlerschranken deutlich unter der durch die Bellsche Un-
gleichung vorhergesagten Geraden. Die quantenmechanische Vorhersage wird
sehr gut im Experiment bestétigt.

Wie schon betont, erfiillen die beschriebenen Experimente mit antikorre-
lierten Protonen [6] nicht die Bedingung der rdumlichen Trennung der De-
tektionsereignisse bei A und B, denn die Experimente wurden statisch, mit
fest eingestellten Spin-Polarisationsdetektoren durchgefiihrt.

OF -
-025F - Abb. 7.6. Korrelation zwi-
>
Bellsche schen den Spineinstellungen
Ungleichungen zweier entgegengesetzt aus

einem Wasserstoff-Target
emittierter Protonen. Die
Datenpunkte wurden ex-
perimentell gefunden; die

- gekrimmte durchgezogene
Quantenmechanik Kurve stellt die quantenme-
chanische Vorhersage dar,
wahrend die Gerade die nach
den Bellschen Ungleichungen
klassisch erwartete Korrelati-
on wiedergibt [6]
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Abb. 7.7. Gemessene Detektionskoinzidenz von Alice und Bob (Abb. 7.5 als Funk-
tion der zufillig eingestellten Polarisatorwinkel oo und 8 (Pa und Pp in Abb. 7.5)
fiir aus angeregten Cs-Atomen im Spin antikorrelierte Photonen. Die Messpunkte
sind die experimentellen Ergebnisse; die gestrichelte Kurve die quantenmechanische
Vorhersage [7]

Analoge Experimente zu denen mit antikorrelierten Protonen (Fermio-
nen) lassen sich auch mit Photonen durchfiihren. Photonen sind Bosonen
mit Spin +4; ihr Spin, der einer Links- und Rechtszirkulation der Lichtpola-
risation entspricht, lasst sich auch durch zwei zueinander senkrechte, linear
polarisierte Wellen beschreiben. Damit sieht man sofort die Analogie zum
Zwei-Niveausystem des Spins. Fiir linear polarisierte Photonen lassen sich
nun schnell operierende Polarisatoren bzw. feste Polarisatoren mit verschiede-
nen Einstellungen, zwischen denen sehr schnelle Schalter hin- und herschalten
(in beiden Strahlen getrennt), einsetzen, mit denen die Winkeleinstellungen
bei A und B nach einem Zufallsprogramm durchgefiihrt werden. Dies ge-
schieht, wihrend die Photonen noch auf ihrer Flugbahn sind. Hier ist dann
die rdumliche Trennung der Detektion bei A und B gegeben. Die Messung
von Bob kann die von Alice nicht beeinflussen und umgekehrt.

Alain Aspect und Mitarbeiter [7] haben Anfang der achtziger Jahre des
20. Jahrhunderts solche Messungen an der Universitit Paris durchgefiihrt.
Die antikorrelierten Photonen (beziiglich ihrer Polarisation) stammen aus
optisch angeregten Cs-Atomen. Abbildung 7.7 zeigt die Messergebnisse. Die
gemessenen Koinzidenzen zwischen Messungen bei verschiedenen Polarisator-
einstellungen bei A und B zeigen eine extrem gute Ubereinstimmung mit der
quantenmechanischen Rechnung (+1 Standardabweichung).
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Auch weitere Experimente zur Korrelation bzw. Antikorrelation von
Fermion- oder Boson-Spins in einem verschrinkten Zustand des Typs (7.17)
zeigten immer wieder, dass die Bellschen Ungleichungen nicht erfiillt werden
kénnen. Die Quantentheorie in der vorliegenden Form beschreibt die Experi-
mente in ausgezeichneter Weise.

Wir miissen davon ausgehen, dass die quantenphysikalische Realitét nicht-
lokal ist. Es gibt offenbar keine sogenannten verborgenen Parameter, die un-
terhalb unserer Wahrscheinlichkeitsbeschreibung den verschrénkten Teilchen
eine lokale Realitét verleihen, und ihren ,Lebensweg” deterministisch vor-
schreiben.

7.2.2 ,,Welcher-Weg-Information‘ und Verschriankung:
ein Gedankenexperiment

Wir haben in Abschn. 7.1.1 gesehen, dass beim Streuexperiment zweier
gleichartiger Fermionen aneinander Verschrankung ihrer Spinfreiheitsgrade
die Interferenzterme der Streuamplitude flir Vor- und Riickwartsstreuung
zum Verschwinden bringt, wenn entgegengesetzte Spineinstellungen eine Un-
terscheidung zwischen eben den beiden Streuereignissen, Vor- und Riick-
wartsstreuung, erlaubt. ,, Welcher-Weg-Information®“ 16scht also die Interfe-
renzterme bei der Superposition der beiden gleichwertigen Streuereignisse
(Abb. 7.1) aus. Dies erinnert sofort an die Phinomene beim Doppelspalt-
Interferenzexperiment (Abschn. 2.4.2), wo die zusitzliche Beobachtung des
Weges, d. h. die Information iiber das Passieren des einen oder anderen Spal-
tes zum Verschwinden der Doppelspaltinterferenzen fiihrt. Haben wir es hier
etwa wiederum mit Verschrankung zweier Systeme, des beobachteten Teil-
chens und dem ,, Welcher-Weg"“-Detektor zu tun? Scully, Engbert und Walt-
her [8] haben 1991 ein Gedankenexperiment publiziert, das diesen Schluss
unmittelbar nahe legt. Auch wenn die experimentelle Bestétigung erst 1998
durch das Experiment von Diirr, Nonn und Rempe [9] geschah, wollen wir
das frithere Gedankenexperiment kurz beschreiben, weil es die wesentlichen
Zusammenhénge sehr klar zum Ausdruck bringt.

In diesem Gedankenexperiment, das wegen seiner detaillierten Darstel-
lung der experimentellen Anordnung auch durchgefiihrt werden kénnte, wird
die Interferenz eines Strahls von Rubidium (Rb)-Atomen an einem Dop-
pelspalt betrachtet. Atome bieten wegen ihrer internen Freiheitsgrade (ver-
schiedene Anregungszustinde der Elektronenhiille), im Gegensatz zu ,ein-
fachen Elektronen, Moglichkeiten der ,,Welcher-Weg“-Detektion. Regt man
z.B. durch eine geeignete Lichtwellenldnge (scharfe Spektrallinie aus einem
Laser) das dufere Valenzelektron des Rb-Atoms in einen langlebigen, soge-
nannten Rydberg-Zustand der dufleren Hiille an, so muss das Elektron durch
sukzessive ,, Abregung” zwischen verschiedenen anderen Zustédnden wieder in
seinen Grundzustand zurilickkehren. Lauft das angeregte Atom in dieser Zeit
durch einen Hohlraum-Resonator, dessen elektromagnetischen Resonanzzu-
stande (stehende Wellen des elektromagnetischen Feldes im Resonator) gera-
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de der Frequenz der abgestrahlten Strahlung des Rb-Atoms bei der Abregung
entsprechen, dann tritt durch Ankopplung des Atoms an den Resonator eine
stark {iberhéhte Abstrahlung, d.h. Abregung gegeniiber dem freien Raum
auf (stark tiberh6hte spontane Emission wegen hoher Dichte von vorhande-
nen elektromagnetischen Schwingungszustinden). Beim Passieren des Reso-
nators wird das Atom abgeregt und der Resonator gewinnt diese Energie als
ein Quant an Lichtenergie, einem Photon entsprechender Energie. Hochpra-
zise Messung der im Resonator vorhandenen Strahlungsleistung gibt dann
Auskunft dariiber, ob das Rb-Atom hindurchgeflogen ist, oder nicht. Fir
Rb-Atome entspricht einem fiir das Experiment brauchbarem Ubergang eine
Photonenenergie im sehr niedrigen Energiebereich der Mikrowellenstrahlung
mit der Frequenz von ca. 21 GHz. Sind schon sehr viele Mikrowellen-Photonen
wie bei klassischer thermischer Mikrowellenstrahlung im Resonator, dann
wird ein einzelnes durch die Rb-Atomabregung hinzukommendes nicht detek-
tierbar sein. Der Resonator muss also auf extrem niedriger Temperatur sein,
d. h. er darf nur ganz wenige, oder kein Photon enthalten, um ein zusétzlich
hinzukommendes zu registrieren. Nur dann kann durch Abregung eines Rb-
Atoms beim Passieren die ,, Welcher-Weg*-Information gewonnen werden. Un-
ter dieser Voraussetzung kann man sich also ein Doppelspaltexperiment mit
Rb-Atomen wie in Abb. 7.8 etwas vereinfacht so vorstellen: Rb-Atome wer-
den aus einem Ofen verdampft und durch ein Blendensystem in zwei Strahlen
aufgeteilt. Zwei Strahlen, beschrieben durch rdumlich eng begrenzte Wellen-
pakte, bewegen sich durch zwei sogenannte Maser-Mikrowellen-Resonatoren
(1) und (2) auf zwei Doppelspalte (1) und (2) zu, von denen die Wellenfunk-
tionen 11 und v die Ausbreitung der Teilchen in den freien Raum hinein
bis zu einem Detektionsschirm (flichenhaft aufgebauter Teilchendetektor) hin
beschreiben. Ehe die Rb-Atome in die Maser-Hohlraumresonatoren eintreten,
konnen sie durch einen Laserstrahl in den beschriebenen angeregten Zustand
gebracht werden. Ohne Laser-Einstrahlung sind sie im Grundzustand, kon-
nen kein Mikrowellenphoton in den Maser-Resonatoren abgeben, und eine
,, Welcher-Weg“-Information ist nicht moglich. Schaltet man jedoch den La-
serstrahl ein, dann regt er die Rb-Atome an, und beim Durchfliegen durch
Resonator (1) bzw. (2) gibt das Atom dort ein Mikrowellenphoton ab, ent-
weder in Resonator (1) oder in Resonator (2).

In unserer Bra-Ket-Schreibweise beschreiben wir die Zustdnde der Re-
sonatoren wie folgt: |1 0) bedeutet, dass ein Mikrowellenphoton (~21 GHz)
in Resonator (1) deponiert wurde, das Rb-Atom also diesen Resonator pas-
siert hat. |0 1) bedeutet, dass ein Photon in Resonator (2) erzeugt wurde,
in Resonator (1) jedoch keines. Was es genau bedeutet, ein Photon wurde
in Resonator (1) oder (2) erzeugt, werden wir in groferer Tiefe in Kap. 8
kennenlernen. Das Rb-Atom hat also den Weg (2) genommen. Die inneren
Zustinde des Rb-Atoms (vereinfacht als 2-Niveau Atom betrachtet) seien |g)
und |e) fiir den Grundzustand bzw. den angeregten Zustand. Aussendung
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P(r)

a) Atomwelle

Mikromaser
Cavity 1

Kollimatoren
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Abb. 7.8a,b. Gedankenexperiment zum Zusammenhang zwischen Verschran-
kung und ,,Welcher Weg“-Information bei der Doppeltspaltbeugung von
Rb-Atomstrahlen [8]. a Einfaches Doppelspaltexperiment mit einlaufendem Atom-
strahl, beschrieben als ebene Welle. Teilwellen aus den Offnungen bei r; und ro
interferieren. b Gleiche Versuchsanordnung wie in a) zu Erzeugung und Beobach-
tung der Doppelspaltinterferenz. Jedoch sind Apparaturen zwischen einlaufender
Atomwelle und Doppelspalt eingeschoben, die eine Auslesung ermdglichen, iiber
welchen Spalt (bei r1 oder r2 ) jeweils ein Rb-Atom lauft: Kollimatorblenden pré-
parieren aus der einlaufenden Atomwelle zwei begrenzte Teilbiindel, die ausschliefs-
lich durch zwei getrennte Hohlraumresonatoren (Cavities) von Mikromasern laufen.
Die Cavity-Resonanzen sind auf einen charakteristischen interatomaren Ubergang
lg) & |e), bei Rb-Atomen ca. 21 GHz, abgestimmt. Zur Auslesung der ,,Welcher
Weg“-Information werden die Atome vor Eintritt in die Mikromaser durch entspre-
chende elektromagnetische Strahlung aus dem Grundzustand |g) in den angeregten
Zustand |e) gebracht. Je nach Weg, den ein Atom nimmt, wird bei der Abregung
von |e) nach |g) ein HF-Photon in Cavity 1 oder Cavitiy 2 nachgewiesen

eines Mikrowellenphotons in einem der Resonatoren bedeutet also, dass am
passierenden Atom der Ubergang |e) — |g) (Abschn. 8.2.2) stattfindet.
Beschreiben wir die von den Doppelspalten (Abb. 7.8) ausgehenden Ku-
gelwellen der propagierenden Rb-Atome wie in Abschn. 3.1 durch die Am-
plituden ¢; = C'explik - (r — r;) — iwt] mit j = 1,2, so kénnen wir fiir grofse
Entfernungen des flichenhaften Detektors von der Doppelspaltanordnung ei-
ne gemeinsame Schwerpunktskoordinate R &~ r —ry &~ r — ro (Abb. 7.8)
einfiihren. Sei nun der anregende Laserstrahl ausgeschaltet, dann befinden
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sich alle Rb-Atome vor Passieren der Resonatoren im Grundzustand |g). Eine
,, Welcher-Weg“-Information kann nicht ermittelt werden, weil keine Photonen
in den Resonatoren deponiert werden kénnen. Der Zustand der Rb-Atome am
Detektor muss dann lauten:

¥ (R)) = % (11 (R)) + 2 (R))]1g) - (7.31)

Die Ortsdarstellung der Schwerpunktkoordinaten-Amplitude lautet somit

¢ (R) = (r[¢) % (l1 (R)) + [¥2 (R))] lg) - (7.32)

Damit ergibt sich die auf dem Detektorschirm beobachtete Auftreffwahr-
scheinlichkeit oder Intensitit zu

T= g =3 [0l + Wl + vt + ] Galo) . (733)
Wegen (g|g) = 1 und

Vi +P3hr = 2C% cosk - (r2 — 1) (7.34)

erhalten wir das wohlbekannte Doppelspalt-Interferenzmuster (3.5), das im-
mer dann auftritt, wenn wir nicht ermitteln, welchen Weg das Teilchen ge-
nommen hat.

Schaltet man jetzt die Laserstrahlung ein, und regt die Rb-Atome vor Pas-
sieren der Resonatoren in den Zustand |e) an, so geben sie beim Passieren
des Resonators (1) dort ein Photon ab, der Resonator geht in den Zustand
|1 0), bzw. auf dem Weg (2) ein Photon im Resonator (2), d.h. es liegt dort
der Zustand |0 1) vor. Wir erhalten durch Messung der Resonatorzustéin-
de ,,Welcher-Weg*-Information. Jetzt miissen wir den Zustand der Teilchen
am Detektor unter Beriicksichtigung der verschiedenen Resonatorzustande

schreiben:
1
) = 7 [[¥1) [10) + [2) [0 D] |g) - (7.35)

Hierbei wurde beriicksichtigt, dass die Rb-Atome nach Passieren der Reso-
natoren wieder im Grundzustand |g) sind.
In der Ortsdarstellung ergibt sich aus (7.35) die Wellenamplitude

g
Ve

und damit die Wahrscheinlichkeitsdichte bzw. Intensitat I auf dem Detektor-
schirm zu

¥ (R) (101 [10) + 15210 1)] |g) (7.36)

(161 + fal® + w92 (1010 1) + w591 (0111 0)) (glg) -
(7.37)

| —

1=y =
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Die Zusténde der beiden getrennten Resonatoren |0 1) und |1 0) mit jeweils
einem zusétzlichen Photon [wenn in Resonator (1), dann nicht in Resonator
(2) und umgekehrt| sind natiirlich orthogonal. Somit verschwinden in (7.37)
die Interferenzterme mit (1 0/0 1) und (0 1|1 0). Die Doppelspaltinterferenz
ist durch die Registrierung des Weges der einzelnen Atome verschwunden.
Genau das Phidnomen, das wir ohne Erkldrung in Abschn. 2.4.2 dargestellt
haben. Hier nun, in diesem Gedankenexperiment, erkennen wir die Ursa-
che fiir das seltsame Verhalten von Teilchen bei der Doppelspaltinterferenz.
Schalten wir die experimentelle Anordnung zur Ermittlung der ,,Welcher-
Weg“-Information ein (hier Laser und Mikrowellenresonatoren), so werden in
(7.35) die Teilchenzusténde [¢;) mit den Zustdnden der Resonatordetektoren
[10) und |0 1) verschrénkt. Zu detektierende Teilchen und Messapparatur
sind nicht mehr als getrennte Systeme zu betrachten. Sie unterliegen dem
typisch quantenphysikalischen Phanomen der Verschriankung. Nichtlokalitét
und Verschrankung erkliaren den Einfluss der Messapparatur auf die beobach-
teten Ergebnisse beim Doppelspaltexperiment. Wir werden sehen, dass dies
auch im ganz allgemeinen Zusammenhang der Messung, z. B. dem Kollaps
des Wellenpaketes (Abschn. 7.4) gilt.

7.3 Reine und gemischte Zustinde: Die Dichtematrix

Wir haben gesehen, dass Uberlagerungszusténde, wie bei der Doppelspaltin-
terferenz oder der Zweiteilchenstreuung durch Verschriankung mit weiteren
Freiheitsgraden, z. B. inneren Freiheitsgraden der interferierenden Teilchen
oder des Spins zum Verlust der Interferenzterme bei der Wahrscheinlichkeit
(Absolutquadrat der Amplituden) fiihren. Wir wollen diesen Ubergang von
den typisch quantenphysikalischen Interferenzen zu den klassischen Zustén-
den eines Systems, bei dem sich die Wahrscheinlichkeiten und nicht die Wahr-
scheinlichkeitsamplituden addieren, etwas genauer untersuchen. Dabei wird
uns die Einfiihrung eines neuen Operators, der Dichtematrix oder manchmal
auch (besser) als statistischer Operator bezeichnet, von grofsem Nutzen sein.

Zuvor wollen wir uns noch einmal klar vor Augen fiihren, was der Verlust
von Interferenztermen physikalisch bedeutet. Hierbei hilft uns eine weitere
Diskussion des Stern-Gerlach-Experimentes (Abschn. 5.5.1)

7.3.1 Quantenmechanische und klassische Wahrscheinlichkeit

Im Stern-Gerlach-Experiment wurde ein Atomstrahl von Silberatomen - na-
tiirlich sind auch andere Atome oder Teilchen denkbar — durch Verdampfen
aus einem Ofen erzeugt. Beim Durchfliegen der Atome durch ein stark inho-
mogenes Magnetfeld in z-Richtung tritt dann eine Aufspaltung in zwei Biindel
entsprechend den Spinzustédnden ||) und |1}, bezogen auf die z-Richtung des
Magnetfeldes, auf. Der Atomstrahl ist in die beiden Spin-Eigenzusténde se-
pariert worden, die jetzt als wohldefinierte quantenmechanische Zusténde in
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den beiden Strahlen vorliegen. Eine weitere Messung der Spinorientierung in
den Strahlen kann immer nur wieder Spin-up |1) oder Spin-down ||} ergeben.

Stellen wir uns jetzt vor, wir lassen den ersten Strahl, in dem nur Atome
mit dem Spin-Zustand |7) sind, durch ein statisches Magnetfeld By, auch in
z-Orientierung, fliegen und prégen den Atomen durch ein in z-Richtung (Lz)
anliegendes oszillierendes Magnetfeld B.. einen 7/2-Puls (Abschn. 6.5.2) auf.
Dieser 7/2-Puls klappt den Spin aus der z-Richtung in die x-Richtung um
und erzeugt so einen Uberlagerungszustand

1

sup \/5

in dem beide z-Spinorientierungen gleichwertig vertreten sind. Die Spin-
Drehachse liegt jetzt senkrecht zum statischen Magnetfeld By und rotiert
mit der Frequenz B} — E| = hwy um dieses (Abschn. 6.5.2). Wir haben in
(7.38) der Allgemeinheit wegen noch einen Phasenfaktor exp(ia) zugelassen,
der durch Details der Experimentfiihrung bestimmt ist.

Wir kénnen fiir den Uberlagerungszustand die Erwartungswerte (3,.), (3,),
(8.) ausrechnen, d.h. die Mittelwerte der verschiedenen Spinkomponenten,
die sich ergeben, wenn wir viele Messungen der Spinorientierungen in z,y, z-
Richtung am Strahl nach Passieren der experimentellen Anordnung durch-
fithren (Messung an einem Ensemble). Es ergibt sich:

|s) (1) + e 1L) (7.38)

(5:) = 5h(62) = 3 ({11 + e (U &= (I1) + & 1)

= (TN = e (L + e (N (D) =0 (7.3%)
(82) = 5h{0x) = 7 (11 + e (1) & (1) + € 1)

= R+ () (1) + e 1)

= 2R (110 + (11T ¢+ e {111 + {UID)

_ %heosa (7.39b)
(52) = 5B (03} = 30 ({11 + <7 (L) &y (1) + € [1)

= Th ({1 e (U]) (1) +ie 1))

_ %hsma. (7.39¢)

Hierbei werden die Beziehungen (7.25) fiir die Spinoperatoren verwendet.
Die Messwerte des Spins in z,y und z-Richtung (7.34) sind Mittelwerte,
die fiir den Quantenzustand (7.38) ausgerechnet wurden, in dem |7) und |])
gleichwertig vertreten sind. In diesen Mittelwerten ist die maximale Kenntnis
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iiber den Quantenzustand enthalten. Da das quantenphysikalische Geschehen
inhirent statistisch ist, ausgedriickt durch die Uberlagerung von 1) und |])
n (7.38), kénnen nur Erwartungs- oder Mittelwerte (7.39) als Messergebnisse
an einem Ensemble gewonnen werden, d. h. wir miissen ein- und dieselbe Mes-
sung viele Male am gleichen System wiederholen und die Messzahlen mitteln.
Dieses statistische Geschehen ist dem quantenphysikalischen Geschehen in-
hérent, es macht keinen Sinn, mehr Information als durch den Zustand (7.38)
gegeben, zu fordern.

Betrachten wir nun den Fall, dass wir den Atomstrahl, der aus dem Ofen
kommt, nicht durch eine Stern-Gerlach-Apparatur zur Praparation einer fes-
ten Spineinstellung |1) oder |]) laufen lassen, sondern gleich mit einem Spin-
auflosenden Detektor die Spineinstellung in z-Richtung messen. Da beide
Spineinstellungen |1) und ||) mit gleichgrofser Wahrscheinlichkeit aus der
Quelle ausgesendet werden, miissen wir in 50% der Fille den Zustand |1) und
in den anderen 50% ||) detektieren. Man kénnte das Gleiche an einem Atom-
strahl messen, bei dem die beiden Strahlen |T) und ||) des Stern-Gerlach-
Versuchs wieder 1:1 gemischt werden. Der Spin-Mittelwert in z-Richtung aus
vielen Messungen ergibt sich damit zu:

(5:) = 5 (11311 + 5 (152 11) = sz (sl . (740)

Diese Mittelwertbildung, durch oberen Querstrlch gekennzeichnet, enthélt die
inhérent quantenphysikalische Mittelung (1|5.]7) bzw. (||5.]]), aber auch die
Mittelung iiber Wahrscheinlichkeiten p; (hier p; = py = p; = %), die dem
Rechnung tragen, dass wir aufgrund nicht durchgefiihrter Spin-Préaparation
mittels einer Stern-Gerlach-Anordnung nicht wissen, wie der quantenmecha-
nische Ausgangszustand ist. Diese Mittelung beruht also auf einer Unkenntnis
iiber das System, die durch mégliche Zusatzinformation zu beheben wére. Die
Wahrscheinlichkeiten p; in (7.40) sind klassische Wahrscheinlichkeiten. Die
auf vermeidbarer oder gewiinschter Unkenntnis tiber das System beruhen,
so wie wir das aus der klassischen statistischen Physik komplexer Systeme
kennen. Wir interessieren uns dort einfach nicht fiir den Weg eines einzelnen
Molekiils, wenn uns statistische Grofsen wie Temperatur oder Druck eines
Gases interessieren.

Analog zu (7.40) konnen wir auch die statistischen Mittelwerte (5,) und
(3y) ausrechnen, die wir als mittlere Messwerte des Spins an den 1:1 ge-
mischten Atomstrahlen oder dem nicht vorpolarisierten (Stern-Gerlach Fil-
ter) Strahl erwarten.

Fiir die gemischten Strahlen, bzw. den nicht-polarisierten Strahl erhalten
wir:

2 1 1
(52) = i il 8a ) = 5 (118 11) + 5 (1152 1)
i=1

l\DI;*

—5 (Gum-zam) o, (7.41a)
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()

<T|sm|T> <l|§m|l>=Z(<T|6mIT>+<ll6m|l>)
(T4 + (L) =0 (7.41D)

IS

und analog
(54) =0. (7.41c¢)

Im gemischten oder unpolarisierten Strahl treten alle Spinpolarisationen
mit gleicher (klassischer) Wahrscheinlichkeit wie ihre entgegengesetzten Po-
larisationen auf, die Mittelwerte (5.), (55), (5,) verschwinden, im Gegensatz
zu den quantenmechanischen Mittelwerten (5,) und (,) (7.39b, 7.39¢c) ge-
messen an einem wohlpraparierten Quantenzustand (7.38), iiber den wir alle
iiberhaupt nur mogliche Informationen haben.

Wir miissen also streng unterscheiden zwischen Systemen und deren Zu-
stdnden, die maximal bestimmt sind nach den Gesetzen der Quantenmecha-
nik und Systemen, in denen reine quantenmechanische Zustdnde, bestimmt
durch eine vorherige Messung, gemischt auftreten. Erstere Zusténde, die iden-
tisch sind mit allen bisher betrachteten Quantenzustinden heifsen reine Zu-
stinde. Letztere Zusténde, bei denen eine prinzipiell mogliche Information
nicht gegeben ist, sondern nur (klassische) Wahrscheinlichkeiten p; angeben,
wie haufig echte Quantenzustinde im Systemensemble auftreten, heifien ge-
mischte Zustinde. Haufig wird als Beispiel fiir einen gemischten Zustand
ein Ensemble betrachtet, an dem eine Messung vorgenommen wurde, durch
das das System in die quantenmechanischen Eigenzustdnde des Messopera-
tors iibergeht, die aber nicht registriert werden.

Sei A eine Observable, die durch den Operator A beschrieben werde, und
sei das System im reinen Zustand |¢), der durch eine Messapparatur pré-
pariert wurde, dann erwarten wir bei Messung von A den Mittelwert eines

reinen Zustandes R A
(A) = (Wl Aly) - (7.42)

Noch einmal prézise gesagt, bedeutet dies, wir erhalten den Mittelwert (/l),
indem wir an einem Ensemble im Zustand |¢) die A-Messung viele Ma-
le durchfiihren und die erhaltenen Messwerte fiir A mitteln. Nach dieser
A-Messung liegen dann Eigenzusténde |n) des Operators A mit

Aln) = A, n) und |¢) = Zan |n) (7.43)

vor. |a,|? ist die Wahrscheinlichkeit, mit der der Zustand |n) vorliegt. Wir
haben es hier mit einer Mischung von Eigenzustinden |n) zu tun, die
mit einer Wahrscheinlichkeit p, = |a,|? im gemischten Ensemble vorkom-
men.

Fiihren wir jetzt eine B-Messung (Operator B) durch, dann muss der Mit-

telwert (B) errechnet werden, indem man die quantenmechanischen Mittel-
werte (n|B|n) noch einmal mittelt mit den Wahrscheinlichkeiten p,, = |an|?,
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mit denen die Zusténde |n) im Ensemble auftreten:

(B) = pn(n|Bln) . (7.44)

(B) mit eckiger Klammer und oberem Balken driickt die zweifache Mittelung,
die quantenmechanische und die klassische iiber die p,-Verteilung aus.

Noch einmal zusammengefasst: Bisher wurden quantenmechanische Mit-
telwerte wie (1| A1) an einem Ensemble von N Systemen ausgerechnet, die
alle im gleichen (reinen) Zustand |¢) waren. Haben wir es mit einem gemisch-
ten Zustand zu tun, dann liegt ein Ensemble von N Systemen vor, von denen
n < N im Zustand |n) sind. p, = n/N ist dann fiir grofe Zahlen, die Wahr-
scheinlichkeit, mit der der Zustand |n) im gemischten Ensemble vertreten ist.
Die Mittelwertbildung fiir eine B-Messung muss dann nach (7.44) erfolgen.

Konnen wir jetzt eine formal einheitliche Rechenvorschrift zur Ermittlung
eines Mittelwertes fiir eine Observable finden, die nicht Notiz davon nimmt,
ob das System-Ensemble rein oder gemischt ist? Dies beschéiftigt uns im
folgenden Abschnitt.

7.3.2 Dichtematrix

Zum Auffinden einer gemeinsamen Darstellung von Erwartungswerten einer
Observablen in gemischten und reinen System-Ensembles starten wir vom
Mittelwert einer Observablen B in einem gemischten Ensemble (7.44) und
wenden die Vollstdndigkeitsbeziehung fiir ein beliebiges Orthonormalsystem
{]#)} (4.69a) an:

(B)=)_pu(n|Bln) = an (nli) (i| B |n) =sz' {nli) il Bln) . (7.45)

Hierbei wurde p,, durch p; ersetzt, weil (n|i) = d,; gilt. Wir definieren jetzt die
Dichtematrix oder besser den Statistischen Operator p (der Operator p
ist nur in bestimmten Darstellungen eine Matrix) durch

p= Zpi /i) (il |- (7.46)

Damit schreibt sich der Mittelwert (7.45)

(By =" (n|pB]n) . (7.47)

n

ﬁB ist ein Operatorenprodukt, bei dem zuerst B und anschliefend noch ein-
mal j auf einen gewissen Zustand, ein Ket, wirkt. (n|pB|n) sind bei einem
diskreten Orthogonalsystem {|n)} die Diagonalglieder der aus B gebildeten
Matrix (Abschn. 4.3.1). Den Ausdruck (7.47), der durch Summation iiber
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die Diagonalglieder einer Matrix entsteht, nennt man Spur (Sp) oder im
Englischen Trace (Tr) dieser Matrix. Ein besonderer Name ist angebracht,
weil fiir hermitesche Matrizen (Operatoren) die Spur unabhéngig davon ist,
in welchem Orthogonalsystem {|n)} wir sie ausrechnen. Man sieht dies sofort
ein, weil wir solche Matrizen in Diagonalform transformieren kénnen, wo dann
die Eigenwerte der Matrix gerade die Elemente der Diagonale darstellen (Ab-
schn. 4.3.1). Die Eigenwerte sind eindeutig der Matrix zugeordnet und ihre
Summe ist charakteristisch fiir die Matrix. Damit schreibt sich der Mittelwert
(7.47) iiber ein gemischtes Ensemble, unabhingig vom Eigenfunktionssystem

(B) = Sp (ﬁB) . (7.48)

Wir sehen sofort, dass die Schreibweise (7.48) auch den Erwartungswert ei-
ner Messung A an einem reinen Zustand (Ensemble) ergibt. Im Falle eines
reinen Zustandes gibt es im Ensemble nur einen Zustand [¢), d.h. bis auf
ein spezielles py = 1 verschwinden alle anderen p,,. Die Dichtematrix fiir den
reinen Zustand |¢) lautet damit

ﬁrein = |¢> <¢| . (749)

Wir fithren nach der Vorschrift (7.48) die Mittelwertbildung in einem belie-
bigen Orthogonalsystem {|n)} durch

(4) =8p (preind) = 3 (nlreind ) = 3 (nfe) (vl An)

n

=" (Wl Aln) nly) = (W] AJy) . (7.50)

Wie erwartet, ergibt die Spurbildung von ﬁreinfl genau den quantenmechani-
schen Mittelwert, den Erwartungswert der Messgrofe A im reinen Zustand
|1). Die Definition der Dichtematrix (7.46) bzw. (7.49) oder besser des sta-
tistischen Operators p liefert also sowohl fiir reine wie gemischte Systeme
mittels (7.48) bzw. (7.50) die richtigen Ausdriicke fiir die in einer Messung
zu erwartenden mittleren Mess(Erwartungs)werte.

Die Dichtematrix enthélt offenbar alle Information iiber den Zustand eines
Quantensystems, fiir einen reinen Zustand genauso wie die Wellenfunktion )
oder der Zustand [¢). Wir kénnen z. B. auch die Aufenthaltswahrscheinlich-
keitsdichte fiir ein Teilchen an einem Ort r, P(r) = ¢)*t¢, durch p darstellen,
indem wir die Diagonalelemente von p in der Ortsdarstellung |r) hinschreiben

(r[ plr) = (r|y) (fr) = ¢ (r) P (r) . (7.51)

Mittels des Projektionsoperators P, = |r)(r|, der auf den Ortszustand |r)
projeziert, ergibt sich wiederum ein Spur-Ausdruck iiber die Dichtematrix
fiir die Aufenthaltswahrscheinlichkeitsdichte P(r):
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P (x) =" = Sp (Prp)
= (nlr) (x[) (¢n)
n

= 3" (xl) (wln) (nlx) = (el (W) ; (7.52a)

d. h. es gilt auch
W = Sp (Prﬁ) . (7.52b)

Mittels der Dichtematrix kénnen wir weiter ein Kriterium aufstellen, ob
ein Zustand rein oder gemischt ist.
Fiir reine Zustiande gilt

Prein = [¥) (Y], (7.53a)
Prein = 10) (@) (Y] = Prein - (7.53b)

Stellen wir prein in einem beliebigen Orthogonalsystem |n) dar und bilden
die Spur, so gilt

SP prein = Y (nlth) (W|n) = (¢¢) = 1, (7.53¢)

n

Sp ﬁ?ein = Sp ﬁrein =1. (753(1)

Fiir gemischte Zustande gilt

h= an [n) (n], (7.54a)

n

wenn das gemischte Ensemble aus jeweils Zustdnden |n) besteht, die mit den
Wahrscheinlichkeiten p,, vertreten sind.

Spp = an iln) (nli) an (nlé)
= an n|n an =1, (754b)

Spp® = Sp (anpm [n) (n|m) <ml>

nm

= Sp (anpm |TL m| 5nm> an |TL TL|
Spp® = an <1. (7.54c)

Wiihrend also fiir reine Zustinde die Spuren von p und p? beide identisch
gleich 1 sind, gilt dies bei gemischten Zusténden nur fiir Sp p. Sp p? < 1 folgt
wegen p, < 1.
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Weil das Spin-System mit seinen beiden Eigenzustédnden |T) und |]) beson-
ders einfach zu iiberschauen ist, wollen wir hierauf abschlieffend noch einmal
den Formalismus der Dichtematrix anwenden. Gegeben sei ein allgemeiner

Spinzustand
|8>=a|T>+bll>=a(é>+b(?)=(Z) : (7.55)

wobei wir die Vektordarstellung in den Eigenvektoren der &,-Komponente
gewahlt haben.
Der reine Zustand (7.55) hat in dieser Darstellung eine Dichtematrix

6= () @)= (e ) (7.50)

Nach den Regeln der Matrixmultiplikation (Abschn. 4.3.1) sehen wir sofort,
dass |s)(s| in der Tat eine Matrix ergibt. Man unterscheide hiervon klar das
Skalarprodukt der beiden Zusténde:

(ss) = (a*b*) (Z) =a*a+bb. (7.57)

Wéhrend Ausdriicke der Form (t]1)) immer skalare Zahlen darstellen, sind die
»Schmetterlingsgebilde® [1) (1|, gebildet aus zwei Hilbert-Vektoren, immer
Operatoren oder Matrizen.

Betrachten wir zur Ubung noch die Dichtematrizen des reinen Spin-
Superpositionszustandes (7.38) und des gemischten Zustandes, wo die Atom-
strahlen mit Spin-up- |7) und Spin-down-Orientierung ||) zu 50%
(p1 = p) = %) gemischt werden.

Fiir die Dichtematrix des reinen Zustandes (7.38) gilt [Man beachte die
Rechenregel (7.9) fiir die Darstellung zu 4,]:

(1T + e [0) (1 + e (Ul
(D) (11 103 (L) + 5 (7 1) (L + 1) ¢1)

1 10 L 0 (01) 1 0 (00
(0)(10)+§(1)(01)+§e (00)+§e (10)
1/10),1(0 e@\ 1(1 o
_5(01)+§<ei0‘0 )_ﬁ(eio‘l ) (7.58)

Prein =

N = N =N =
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Die Dichtematrix des gemischten Zustandes stellt sich dar als

p=prD T+l (=

N | =

=3y 1) @5

Beim gemischten Zustand (7.59) fehlen in der Dichtematrix, verglichen mit
dem reinen Zustand (7.58), die Interferenzterme mit der Phaseninformation
exp(£ia). Die Dichtematrix driickt den Sachverhalt sehr klar aus, den wir
auch schon bei der Errechnung der Mittelwerte einer Observablen in einem
reinen und einem gemischten Ensemble (Abschn. 7.3) gesehen haben. Im
gemischten Ensemble gibt es keine Interferenzen, die typisch fiir kohdrente
quantenmechanische Zusténde sind. Gemischte Ensembles verhalten sich wie
klassische Systeme. Die Dichtematrix hat nur noch Diagonalglieder, wie wir
an den Matrixdarstellungen in den Spineigenschaften zu &, in (7.58) und
(7.59) sehen.

Ubergang von einem reinen Superpositionszustand in einen gemischten
(klassischen) Zustand bedeutet also, dass die Dichtematrix ihre Nichtdia-
gonalglieder verliert. Im gemischten Zustand werden Wahrscheinlichkeiten
addiert, wiahrend im reinen Zustand Amplituden addiert werden und die Ab-
solutquadratbildung Interferenzterme auf der Nichtdiagonalen der Dichtema-
trix verursacht.

Weil

2

1 .
— / et %da =0 (7.60)
27

0
gilt, konnen wir auch sagen, der reine Zustand (7.58) geht in den gemischten

(7.59) iiber, indem tiber die Phasen der Interferenzterme gemittelt wird:

2

1
2_/d04,5rein- (761)

™
0

P

7.4 Quantenumwelt, Messprozess und Verschrinkung

Wir haben in Abschn. 7.2.1 gesehen, dass sich die quantenphysikalische Rea-
litdt durch Nichtlokalitdt auszeichnet. Alles ist mit allem verbunden oder
praziser gesagt verschrankt. In physikalischen Experimenten wollen wir im
Allgemeinen aber nur Aussagen iiber ein bestimmtes Subsystem der gesam-
ten Realitdt machen. Wenn uns die Anregungszustinde eines Atoms interes-
sieren, dann wollen wir keine Notiz davon nehmen, wie das Atom in einem
Festkorper gebunden ist, oder wie es in einer Ionenfalle durch elektromagne-
tische Felder lokalisiert ist. Es ist im Wesen der physikalischen Betrachtungs-
weise der Welt, dass wir Systeme zu ihrer mathematischen Beschreibung von
ihrer Umgebung gedanklich separieren. Dies ist der Kern der physikalischen
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Abstraktion, die zu den unerhorten Fortschritten im physikalischen Denken
gefiihrt hat. Selbst im physikalischen Messprozess, der ja mehrmals in diesem
Buch als ein Kollaps des Wellenpaketes in einen Eigenzustand des Operators
der Messgrofe beschrieben wurde, wird von der Existenz und Einwirkung des
Messapparates auf das Gesamtsystem abstrahiert.

Welche Konsequenzen hat das gedankliche und experimentelle Ausschal-
ten der Umgebung, in die das zu betrachtende Subsystem eingebettet ist, mit
der es wegen seiner Verschrankung, d.h. der Nichtlokalitdt der Quantenwelt
verbunden ist, auf unsere Wahrnehmung und physikalische Beschreibung?
Dieser subtilen Fragestellung wollen wir im Folgenden etwas weiter auf den
Grund gehen.

7.4.1 Subsystem und Umwelt

Um das Wesen der physikalischen Abstraktion, der Beschrédnkung auf ein ma-
thematisch beschreibbares Subsystem, etwas tiefer zu ergriinden, betrachten
wir ein System, das aus zwei Subsystemen (1) und (2) besteht. Ein Quanten-
zustand des Gesamtsystems werde beschrieben durch

) = chm ), |m>2 . (7.62)

nm

Herbei sind |n); und |m)2 Orthonormalsysteme der beiden Teilsysteme, die
iber die Matrix {c,.,} miteinander verkoppelt sind. Diese Verkopplung be-
deutet Verschréankung, denn wir kénnen im Allgemeinen |¢) nicht durch ein
Produkt nur aus Zustédnden des Systems (1) und des Systems (2) darstellen.
Dies wére nur moglich, wenn ¢, = a, [, darstellbar wiare. Dann konnten
wir schreiben:

Zanﬁm In), [m), <Zan |n) )(Zﬁm m) ) : (7.63)

Wir hitten es dann mit zwei (in der Abstraktion) entkoppelten Systemen
(Abschn. 5.6.1) zu tun. Die Dichtematrix fiir das reine Ensemble des Ge-
samtzustandes (7.62) lautet

p=1) W= Z CrmCnrms M) [M)g 1 (0] (M . (7.64)
Betrachten wir jetzt das System (2) als die nicht interessierende Umgebung,
in die das System (1) eingebettet ist. Wir sind an einer Messgrofe A nur am
Subsystem (1) interessiert. Nach den Rechenregeln von Abschn. 7.3.2 rechnen
wir den Erwartungswert (A) durch Spurbildung iiber pA aus, wobei A nur in
die Spurbildung tiber das System (1) eingeht, d. h.

(4) = Sp,Spy (p4) = Sp, [(Sp2p) 4] - (7.65)
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Die Spurbildung Sp,p beriicksichtigt nur Zusténde des Subsystems (2), sie
reduziert die gesamte Dichtematrix p zu einer reduzierten Matrix preq, die
dann fir die Mittelwertbildung von (A) relevant ist.

Es gilt damit durch Spurbildung nur im System (2)

Pred = Spap = Z CmCprme 1)1 1 (] (i[12) 5 o (m]3)

7:7,7,777,,
n'm

= Z CrmCrme )1 1 (N[ (M [3) (i]m),

inm
! !

= Z CamChyrm |) 1 1 ('] (7.66a)

nn’m

Benennen wir

P’ = D CamChim - (7.66D)

m

so stellt sich die reduzierte Dichtematrix dar als

Pred = ann’ |n>1 1<nl| : (7.66¢)

Verglichen mit der Dichtematrix eines gemischten Zustandes (7.46) und
(7.54a) bemerken wir eine grofe Ahnlichkeit. Offenbar hat die Verschriinkung
mit Teilsystem (2), der Umwelt, bewirkt, dass in der fiir die Mittelwertbildung
(A) in Teilsystem (1) relevanten Dichtematrix freq statt |n)(n| die allgemeine-
ren Kombinationen |n)(n/| auftreten. Wir vermuten, dass die Matrixelemente
Pnn klassische Wahrscheinlichkeiten sind, die durch den Verzicht von Infor-
mation tiber Teilsystem (2), die Umwelt, zustande kommen.

Wir errechnen zur Bestétigung den Mittelwert (A) (7.65), d.h. den Er-
wartungswert einer A-Messung, wenn Teilsystem (2) aus der Betrachtung
ausgeschlossen wird.

(4) =901 (Pread ) = 37 ComC (i) 10/ A i)

= 3 im0l A ) (i),

nm
!

Z Cnmc:um1<n/|/i|”>1 = ann’1<”l| fl|n>1 :

nn’'m nn
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In der Tat stellt sich (A) dar als eine Summe iiber quantenmechanische Ma-
trixelemente 1 (n’|A|n);, die im Vergleich zum Mittelwert in einem reinen
Ensemble auch Nichtdiagonalelemente der Matrix enthélt. py,  sind damit
Wahrscheinlichkeiten fiir das Auftreten von 1(n/|An); bei der A-Messung
am Ensemble.

Alles sieht so aus, als ob wir es fiir die A-Messung mit einem gemischten
Ensemble zu tun hitten, indem wir das Teilsystem (2) aus unserer Betrach-
tung ausgeschlossen haben.

Zum Beweis berechnen wir Sp; p2 4, weil der Ausdruck im Falle Sp; p2,; < 1
einwandfrei das Vorliegen eines gemischten Ensembles belegt.

Splﬁ?ed = Sp; ann/pw/ In)y 1<nI|V>1 (V]

/
nn
vv

Z PrnsPuvr (i]1) 1<n/|’/>1 1<V/|i>

inn’
’

vv
= > powpowry (V18) (i) (),
inn/’
vv
= ann’pw/éu’nén’u = ann/pn/n <1. (7.68)
nn’

/
nn/
vv

Die letzte Schlussfolgerung in (7.68), némlich Sp;p%,; < 1 beruht wegen
Enn/ Pnns = 1 auf der Interpretation von p,, als klassischen Wahrschein-
lichkeiten mit p,,» < 1.

Aus (7.68) ist unmittelbar klar (Abschn. 7.3.2), dass das Auferachtlassen
der Umwelt (Teilsystem 2) bei der Ermittlung des Messergebnisses (A) nur
am Subsystem (1) zu einem gemischten Ensemble fiir die A-Messung fiihrt.

In der Realitdt haben wir zumeist eine Situation wie die hier beschriebene,
nédmlich Vernachlassigung von ,,Umweltsystemen bei der Messung an einem
speziellen physikalischen System, das uns interessiert.

Es hat sich in der Literatur ein modischer Term fiir diesen Sachverhalt
eingebiirgert, dass ein betrachtetes Quantensystem an weitere Freiheitsgrade
der Umgebung (nicht beobachtet) angekoppelt ist. Man bezeichnet sie als
offene Quantensysteme. Das Gesamtsystem, das im Experiment beobach-
tete (1) (auf das der Operator A wirkt) und das der Umgebung (2) zusammen
genommen, bezeichnet man als ein geschlossenes System.

Da in den meisten Féllen die Quantensysteme, die wir im Experiment
untersuchen, an eine Umgebung (von der Betrachtung ausgeschlossen) ange-
koppelt sind, haben wir es mit offenen Systemen zu tun. Gemischte Zustands-
ensembles sind deshalb der iibliche Fall, der uns im Experiment begegnet.
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7.4.2 Offene Quantensysteme, Dekohirenz und Messprozess

Nach dem, was wir iiber offene und geschlossene Systeme bisher gelernt ha-
ben, erwarten wir, dass in einem offenen System kohédrente Superpositionszu-
stdnde durch Ankopplung an die, meist in der Beschreibung vernachléssigte,
Umgebung nur endlich lange existieren konnen. Wir wollen uns diesen Pro-
zess der Dekohdrenz eines quantenmechanischen Superpositionszustandes
etwas genauer ansehen. Dazu betrachten wir ein 2-Niveau-Atom mit den bei-
den Energie-Eigenzustédnden |g) und |e), wie in Abschn. 7.2, in einer Umge-
bung, z. B. einem elektromagnetischen Feld. Die Umgebung (Environment E)
beschreiben wir global durch einen komplizierten Quantenzustand |E). Die
Zeitentwicklung dieses Zustandes sei durch eine unitire Transformation U ()
beschrieben (Abschn. 4.3.5).

Nach einer gewissen Zeit t stellt sich dann die Zeitentwicklung der Zu-
stdnde wie folgt dar:

U(t)

9)1E) 22 19) 1Bo (1) (7.69a)
ey [B) 29 Je) 1By (1) (7.69b)

Hierbei haben wir angenommen, dass am Anfang der Umgebungszustand
|E) vorlag, der sich mittels U (t), wihrend der Zeit ¢, in die Zustiinde |Ep)
bzw. | E1) entwickelt, je nachdem ob wir es mit der Ankopplung des atomaren
Grundzustandes |g) oder des angeregten Zustandes |e) an die Umgebung
zu tun haben. Die atomaren Zustinde |g) und |e) als Eigenzusténde des
Hamilton-Operators des betrachteten (offenen) Subsystems sollen sich also
in dieser einfachen Betrachtung nicht &ndern.

Betrachten wir jetzt einen kohdrenten Superpositionszustand des Atoms
aus |g) und |e), den wir durch Einstrahlung eines 7/2-Pulses mit der Fre-
quenz (E. — E,)/h = w (Abschn. 6.5.1) erzeugen, so ergibt sich folgende
Zeitentwicklung fiir den Superpositionszustand alg) + Ble) (a = 8 fiir exak-
ten m/2-Puls)

(alg) +B1e)) 1B) 22 alg) | o) + Ble) | Br) - (7.70)

Der aus dem Superpositionszustand des offenen Systems nach der Zeit ¢ her-
vorgegangene Zustand ist ein mit den Umgebungszustidnden verschrankter
Zustand (siehe Abschn. 7.2), bei dem der atomare Zustand und der der Um-
gebung nicht mehr als entkoppelt betrachtet werden kénnen.

Die Dichtematrix fiir den verschriankten Zustand (7.70) des geschlossenen
Systems (2-Niveau-Atom und Umgebung) lautet

p = (ag) [Eo) + Ble) [ En)) (a” (g] (Eo| + B (e| (En])
= aa” |g) (g||Eo) (Eo| + 837 |e) (e] | Ex) (Ex|
= af”|g) e[ |[Eo) (Er| + Ba” |e) (g [Er) (Eo| - (7.71)
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Da wir jedoch nicht an der Umgebung interessiert sind, sondern nur am
2-Niveau-Atom (offenes System), ist die hierfiir relevante Dichtematrix die
reduzierte Dichtematrix pred, die durch Spurbildung iiber die Umgebungszu-
stdnde aus (7.71) hervorgeht (Abschn. 7.4.1). Fiir diese Spurbildung stellen
wir uns die Umgebungszustinde |Ey) und |E;) nach irgendeinem Orthonor-
malsystem |i) entwickelt, vor:

[Eo) = 3 coili) (7.72a)
|Er) = Z cii i) - (7.72b)

Noch ein Wort zu den komplizierten Umgebungszusténden: |Ey) und |E)
sind im Allgemeinen nicht orthogonal zueinander. Sie kénnen, zumindest fiir
kleine Zeiten nach Préiparation des Superpositionszustandes (7.70), sehr &hn-
lich sein und wenig voneinander abweichen. Im System [i) fiihren wir die
Spurbildung zur Berechnung von preq iiber die Umgebung durch:

pa = Sppp = 00" |g) (g] D (i1 o) (Eoli)
+ 88" fe) (el 3 (1E) (Bl
+a8"lg) (el Y- (lEo) (Erli

+ 8o [e) (gl Y (I} (Boli) (7.73)

Wir wenden fiir das System |i) die Vollstdndigkeitsrelation in der Form
> (Eoli) (il Ex) = (Eo| Ev) (7.74)
an und erhalten aus (7.73)
prea = Sppp = aa” |g) (g] + 56" |e) (|

+af|g) (el (E1|Ep)
+ pa” [e) (g] (Eo| Ex) - (7.75)

Jetzt stellen wir die Hilbert-Vektoren |g) und |e) wie Spinoren in der einfa-
chen 2D-Schreibweise dar als

9=(o) lo=(7)- (7.76)
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Damit folgt fiir die ,,Schmetterlingsoperatoren®:

it = (o) 10 = (50) (7.7
lg) (e| = ((1)) (01)= (8(1)) : (7.77b)

bzw. dhnliche Beziehungen fiir |€)(e| und |e){g|, die in den 2D-Matrizen Ein-
sen auf der unteren Diagonalen bzw. unten links (Nichtdiagonale) ergeben.

In der Matrixschreibweise folgt die reduzierte Dichtematrix pyeq fiir das
offene 2-Niveau-System damit als

laf? af* (E1|Eo)
B (BolB) 18P ) (7.78)

Solange die Umgebungszustiande |Ep) und |E;) nicht orthogonal zueinan-
der sind, hat diese Dichtematrix fiir das offene System des 2-Niveau-Atoms
Nichtdiagonalglieder. Wir haben es immer noch mit einem kohéarenten Super-
positionszustand der Zustidnde |g) und |e) zu tun. Hierzu erinnern wir an die
Dichtematrizen (7.58) und (7.59), bei denen der reine Spinzustand in seiner
Dichtematrixdarstellung (7.58) auf der Nichtdiagonalen die Phasenfaktoren
exp(+tia) enthielt, wihrend der gemischte Zustand durch eine Diagonalma-
trix ohne Nichtdiagonalglieder (7.59) dargestellt wird. Die Diagonalglieder,
beide 1/2, sind dabei gerade die Wahrscheinlichkeiten, mit denen die beiden
Spineinstellungen im Gemisch gefunden werden.

In gleicher Weise stellen |a|? und |3|? in (7.78) die Wahrscheinlichkeiten
fiir das Vorliegen der Zusténde |g) und |e) im Falle eines Gemisches dar,
wéhrend die Nichtdiagonalglieder a8*(FE1|Ey) bzw. Sa*(Ey|E1) die Phasen-
beziehung im kohérenten Superpositionszustand (7.70) représentieren.

Wiéhrend wir zum Anfangszeitpunkt der Praparation des Superpositions-
zustandes (7.70) noch von ein und demselben Umgebungszustand |E) ausge-
hen, entwickelt sich dieser durch die Ankopplung an die jeweils verschiedenen
Zusténde |g) und |e) immer starker in zwei verschiedene Zusténde |Ep) und
|E1). |Ep) und |E7) werden dabei in der Zeit graduell immer unéhnlicher, bis
sie schlielich keinen Uberlapp mehr zeigen und orthogonal zueinander sind.
Wir haben es also mit einer Zeitentwicklung

Pred = SPpp = (

(BIE) =172 (Bo|E) =0 (7.79)

zu tun, die man ndherungsweise durch ein exponentielles Abklingen des Ska-
larproduktes der Umgebungszustédnde beschreibt:

(Bo ()| By (1)) = e (7.80)

G.M. Palme et al. [10] und W. Unruh [11] haben in einer Modellrechnung ein
2-Niveau-System an eine Umgebung von harmonischen Oszillatoren angekop-
pelt und in der Tat exponentielles Verschwinden der Phasenfaktoren (7.80)
in der Dichtematrix des offenen 2-Niveau-Systems gefunden.
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Man nennt diesen Prozess, bei dem ein reiner Superpositionszustand
durch Verschrankung mit der Umgebung in einen gemischten Zustand {iber-
geht, Dephasierung. Dephasierung fithrt zur Dekohdrenz und die charak-
teristische Zeit 7 = 1/v in (7.80), in der dies geschieht, heift Dephasie-
rungszeit. In den meisten Féllen, soweit wir bisher wissen, ist die Zeit sehr
kurz, z. B. in der Groéfenordnung von 10~ '2s fiir Elektron-Loch-Anregungen
in Halbleitern [12]. In anderen Fillen geringerer Ankopplung an die Umge-
bung, wie z. B. bei Kernspins (Abschn. 6.5.3) in paramagnetischen Atomen,
kann sie bis zu Werten von 10~*s anwachsen.

Von der Dephasierungszeit zu unterscheiden ist die Zeitkonstante, mit
der die Diagonalmatrixelemente in der reduzierten Dichtematrix (7.78) zer-
fallen. Stellen wir uns eine Anregung des 2-Niveau-Systems in den Zustand
le) vor. Dann wird das System durch Ankopplung an die Umgebung, z. B.
ein Wirmebad, nach dieser Zeit wieder in den Grundzustand |g) iibergehen.
Bei Spin-System koénnen wir beispielsweise durch ein dufteres Magnetfeld ei-
ne Spinpolarisation fiir Teilchen erreichen, die nach einer gewissen Zeit durch
Energietibertrag an die Umgebung ins thermische Gleichgewicht fiihrt. Fir
diese Zeit hat sich die Bezeichnung T} eingebiirgert, wiahrend dann mit 75
die Dephasierungszeit des Spinsystems bezeichnet wird. 75 ist also wie o.g. 7
die Zeit, mit der ein Spin-Superpositionszustand dephasiert (Verschwinden
der Nichtdiagonalelemente in der Dichtematrix). Fiir gewisse Spin-Systeme
haben Golovach et al. [13] abgeschétzt, dass Ts, die Dephasierungszeit, etwa
doppelt so grofs ist wie 77.

Das hier betrachtete System, ein 2-Niveau-Atom, angekoppelt an eine
Umgebung |E), kann auch als Paradigma fiir den quantenmechanischen Mess-
prozess gelten. Stellen wir uns vor, wir machen an einem 2-Niveau-System,
dessen allgemeiner Zustand eine Superposition von |g) und |e) ist, eine Mes-
sung, um zu ermitteln, in welchem Eigenzustand das System ist. Wir benut-
zen dazu eine makroskopische Messapparatur, die iiber komplexe Messfiihler
schliefslich zu einer Zeigerstellung an einem Messinstrument fiihrt. Entspre-
chend dem Vorliegen von |g) oder |e) weise der Zeiger nach oben oder unten.
Wir konnen dann dieses gesamte Messinstrumentarium mit der bisher be-
trachteten Umgebung und deren Zusténden |Ep) und |E) identifizieren. Im
Messprozess abstrahieren wir vom Messgerit, d. h. von der Umgebung, denn
wir sind interessiert am 2-Niveau-Atom, ob es sich im Zustand |g) oder |e)
befindet, genauer mit welcher Wahrscheinlichkeit wir |g) bzw. |e) bei der
Messung erhalten.

Ganz analog kénnen wir also sagen, bei der Messung am allgemeinen
Superpositionszustand |¢) = «a|g)+ G|e) wird das komplexe System der Mess-
apparatur mit den Zusténden |g) und |e) verschréankt (7.69). Innerhalb der
Dephasierungszeit 7(T%) verschwinden die Phasenfaktoren in der reduzierten
Dichtmatrix preq (7.78) und das 2-Niveau-System erscheint in einem gemisch-
ten Zustand, in dem die Zusténde |g) bzw. |e) mit den Wahrscheinlichkeiten
|a|? bzw. |B|? registriert werden. Dass (E1|Ep) bzw. (Ep|E1) nach der Depha-
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sierungszeit 7 wirklich verschwinden, gewéhrleistet die eindeutige Ablesung
am Messinstrument: Zeiger nach oben oder nach unten. Diese Zustédnde sind
orthogonal zueinander.

Wir haben hier des Rétsels Losung fiir den in der , frithen Quantenme-
chanik® postulierten ,,Kollaps des Wellenpakets” bei einer Messung an einem
Quantensystem (Kap. 3). Der Messvorgang zerstort einen préparierten Zu-
stand [¢) und erzwingt das Vorliegen eines Eigenzustandes des Operators der
Messgrofe. Dies geschieht, wie wir jetzt gesehen haben, durch Verschriankung
des vorliegenden Zustandes mit den Zusténden der Messapparatur.

7.4.3 Schrédingers Katze

In der Friihzeit der Quantenmechanik hat Schrodinger (1935) das auf den
ersten Blick unserer Anschauung vollig entgegenlaufende Geschehen beim
quantenmechanischen Messvorgang in einem Gedankenexperiment sehr an-
schaulich dargestellt [2]. Das Scheinparadoxon wird heute noch immer unter
dem Schlagwort ,,Schréodingers Katze* herangezogen, wenn man das unan-
schauliche Verhalten von Verschrinkung beim Ubergang von einem atomaren
System zum makroskopischen Geschehen darstellen will.
In Schrédingers eigenen Worten (Zitat) lautet das Gleichnis:

»Eine Katze wird in eine Stahlkammer gesperrt, zusammen mit fol-
gender Hollenmaschine: In einem Geigerschen Zahlrohr befindet sich
eine winzige Menge radioaktiver Substanz, so wenig, dass im Laufe
einer Stunde vielleicht eines von den Atomen zerfillt, ebenso wahr-
scheinlich aber auch keines; geschieht dies, so spricht das Z&hlrohr an
und betétigt {iber ein Relais ein Himmerchen, das ein Kélbchen mit
Blauséure zertriimmert. Hat man dieses ganze System eine Stunde
lang sich selbst iiberlassen, so wird man sich sagen, dass die Katze
noch lebt, wenn inzwischen kein Atom zerfallen ist . .. Die 1-Funktion
des ganzes Systems wiirde das so zum Ausdruck bringen, dass in ihr
die lebende und die tote Katze ... zu gleichen Teilen gemischt oder
verschmiert ist.”

Wenn kein Beobachter nachschaut, hatten wir es also mit einem Superpo-
sitionszustand aus lebender und toter Katze zu tun, eine Vorstellung, die jeder
erfahrenen Realitdt in unserer Umwelt entgegensteht. Schrédinger wollte hier
die scheinbare Widerspriichlichkeit des physikalischen Messvorgangs, der Be-
obachtung an dem makroskopischen System Katze zum Ausdruck bringen,
wenn es denn so etwas wie Verschrankung atomarer Systeme mit makrosko-
pischen Messapparaturen nicht gibe.

Wie miissen wir das Katzenleben in seiner Abhéngigkeit vom statistischen
Zerfall eines radioaktiven Atoms nach den Betrachtungen in Abschn. 7.4.2
beschreiben?

Den atomaren Zustand eines zerfallenden Atoms, der das Katze-totende
Relais auslost, beschreiben wir mit [1), den des nichtzerfallenden Atoms
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mit |0). Der allgemeinste Zustand des Atoms ist damit der Superpositionszu-
stand (|1) + |0))/v/2. Dieser Zustand wechselwirkt mit dem T6tungsmecha-
nismus und der Katze und ergibt den verschrankten Zustand:

|1) | Katze tot) + |0) [Katze lebend) . (7.81)

Diese Darstellung fiir den Zustand des Gesamtsystems entspricht genau der
in (7.70) fir ein atomares 2-Niveau-System mit angekoppelter Umgebung.
Alle makroskopischen Objekte, mit ihren vielen inneren Freiheitsgraden, die
To6tungsmaschine selbst wie auch die Katze, fiihren in den Endzustdnden zu
vollig verschiedenen Wellenfunktionen (Zusténden), die sich nicht iiberlap-
pen. Ein Blick auf die reduzierte Dichtematrix (7.78) und auf die Einstellung
der Dekohérenz (7.80) zeigt uns, dass wir im Endergebnis, nach Ablauf der
Dephasierungszeit 7, nicht mehr einen kohérenten Zustand (7.81) aus einer
Uberlagerung aus toter und lebender Katze vorliegen haben, sondern dass
die Katze entweder tot oder lebendig ist.

Mittels des Begriffes Verschrinkung und Dephasierung von koh&renten
Superpositionszustdnden 16st sich also das alte Rétsel um Schrédingers Katze.

7.5 Superpositionszustinde fiir Quantenbits
und Quantenrechnen

In Abschn. 7.4.2 haben wir das Phdnomen der Dekohédrenz eines quan-
tenmechanischen Superpositionszustandes am Beispiel eines offenen, an ei-
ne Umwelt angekoppelten 2-Niveau-Atoms mit den Zustédnden |g) und |e)
betrachtet. Neben diesen beiden Zustdnden kénnen wir, z.B. durch Ein-
strahlung eines Hochfrequenzpulses (z. B. 7/2-Puls) mit der Photonenenergie
hw = FE. — Eg4, den Superpositionszustand

) = alg) + Ble) (7.82)

préparieren (Abschn. 6.5.1). Dies ist der allgemeinste Zustand unseres
2-Niveau-Systems, der vorliegt, wenn wir keine Messung durchfithren. Durch
die unendliche Mannigfaltigkeit von Wahrscheinlichkeitsamplituden o und 3
mit |a|? + |3]? = 1 kann ein solcher Superpositionszustand mittels der kom-
plexen Zahlen o und 3 beliebig viel Information tragen. Eine eindeutige, oh-
ne merkliche Dephasierung durchgefiihrte Operation an (7.82), die in einen
neuen Superpositionszustand fiihrt, wiirde so eine extrem parallele Informa-
tionsverarbeitung ermoglichen. Ideen, die auf diesem Ansatz beruhen, fallen
heute in das hochaktuelle Gebiet der Quanteninformation oder des Quanten-
rechnens (Quanten-Computing) [14, 15].

Beim klassischen Rechner basiert die digitale Informationsverarbeitung
auf der Operation an zwei wohldefinierten und getrennten elektrischen Zu-
stdnden, die im dualen Zahlensystem z.B. den Werten 1 und 0 entsprechen.
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Diese kleinste Einheit der Information heifst Bit. In Analogie bezeichnet
man den Superpositionszustand (7.81) eines quantenmechanischen 2-Niveau-
Systems als Quantenbit (Q-bit).

Operationen, die ein Q-bit in ein anderes iiberfithren, notwendig zur Ver-
arbeitung dieser hochparallelen Quanteninformation, diirfen also nicht zur
Dephasierung der Superpositionszustédnde fithren. Sie miissen durch unitére
Transformationen (Abschn. 4.3.5) darstellbar sein. Die neuen Wahrschein-
lichkeitsamplituden miissen ein-eindeutig mit den vorherigen verkniipft sein.
Analog zu klassischen Gattern, die ein Bit in ein anderes iiberfiithren, sprechen
wir von Quantengattern, wenn sie ein Q-bit eindeutig durch eine unitére
Transformation in ein anderes Q-bit transformieren. Obwohl das Quanten-
gatter ein Q-bit deterministisch in ein anderes iiberfiihrt, ist die im Q-bit ent-
haltene Information in Form von Wahrscheinlichkeitsamplituden «, 8 (7.82)
beim Ein- und Auslesen probabilistisch zu verstehen. Im Gegensatz dazu ope-
riert ein klassischer Rechner (Turing Maschine) vollig deterministisch, sowohl
was das Ein- und Auslesen wie auch das Prozessieren der Information in Bits
angeht.

Da nach Abschn. 7.4.2 immer Ankopplung an eine wie auch immer ge-
artete Umgebung und damit Dephasierung der Superpositionszustidnde des
Q-bits gegeben ist, konnen wir nur verlangen, dass fiir Quantenrechnen mit
Q-bits die Dephasierungszeiten klein sind gegeniiber der fiir einen Quantenal-
gorithmus notigen Rechenzeit [14].

Die experimentelle Forschung auf dem Gebiet der Quanteninformation ist
in diesem frithen Stadium also vor allem darauf gerichtet, quantenmechani-
sche 2-Niveau-Systeme zu realisieren, die geniigend lange Dephasierungszei-
ten fiir Superpositionszusténde eines Q-bits aufweisen.

7.5.1 Gekoppelte Quantenpunkte als Quantenbits

Quantenbits und Quantenrechner koénnen physikalisch durch 2-Niveau-
Systeme realisiert werden, beim Quantenrechner natiirlich durch Kopplung
vieler 2-Niveau-Systeme aneinander. Alle denkbaren 2-Niveau-Systeme sind
geeignet, wenn sie nur geniigend grofte Dephasierungszeiten besitzen. Beson-
ders interessant, wegen ihrer langen Dephasierungszeiten sind in diesem Zu-
sammenhang Kernspin-basierende Systeme oder die kohiirente Uberlagerung
zweier entgegengesetzt gerichteten Suprastrome. Fiir die Realisierung von
Quantenrechnern, in denen viele Q-bits und damit viele 2-Niveau-Systeme oh-
ne wesentliche Dephasierung aneinander gekoppelt werden miissen, sind vor
Allem solche Systeme interessant, die sich analog zur gegenwértigen Halblei-
terelektronik auf einem Festkorperchip integrieren und miniaturisieren lassen.
In diesem Zusammenhang sind Q-bits, die durch gekoppelte Quantenpunkte
(Abschn. 6.2.3 und 6.5.1) realisiert werden, von besonderem Interesse. Denn
flir diese Quantenpunkte existiert eine ausgefeilte und wohletablierte Tech-
nologie in der Halbleiternanoelektronik.
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In Abschn. 6.2.3 haben wir zwei gekoppelte Quantenpunkte, links und
rechts, mit Grundzustand |L) und |R), betrachtet. Fiir gleiche Potential-
mulden sind die entsprechenden Grundzustandsenergien der Zusténde gleich:
Ey, = Fr = Ey. Lassen wir einen Uberlapp der Zustinde |L) und |R), d. h. ei-
ne Wechselwirkung oder Tunneln zwischen den Zusténden zu, dann bilden die
beiden Quantenpunkte ein 2-Niveau-System mit den Energien £, = Eg+trr
und E_ = Ey — tLr, wo trr = (L|VL|R) = (R|Vk|L) das Matrixelement der
Wechselwirkung ist, in dem jeweils die Wirkung der Potentialanteile Vi bzw.
Vi der linken oder rechten Quantenpunkt-Potentiale auf die Wellenfunktion
der benachbarten Zustédnde enthalten ist.

Dieses in Abschn. 6.2.3 beschriebene 2-Niveau-System mit den Energien
E, und E_ (analog zu E. und E, bzw. |e) und |g) in Abschn. 6.5.1) existiert
nur solange die beiden Quantenpunkt-Potentiale VL und VR gleichwertig sind.

Legen wir ein elektrisches Feld £ in Richtung der Verbindungsachse der
Quantenpunkte an, so wird ein Elektron je nach Feldrichtung mehr im linken
oder mehr im rechten Quantenpunkt lokalisiert. Bei vollsténdiger Lokalisie-
rung praparieren wir die Zusténde |L) und |R) (Abb. 7.9), zu unterscheiden
von den Superpositionszustinden (6.57)

1

|¥) 7

die das 2-Niveau-System der gekoppelten Quantenpunkte beschreiben. Ein
elektrisches Feld in geniigender Starke macht das System asymmetrisch und
zerstort das betrachtete 2-Niveau-System des Q-bits. Durch ein elektrisches
Feld konnen wir also das Q-bit an- und ausschalten, was fiir das experimen-
telle Studium eines solchen Systems (Abschn. 7.5.2) wichtig ist.

Die Wirkung des elektrischen Feldes £ kénnen wir bei der Berechnung
der Energiezustédnde aus der Schrodinger-Gleichung dadurch beriicksichtigen,
dass zusétzlich zur Grundzustandsenergie Ej ein Dipolanteil 1€ (Abb. 7.9b)
berticksichtigt wird, der aus der Lokalisierung des Elektrons im linken oder
rechten Quantenpunkt resultiert.

Wir betrachten also, wie in Abschn. 6.2.3 einen allgemeinen Zustand des
Systems |¢)) = c|L) + cg|R) und setzen ihn in die Schrédinger-Gleichung

(IL) £ [R)) (7.83)

.. 0 -
ih [0) = H ) (7.84)

fiir die gekoppelten Quantenpunkte ein. Der Hamilton-Operator H enthil
neben Hy, dem Operator fiir das System der getrennten Quantenpunkte,
noch einen Wechselwirkungsterm fL, der durch den Einfluss der jeweiligen
Nachbarpotentiale auf die Zustdnde |L) und |R) zustande kommt. In Ab-
schn. 6.2.3 fithrt dieses Wechselwirkungspotential auf die Matrixelemente
Hir = Hgry =~ tyr, der Tunnelamplitude fiir ein Elektron durch die Po-
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Abb. 7.9a—d. An- und Abschalten eines Quantenbits, das durch ein Elektron in
zwei gekoppelten Quantenpunkten realisiert wird (schematisch). a Qualitative bin-
dende Potentiale zweier Quantenpunkte bei X und Xgr. b Durch Anlegen eines
elektrischen Feldes £ kann das Elektron im linken |L) oder im rechten Quanten-
punkt |R) lokalisiert werden, wodurch jeweils elektrische Dipole p entgegengesetzter
Richtung entstehen. ¢ Fiir symmetrische Quantenpunkte (ohne dufseres elektrisches
Feld) spalten die Grundzustands-Energieniveaus der Quantentdpfe durch Kopplung
(Elektronentunneln) in ein bindendes und antibindendes Niveau F— und F,. mit
den elektronischen Zustédnden |g) und |e) auf. Dieses 2-Niveau-System realisiert
das Quantenbit (siehe auch Abb. 6.4). d Elektronenenergie F in den gekoppelten
Quantenpunkten als Funktion eines dufieren anliegenden Feldes £. Dinne Geraden
entsprechen dem entkoppelten Fall der Quantenpunkte. Als fett gezeichnete Kurven
sind die Energien fiir gekoppelte Quantenpunkte eingezeichnet. Fiir verschwinden-
des Feld ist das Quantenbit durch die Zusténde |g) und |e) mit den Energien E_
und E realisiert. Das Elektron ist zwischen |e) und |g) delokalisiert. Fiir wachsende
elektrische Feldstiirke zerfillt dieser Uberlagerungszustand aus |e) und |g) (Q-bit)
und das Elektron wird entweder links |L) oder rechts |R) lokalisiert
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tentialbarriere zwischen linkem und rechtem Potentialtopf. Damit folgt ohne
aukeres elektrisches Feld aus (7.84):

i (e 0) +en [ R) = (Ho+ ) (L) +enlB) . (1.89)

Im Sinne der schon in Abschn. 6.2.3 zuletzt durchgefiihrten Naherung (S = 0),
die zu (6.58¢) fiihrt, setzen wir

(L| Ho+ h|L) = (R| Ho + h|R) ~ (L| Hy |L) = (R| Ho |R) = Eo , (7.86a)
(L| Ho+ h|R) = (R| Hy + h|L) = Eo (L|R) + (L| h|R)
~ Hir = Hri = tir . (7.86b)
Durch Anwendung von (L| bzw. (R| auf (7.85) folgt damit

0

ihECL = Fycr, + tLRrCR , (787&)
0

ihaCR =trrer + Eocr , (787b)

bzw. mit dem harmonischen Zeitabhingigkeitsansatz (fiir Eigenzustinde)
cr, x exp(—iwt), cgr x exp(—iwt)

e (5)= G 8) (%) o

Das Verschwinden der Matrixdeterminanten ergibt die beiden Eigenwerte
hw=Fo+tir = Ex (7.89)

fiir die neuen Eigenzustiande |g), |e) des gekoppelten Systems, den bindenden
Grundzustand und den antibindenden, angeregten Zustand |e). Da g dem
Betrag nach negativ ist, gehoren E_ = Ey + t1r zu |¢) und Ey = Ey — tur
zu |e) und es ergibt sich genau wie in Abschn. 6.2.3 (6.58¢) der energetische
Abstand 2|ty | zwischen den Eigenzustinden der gekoppelten Quantentpfe.

Wir wollen festhalten, dass die Zustande |g) und |e) Eigenzustédnde der
gekoppelten Quantenpunkte mit den Quantenenergien E+ (7.87) sind. Dem-
gegeniiber sind die Zustédnde |L) und |R) keine Eigenzustinde. Die Wahr-
scheinlichkeitsamplituden ¢, und cr, mit denen diese Zusténde besetzt sind,
oszillieren in der Zeit; man kann sich das Elektron als hin- und hertunnelnd
vorstellen. Dies sieht man sofort, wenn man (7.87) auf eine alternative Wei-
se 16st: Man addiere und subtrahiere (7.86a) und (7.86b) voneinander und
erhalt

iﬁ% (cL+cr) = (Ep +tur) (cL + cr) (7.90)
lﬁ% (CL — CR) = (EO - tLR) (CL - CR) . (791)

Die Losungen sind:

e, +cr = ae {(EottLr)t/h , (L —CR= 6e*i(E0*tLR)t/h . (7.92)
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Durch Addition und Subtraktion dieser Losungen voneinander folgt:
oL = gefi(E(ri»tLR)t/ﬁ + éefi(EoftLR)t/ﬁ (793)
2 2 ’
CR = gefi(E(ri»tLR)t/ﬁ o éefi(EoftLR)t/ﬁ . (794)
2
Aus Symmetriegriinden gilt & = = 1 und wir erhalten

cr (t) = e B0t/ P cos (tpt /h) (7.95a)
cr (t) = e Eot/M [_isin (trrt/h)] . (7.95b)

Dies bedeutet in der Tat, dass |L) und |R) keine stationdren Zusténde
sind, das Elektron schwingt zwischen dem linken und rechten Potentialtopf
hin und her. Die Wahrscheinlichkeit, mit der das Elektron im Zustand |R)
ist, folgt aus (7.95b) zu:

ler ()|* = sin? (tLrt/h) . (7.96)

Beide Darstellungen in Form der stationéren Losungen |g), |e) und der nicht-
stationéren Losungen | L) und |R) sind gleichwertig. Wir kénnen sie durch eine
unitdre Matrix ineinander iiberfiihren:

B)-5C D) o

Was geschieht, wenn wir ein elektrisches Feld £ in Richtung der Verbindungs-
achse der Quantenpunkte anlegen? Wie schon vorher qualitativ beschrieben,
fiihrt dies zu einer Lokalisierung des Elektrons links oder rechts. Formal miis-
sen wir in (7.87) die Grundzustandsenergie Ey je nach Richtung des Feldes £
um den Dipolbeitrag p€ erhohen bzw. erniedrigen, d. h. es ergibt sich statt

(7.88)
cL Ey + ué LR cL
hw = . 7.98
(CR) ( LR Eoug) (CR) (7.98)

Analog zu (7.89) folgen zwei stationdre Losungen mit den Energien

B = Eo 4 /2, + 282 . (7.99)

Fiir verschwindendes elektrisches Feld ergeben sich die stationdren Zustande
E—+, die als Superpositionszustand ein Q-bit darstellen. Bei starkem elektri-
schem Feld (¢2€? > t? ;) wird das Elektron — je nach Orientierung — entweder
in |L) oder |R) lokalisiert; dann sind |L) oder |R) stationire Zusténde des
Systems. Man sieht dies sofort an den Zustandsamplituden (7.93, 7.94): Fy
muss durch Fy+u€ ersetzt werden, wobei € fiir geniigend grofes elektrisches
Feld der bestimmende Term, auch gegeniiber t1,g wird. Die Zeitabhangigkei-
ten exp(Eipn€t/h) sind fir ¢;, und cg mafgebend. Durch die Lokalisierung
des Elektrons in |L) oder |R) ist das Q-bit ausgeschaltet (Abb. 7.9d).
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7.5.2 Experimentelle Realisierung eines Quantenbits
mit Quantenpunkten

Die in 7.5.1 beschriebene Darstellung eines Q-bits wurde experimentell durch
gekoppelte Halbleiter-Quantenpunkte bereits mehrfach realisiert. Hayashi
et al. [16] priparierten die gekoppelten Quantenpunkte in der sog. Split-
Gate-Technologie (Abschn. 5.7.2, Anhang B) auf einer GaAs/AlGaAs-Hete-
rostruktur mit einem hochbeweglichen 2D-Elektronengas (2DEG) an der
Grenzschicht. Auf die Heterostruktur wurden lithographisch drei parallele
Metallbahnen als elektrische Gate-Kontakte G, Gc, Gr (anliegende Span-
nungen Vi,, Vo, Vr) deponiert, unter denen, wegen der Schottky-Randschicht,
das 2DEG verarmt ist (Abb. 7.10). Die hierdurch erzeugten energetischen
Barrieren lassen sich in ihrer Héhe durch die Spannungen Vi, Ve, Vg vari-
ieren. Die beiden lateral eingeschrénkten, mit Elektronen besetzten Gebiete
dazwischen, definieren als Potentialsenken die beiden durch Vi getrennten
Quantenpunkte. Das Potential der Quantenpunkte kann gegeniiber dem des
Source-Gebietes durch die Spannungen V; und V., iiber die Gates G; und
G,, getrennt eingestellt werden. Wahrend die Spannungen Vi, Vo, Vg durch
Vorexperimente so eingestellt werden, dass sich addquate Tunnelbarrieren
zwischen den Quantenpunkten (V) sowie dem Source-Gebiet und dem lin-
ken Quantenpunkt (V1) bzw. dem Drain-Gebiet und dem rechten Quanten-
punkt (V) ergeben, dienen die Potentiale an Source und Drain sowie die
Spannungen V; und V,. dazu, die Potentiale der beiden Quantenpunkte ge-
geneinander und gegeniiber Source und Drain zu verschieben (Abb. 7.10b).
Je nach eingestellten Potentialen kann jetzt ein Elektron von Source in den
linken Quantenpunkt durch die linke Barriere hindurch tunneln und dort
den Grundzustand der elektrischen Niveaus besetzen, oder bei gleichen Po-
tentialen in beiden Quantenpunkten einen Superpositionszustand (Hin- und
Hertunneln durch die zentrale Barriere, Vi) in diesen einnehmen (Q-bit).
Durch Absenken des Drain-Potentials gegeniiber dem rechten Quantenpunkt
kann das Elektron durch die rechte Barriere (Vi) hindurchtunneln und als
Strom durch die Struktur nachgewiesen werden. Bei dieser Strommessung
wird das Q-bit natiirlich zerstort.

Im Einzelnen wird das Experiment zur Existenz eines Q-bits in den ge-
koppelten Quantenpunkten wie folgt durchgefiihrt: Zur Erzeugung des Q-bits
wird eine Source-Drain-Spannung Viq von etwa 600 LV zwischen Source- und
Drain-Gebiet angelegt. Die Grundzustidnde |L) und |R) in den beiden Quan-
tenpunkten sind dann nicht in Resonanz (us > E1, > Er > up = us — eVsp).
Wenn die dufieren Tunnelbarrieren héhere Tunnelwahrscheinlichkeiten besit-
zen als die zentrale Barriere (V(o), tunnelt ein Elektron in den linken Quan-
tentopf und der Zustand |L) ist prapariert (Abb. 7.10b) entsprechend einem
relativ grofen elektrischen Feld zwischen den beiden Quantenpunkten (Ab-
schn. 7.5.1).

Das Q-bit wird realisiert, indem innerhalb von etwa 100 ps die Poten-
tiale so gedndert werden, dass Source- und Drain-Gebiete auf gleichem Po-
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Abb. 7.10a—c. Experimentelle Realisierung eines Quantenbits in zwei gekoppelten
GaAs-Quantenpunkten [16]. a Rastertunnelmikroskopisches Bild der lithografisch
hergestellten Doppelquantenpunktstruktur mit schematisch angedeutetem Mess-
schaltkreis (Anhang B). Die Quantenpunkte L und R sowie die Source (S)- und
Drain (D)-Elektroden sind in einem 2DEG am AlGaAs/GaAs-Interface realisiert.
Dazu wurden metallische Elektrodenfinger G, G;, Gc, G und Ggr auf die Hetero-
struktur (als Mesa prépariert) aufgedampft, die durch ihre darunter liegenden
Schottky-Barrieren die verschiedenen leitenden Bereiche S, L, R, D im 2DEG von-
einander trennen. b Manipulation des Quantenbits (schematisch im Béndersche-
ma). Durch einen addquaten Spannungspuls Vp = Vsp zwischen Source und Drain
werden die Grundzustdnde der beiden Quantenpunkte gegeneinander verschoben
und Tunneln eines Elektrons von Source in den linken Quantenpunkt ermoglicht:
Préparation von |L). Durch einen darauf folgenden Spannungspuls werden Source-
und Drain-Kontakte auf gleiches Potential gebracht (Vsp = 0). Dadurch sind die
gekoppelten Quantenpunkte von Source und Drain isoliert. Wegen der Lage des
Fermi-Niveaus Er = us = up ist die Besetzung der beiden neuen durch Kopplung
entstandenen Zustidnde E_ (bindend) und F; (antibindend), getrennt durch A,
gleich wahrscheinlich. Der Superpositionszustand des Quantenbits ist realisiert.
Nach zeitlich variierendem Abschalten der Situation Vsp = 0 kehrt das System
in den Ausgangszustand (Praparation von |L)) zuriick. Das Elektron ist dann ent-
weder in |L) oder |R) lokalisiert. Liegt der Zustand |R) vor, so wird ein Strompuls
zwischen S und D gemessen (Auslesung). Bei Vorliegen von |L) erscheint kein
Stromsignal. ¢ Gemessenes Stromsignal, d.h. Elektronenzahl n, als Funktion der
Pulsdauer t,, wihrend der das Q-bit realisiert wurde
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tential liegen, mit gleichen Grundzustandsenergien E;, = Fr = FEj in den
Quantenpunkten unterhalb der Fermi-Niveaus pus, g von Source und Drain
(Abb. 7.10b). In diesem Fall konnen Elektronen weder in das Drain- noch
in das Source-Gebiet tunneln; das Q-bit, d. h. der Doppel-Quantenpunkt ist
isoliert von der Umwelt, den beiden Zuleitungselektroden. Das System ist
von seinem anfangs praparierten Zustand |L) in den Superpositionszustand
(7.83) iibergegangen. Die beiden Grundzustinde Fj, = Eg = Ej spalten in
E. und E_ (Abschn. 7.5.1) auf und das Elektron kann man sich anschau-
lich als hin- und hertunnelnd zwischen den beiden Quantenpunkten vorstel-
len. Im Experiment werden diese Potentialverh&ltnisse mit verschwindender
Source-Drain-Spannung Vgp = 0 fiir Pulsdauern ¢, von 80 bis 2000 ps einge-
stellt. Wahrend dieser Zeiten existiert das Q-bit als Superpositionszustand.
Das Elektron fiihrt Rabi-Oszillationen (Abschn. 6.5.1) zwischen den beiden
Zustanden der gekoppelten Quantenpunkte aus.

Da das Q-bit jedoch vielféltig an seine Umwelt (Phononen, Kapazitéten,
usw.) angekoppelt ist, dephasiert der Superpositionszustand innerhalb der
Pulsdauer t,; die Rabi-Oszillationen nehmen in ihrer Amplitude ab. Dieses
Verhalten wird experimentell gemessen, indem nach Ablauf der Pulsdauer ¢,
die Spannungsdifferenz V4 ~ 600 UV zwischen Source und Drain innerhalb
von 100 ps wieder eingestellt wird. Die Grundzustinde Ep, und Egr geraten
aufer Resonanz. Wenn das Elektron zu diesem Zeitpunkt gerade im rechten
Quantenpunkt ist (Zustand |R)), tunnelt es iiber die rechte Barriere (Vg) in
das Drain-Gebiet und wird als Strom registriert. Wenn das Elektron wahrend
seiner Rabi-Oszillation jedoch gerade im linken Potentialtopf (Zustand |L))
lokalisiert ist, kann es nicht zum Strom im Drain-Gebiet beitragen. Damit
liefert eine Source-Drain-Strommessung als Funktion der Pulsdauer ¢, Os-
zillationen, die das durch die Messung verursachte Vorliegen der Zustande
|R) (Strommaximum) oder |L) (Stromminimum) anzeigen (Abb. 7.10c). Die
entsprechende Messkurve, mittlere Anzahl von Puls-induzierten, tunnelnden
Elektronen (n,) als Funktion der Pulsdauer, zeigt die durch Dephasierung
abklingenden Oszillationen des Q-bit-Superpositionszustandes (Abb. 7.10c).
Die numerische Auswertung der Ergebnisse liefert eine Oszillationsfrequenz
/27 ~ 2,3Ghz und eine Dephasierungszeit (Abklingzeit der Oszillation)
von etwa 1ns.

Ein noch eleganteres Experiment wurde von Gorman et al. [17] an zwei
gekoppelten Quantenpunkten durchgefiihrt, die lithographisch aus einer diin-
nen Si-Schicht auf einem isolierenden Siliziumdioxid (SiO32)-Substrat (SOI =
Silicon on Insulator) herauspréapariert wurden (Abb. 7.11). Das Grundmateri-
al war ein industrieller SOI-Wafer mit einer Phosphor-dotierten 35 nm dicken
Si-Schicht. Der Doppelquantenpunkt (Q-bit) besteht aus zwei teilkreistérmi-
gen Si-Segmenten, die durch eine 20nm weite Verengung verbunden sind.
Diese Einschniirung bildet wegen der am Rande vorhandenen Verarmungs-
randschichten (Anhang A) eine Potentialbarriere zwischen den ndherungswei-
se parabolischen Potentialen fiir Elektronen in den beiden teilkreisférmigen
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Quantenpunkten. Weiter wurden lithographisch sechs weitere Kontaktfinger
(2 Erdkontakte, Puls-gate, gate 1, 2, 3) aus der leitenden Si-Epischicht her-
ausprapariert. Spannungen an den Gates 1, 2, 3 dienen dazu, iiber das resul-
tierende elektrische Feld, im Wesentlichen parallel zur Doppelpunkt-Struktur
gerichtet, das Elektron entweder im linken |L) oder im rechten Quanten-
punkt |R) zu lokalisieren. Manipulation in der Zeitdoméne, d.h. Initialisie-
rung, Manipulation und Messung des Q-bits (Superpositionszustand) wird
durch einen in der Zeit variablen Spannungspuls am Puls-gate (Abb. 7.11)
erzeugt. Wéahrend der Dauer dieses Pulses sind die beiden Grundzusténde
der Quantenpunkte in Resonanz, das Q-bit existiert als Superpositionszu-
stand. Nach Abschalten des Pulses ist das Elektron entweder im linken oder
im rechten Quantenpunkt lokalisiert. Dieser Zustand entspricht der Messung;:
Speziell wird eine Lokalisierung im linken Quantenpunkt (Zustand |L)) durch
einen Einzelelektronen-Transistor (SET = single electron transistor) detek-
tiert, der auch lithographisch aus der diinnen Si-Epischicht herauspripariert
wurde. Er besteht aus einem Quantenpunkt, der durch zwei laterale Ver-
engungen von den Zuleitungselektroden getrennt ist. Das Einzelelektronen-

4 pulse gate <+ LU
single-electron E

35 nm P-doped Si
o i Manipulation 150 nm SiOz

Si substrate

Measurement

Initialization

-
gate 1 gate 2 gate 3

a) c)

Abb. 7.11a—c. Realisierung eines Quantenbits (qubit = Q-bit) durch zwei Si-
Quantenpunkte, die lithographisch (Anhang B) aus einer diinnen Si-Schicht (35 nm
dick) auf einem oxidierten Si-Wafer (SOI = silicon on Insulator) prapariert wur-
den [17]. a Rastertunnelmikroskopisches Bild der auf dem SOI-Wafer priaparierten
Struktur. Die hellen Strukturen sind die bei der Lithographie stehen gebliebenen,
erhabenen, leitenden Si-Bereiche, die von einer SiO2-Schicht (10 nm dick) bedeckt
sind. b Schichtstruktur der hellen Bereiche in a). ¢ Schema der gekoppelten Si-
Quantenpunkte, die das Q-bit (qubit) realisieren. Darunter sind qualitativ Potential
V(z) und Energieniveaus in den Quantenpunkten sowie die Wellenfunktionen der
Zusténde |L) und |R) angegeben
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Tunneln durch diese Barrieren wird durch eine Gate-Spannung an Gate 4
gesteuert (Abschn. 3.7). Insbesondere kann eine geeignete Vorspannung den
Transistor in die Coulomb-Blockade steuern (Abschn. 3.7). Lokalisierung ei-
nes Elektrons im linken Quantenpunkt |L) &ndert das Potential am SET und
16st die Coulomb-Blockade, was zu einem Stromsignal im SET fiihrt. Auf
diese Weise kann mit hoher Empfindlichkeit das Vorliegen des Zustandes |L)
detektiert werden.

Damit liefert die Messung des Stromes durch den SET (Abb. 7.12) direkt
die Information, ob beim Abschalten des Q-bits, des Superpositionszustan-
des, die Zustdnde |L) oder |R) vorliegen. Als Funktion der Pulsdauer At, die
die Quantenpunkte iiber das Puls-gate in Resonanz bringt, zeigt der SET-
Strom die charakteristischen Rabbi-Oszillationen, die das Vorliegen des Su-
perpositionszustandes (Q-bit) anzeigen. Das Abklingen dieser Oszillationen
mit der Zeit (Pulsdauer) zeigt die Dephasierung der Q-bits. Die Messdaten in
Abb. 7.12 kénnen durch eine geddmpfte Sinusfunktion beschrieben werden.
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Abb. 7.12. Im Einzelelektronen-Tunneltransistor (single-electron transistor, SET)
von Abb. 7.11 gemessener Strom als Funktion der Pulsdauer At, wihrend der die
Potentiale an den Elektroden in Abb. 7.11a so eingestellt waren, dass das Quanten-
bit im Si-Doppelquantenpunkt existierte. Maxima in den Stromoszillationen ent-
sprechen einem Aufbrechen der Coulomb-Blockade im SET, d. h. einem Stromfluss
durch den Transistor. Dies zeigt an, dass das Elektron gerade im linken Quanten-
punkt im Zustand |L) lokalisiert war.

Einschub: Leitfdhigkeitsoszillationen infolge von Coulomb-Blockade des zur Mes-
sung benutzten Einzelelektronen-Tunneltransistors (SET in Abb. 7.11a). Der Ar-

beitspunkt fiir die Messung des Vorliegens des Zustandes |L) im Doppelquanten-
punkt ist eingezeichnet [17]
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Die Abklingzeit, d.h. die Dephasierungszeit des Q-bits ergibt sich zu etwa
200 ns, also etwa 200mal l&nger als in dem vorher beschriebenen Experiment
von Haysashi et al. [16].

Der Grund fiir diese langere Dephasierungszeit, d.h. die weitaus lange-
re Existenz des Q-bits liegt auf der Hand. Im Falle der SOI-Quantenpunkte
ist eine Ankopplung an die Mess- und Steuerelektroden nur kapazitiv, oh-
ne direkten leitenden elektrischen Kontakt gegeben, wihrend im Split-gate-
Experiment von Hayashi et al. [16] eine direkte elektrische Ankopplung des
Q-bits iiber Tunnelkontakte mit Stromtransport vorliegt. Fine stérkere An-
kopplung der Umwelt an das Q-bit verursacht ein wesentlich schnelleres De-
phasieren.

Wir lernen daraus, dass die Manipulation von Q-bits in m&glichen Quan-
tenrechnern nur {iber sehr schwache Ankopplung der Ein- und Auslese, sowie
der Manipulations-Hardware moglich sein wird.
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8 Felder und Quanten

Wir sind gestartet mit der experimentell wohl begriindeten Aussage, dass
alle Materie gleichzeitig Wellen- und Teilchencharakter hat. Fiir dieses Kon-
zept haben wir einen geeigneten mathematischen Formalismus gefunden. Wir
mussten von der klassischen Trajektorie eines sich ldngs einer Bahn bewegen-
den Teilchens Abstand nehmen und mussten Operatoren zur Beschreibung
von Messgrofien an den atomaren Teilchen einfithren. Wesentliche Ingredi-
enzien dieser Beschreibung waren die Wellenfunktion, deren Interpretation
als Wahrscheinlichkeitsamplitude und die Vertauschbarkeit oder Nichtver-
tauschbarkeit von Operatoren. Letzteres stellte sich als die Grundlage des
Quantencharakters heraus, weil die Nichtvertauschbarkeit von Operatoren die
Unméglichkeit einer gleichzeitigen Messung zweier Oberservablen, z. B. Ort
und Impuls, bedingt. Damit ist der statistische Charakter des Ergebnisses
von aufeinander folgenden Orts- und Impulsmessungen gewéhrleistet. Dieses
Konzept wurde bisher nur auf die Dynamik eines einzigen Teilchens ange-
wendet. Auch wenn wir komplexere Systeme mit mehreren Elektronen, z. B.
schwere Atome, oder Molekiile und Festkorper betrachtet haben, geschah das
im Rahmen der sogenannten Einteilchenndherung, bei der die Wirkung aller
anderen Elektronen, aufser dem betrachteten Aufelektron, summarisch in ein
effektives Potential fiir ein Teilchen ,hineingesteckt” wird (Abschn. 8.3.3 und
8.3.4).

In keiner Weise gestattet der bisherige Formalismus die Beschreibung der
grundlegenden Einsteinschen Lichtquantenhypothese, die ja besagt, dass das
elektromagnetische Feld (kontinuierlich iiber den Raum durch Feldgleichun-
gen beschrieben) aus Partikeln, den Photonen der Energie E = fuw besteht.
Bei diesem Problem haben wir es offensichtlich mit der Gleichzeitigkeit von
kontinuierlichen Feldern, d.h. elektromagnetischen Wellen und vielen Teil-
chen zu tun. Mit modernen hochstempfindlichen Festkorperdetektoren ist
man z.B. in der Lage, in einem schwachen Lichtfeld einzelne Photonen ge-
trennt zu detektieren. Photonen bauen also das Lichtfeld auf. Je nach Mes-
sung tritt der Feldcharakter, beschrieben durch die Maxwellgleichungen mehr
in Erscheinung; in anderen Féllen, insbesondere bei sehr schwachen Feldern
ist der Teilchencharakter evident.

Ein dhnliches Problem begegnet uns, wenn wir statt eines Elektrons wie
bisher viele Elektronen, die auch noch miteinander wechselwirken, betrach-
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ten. Die Vielteilchenwellenfunktion ¢ (ry,ra,...,ry) ist dann nicht mehr in
Einteilchenwellenfunktionen faktorisierbar. Wie das elektromagnetische Feld
ist sie im ganzen Raum an jedem Punkt als Feldfunktion definiert. Nichts-
destotrotz werden wir in einem solchen Vielteilchensystem zu irgendeiner Zeit
an einem gewissen Ort mit einem geeigneten Detektor ein einzelnes Elektron
detektieren konnen. Ist es da nicht viel angemessener, einem solchen Viel-
teilchensystem, das sich iiber einen gewissen Raumbereich erstreckt, ein Feld
zuzuordnen, dhnlich dem elektromagnetischen Feld? Dieses Feld muss aber
bei geeigneter Detektion die Présenz eines Teilchens, eines Elektrons oder
eines Photons, zeigen. Wir kdmen so zu einer einheitlichen Beschreibung von
Vielteilchenfeldern und einzelnen detektierbaren Quanten (Teilchen) in die-
sen Feldern. Auferdem wére der Unterschied zwischen Feldern, z.B. dem
Lichtfeld und Teilchen, z.B. Elektronen, Photonen usw., aufgehoben. Eine
einheitliche Feld-Quantenbeschreibung [1, 4] zeigt wirklich die Komplemen-
taritét von Wellen (Feldern) und Teilchen auf, die der Realitét, sowohl den
klassisch eingefiihrten Feldern (Licht) wie auch den in der klassischen Physik
betrachteten Teilchen (Elektronen) zugrunde liegt.

Ubertrieben anschaulich stelle man sich dieses Feld-Quanten-System als
eine kontinuierliche ,,wabernde Schmiere (Wackelpudding)“ im Raum vor,
die bei gewissen Messungen an einem Raumpunkt ein Teilchen ,,gebiert”. Ein
festes Quantum an Energie, die Energie des speziellen Teilchens (E = fuw fiir
das Photon) wird vom Feld in der Messung auf den Detektor transferiert.

8.1 Ingredienzien einer Quantenfeldtheorie

Der fiir diese physikalische Problemstellung angemessene Formalismus heifst
Quantenfeldtheorie [1, 2, 3, 4]. Wie die Schrodingersche Wellenmechanik
ist auch die Quantenfeldtheorie erfunden [6], aber sehr klug und nicht
durch Zufall. In Erweiterung der Einteilchen-Quantenmechanik werden Hy-
pothesen (Abschn. 1.3) aufgestellt, die dann durch quantitative Messun-
gen verifiziert oder falsifiziert werden. Bei diesen Hypothesen galt es einige
Randbedingungen zu erfiillen: Die Theorie soll die Einteilchenquantenme-
chanik (Schrodinger-Gleichung) fiir den Fall eines Teilchens enthalten (Ab-
schn. 8.3.2). Im Falle des Lichtfeldes muss fiir grofe Felder natiirlich die
klassische Maxwelltheorie gelten. In beiden Féllen existieren Feldgleichun-
gen fiir die kontinuierlichen Vielteilchenfelder, die Schrodinger-Gleichung
fiir Elektronen, die Maxwellgleichungen fiir Photonen. Wie kann man zu-
sdtzlich den Teilchencharakter, d.h. das Quantenhafte, ins Spiel bringen?
Es muss feldspezifische Grofen geben, die nicht gleichzeitig messbar sind,
wie z. B. Impuls und Ort in der Einteilchen-Schrédinger-Quantenmechanik.
Dadurch wird sichergestellt, dass die Messung einer Grofe ein nur statis-
tisch vorhersagbares Ergebnis fiir die Messung der anderen Groéfe an diesem
Feld zulésst. Dies wird bewirkt durch die Nichtvertauschbarkeit von Ope-
ratoren, die diesen Messgrofen (Observablen) zugeordnet sind. Wir miis-
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sen also Feldgrofen, z.B. die elektrische Feldstdrke des Lichtfeldes, als
Operatoren und nicht als Feldfunktionen auffassen, fiir die wir Vertau-
schungsrelationen, &hnlich wie fiir p und z, fordern. Als Rezept fiir die
Vorgehensweise bietet sich der Ubergang von der klassischen Mechanik
zur Schrédingerschen-Einteilchen-Quantenmechanik an. Eine zentrale Rol-
le spielt hierbei die Hamilton-Funktion H(p,x), die Gesamtenergie in den
unabhéngigen Variablen Ort z und Impuls p = md (Abschn. 3.4). Mit der
kinetischen Energie T' = p?/2m fiir ein Teilchen gilt

2 N2
p (mi)
H=T+V(x) 2m+V(x) S +V () (8.1)
Aus den beiden Hamilton-Gleichungen
_%1;’ = (8.2a)
0H 0V .
—5 =5 = K(z)=p (8.2b)

folgt die klassische Newtonsche Bewegungsgleichung mit der Kraft K (x) als
der Ursache fiir die Impulsénderung p. Gleichzeitig macht der Hamilton-
Formalismus (8.2) klar, welche GroRen in der Quantenmechanik, ndmlich p
und z fiir ein Teilchen, nicht gleichzeitig messbar sind, also Vertauschungs-
relationen unterworfen werden miissen.

Die Vorgehensweise zur Aufstellung der Quantenfeldtheorie sollte also
sein, die Gesamtenergie der entsprechenden Felder als Hamilton-Funktion zu
schreiben und daraus zwei unabhéngige, sogenannte kanonische Feldgrofien
zu extrahieren, die dann als Operatoren Vertauschungsrelationen, analog zu
[p, 2] unterworfen werden.

Ein weiters Hilfsmittel zur Aufstellung der Quantenfeldtheorie haben wir
bei der Behandlung des harmonischen Oszillators kennen gelernt. Durch
geschickte Faktorisierung der Schrodinger-Gleichung konnten wir Stufen-
Operatoren b und bT definieren, die jeweils von einem FKEigenzustand ent-
weder hinauf zum néchst héheren (l;+) oder herunter zum néchst niedrigeren
(b) fiihrten. Bei mehrmaliger Anwendung wird eine Leiter von energetisch
dquidistanten Energieeigenwerten E,, = (n+ %)hw durchlaufen, wobei je-
weils das Quant hw zur Gesamtenergie hinzugefiigt oder von ihr abgezogen
wird. Ein solches Verhalten wiirden wir gerne fiir Feldquanten, ndmlich den
mit dem Feld identifizierten Teilchen haben. Eine Teilchensorte, z. B. Photo-
nen derselben Frequenz w, hat fiir jedes Teilchen dieselbe Energie hw. Mehr
oder weniger Teilchen im (Llcht) Feld kénnten so durch Anwendung &hnlicher
Operatoren wie b und bT vernichtet oder erzeugt werden.

Entlang der hier beschriebenen Leitlinien l&sst sich in der Tat eine Quan-
tenfeldtheorie aufstellen, die in bisher einzigartiger Weise das Verhalten von
Teilchenfeldern erkldrt und alle Experimente auf diesem Gebiet hervorragend
beschreibt. Fiir die Anwendung besonders wichtig ist die Wechselwirkung des
Lichtfeldes mit Atomen und Festkoérpern, so wie sie uns bei Lasern begegnet.
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8.2 Die Quantisierung des elektromagnetischen Feldes

Das elektromagnetische Feld, beschrieben durch seine elektrische Feldkompo-
nente £ und seine magnetische H bzw. B, wird durch Feldfunktionen, je sechs
Werte (3 Vektorkomponenten fiir £ und H) an jedem Raumpunkt r zu einer
Zeit t beschrieben. Dass die so erfolgreiche Maxwelltheorie zur Beschreibung
dieses Feldes mit der Quantentheorie nicht kompatibel ist, wird aus folgen-
der Uberlegung deutlich. Wie messen wir das elektrische und das magnetische
Feld? Zur Messung von £ beobachten wir die Bewegung einer Punktladung
im Feld. Die Richtung der Ladungsbewegung gibt Aufschluss iiber die Ori-
entierung des elektrischen Feldes im betrachteten Raumpunkt, wéhrend der
Betrag der Verschiebung die Grofe der Feldstérke angibt. Um das magneti-
sche Feld in seiner Stirke zu bestimmen, miissen wir iiber die Lorentz-Kraft
zusétzlich zur Kraft K = ev x B (Abschn. 5.4.1) die Geschwindigkeit v der
Punktladung bestimmen. Falls nun € senkrecht zu B orientiert ist, ist die Ge-
schwindigkeit der Punktladung in Richtung ihrer Ortsverschiebung gerichtet.
Geschwindigkeit und Ort konnen jedoch nach der Heisenbergschen Unschér-
ferelation (Abschn. 3.3) nicht gleichzeitig beliebig scharf bestimmt werden.
Damit kénnen elektrisches und magnetisches Feld prinzipiell nicht gleichzeitig
beliebig genau gemessen werden. Es gilt eine Unschérferelation fiir £ und B-
Feld. Das elektromagnetische Feld muss also quantisiert werden, es miissen
Vertauschungsrelationen zwischen zwei Feldgrofen eingefithrt werden. Wie
das zweckmiRigerweise geschieht, legen die Uberlegungen in Abschn. 8.1 na-
he.

Wir beginnen unsere Ableitung mit den klassischen Maxwell-Gleichungen
fiir elektrische und magnetische Felder im Vakuum, wo es keine Raumladun-
gen und keine Strome gibt, wo also gilt:

divD =divegE =0, (8.3a)
divB =divueH =0, (8.3b)
und
rot€ = -B, (8.4a)
rotH=-D. (8.4b)

Durch Anwendung der Operatorbezichung rot rot = grad div —A leitet man
aus (8.4) sofort die Wellengleichungen fiir die zueinander senkrecht orientier-
ten € und B-Felder der transversalen elektromagnetischen Wellen ab, wobei
die Vakuumlichtgeschwindigkeit sich zu ¢ = (gop0)~*/? ergibt.

Wie in Abschn. 5.4.4 erweist sich das Vektorpotential A als die funda-
mentale Grofe, aus der B und € gewonnen werden kénnen. A wird wie in

Abschn. 5.4.2 eingefithrt durch
B=rotA, divA=0. (8.5)
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Durch Anwendung des Operators rot auf (8.5) folgt mittels (8.4)
rot rot A = grad div A — AA = p90€ | (8.6a)

und mit (8.4a), d.h. €& = —A schlieflich
1.
AA-—A=0. (8.6b)

Dies ist wiederum, dhnlich wie fiir £ und H, eine Wellengleichung, die we-
gen (8.5) auch fiir das Vektorpotential A transversale Wellen mit je zwei
A-Komponenten senkrecht zur Ausbreitungsrichtung q (Wellenzahlvektor)
ergibt, deren Frequenzen wq gleich sind. In Fourier-Darstellung lautet also
die Losung zu (8.6b)

A (r,t) \/_ ZA )Sq.aedT . (8.7)

Wir werden in diesem Kapitel den Wellenzahlvektor der Photonen im Unter-
schied zu dem von Elektronen (k) immer mit g benennen. sq » bezeichnet die
Einheitsvektoren (_Lq) der senkrecht zueinander liegenden Schwingungsrich-
tungen (Polarisationsvektoren) des A-Feldes, wobei A = 1, 2 diese durchzihlt.
Aus der Forderung, dass A real sein muss, folgt:

Agr =A%, (8.8)

mit der Setzung sq x =S_q,x-

Wie in Abschn. 3.6.1 fiir Elektronenwellen haben wir einen sehr grofen
Kasten mit dem Volumen V = L3 als Definitionsvolumen des elektromagneti-
schen Feldes angenommen, sodass in dem orthogonalen Entwicklungssystem
(8.7) die Wellenzahlen ¢ gequantelt jedoch quasi-kontinuierlich mit Abstéan-
den Ag = 27 /L auftreten. Ein Ubergang zum Kontinuum mit L — oo und
der Integralschreibweise (4.74) ist jedoch auch moglich. Durch Einsetzen von
(8.7) in (8.6) folgt mit der Dispersionsbeziehung fiir Lichtwellen

wg = clq| (8.9)

sofort )
Agr —wlAgr=0. (8.10)

Man beachte, dass fiir beide Lichtpolarisationen A = 1,2 die gleiche Schwin-
gungsfrequenz wq gilt. Die Oszillatordifferentialgleichung (8.10) zeigt, dass
die Amplituden Agqy in der Zeit wie exp(—iwgt) oszillieren.

Ausgangspunkt fiir die Quantisierung der Felder ist die Hamilton-Funk-
tion H, die sich als Gesamtenergie des Feldes ergibt:

H:E:%/d3r(£~D+H-B):/d3r|8|2:/d3r|H|2. (8.11)
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Wir benutzen die Beziehungen £ = —A und aus (8.7)
1 .
B=rotA=—=) Aq (t)[sqr x q] €T 8.12
\/V g qA ( ) [ QA q] ( )

sowie die Gleichung

(Sqr x Q) - (Sq'x X ql) = (SqA : Sq'x) (a-d') — (q : Sq'x) (Sq',\/ 'Q) (8.13)
und erhalten aus (8.11) mittels (8.8)

1 A * A *
H=FE=3eq ZA: (AqAAqA + ngqAAqA) . (8.14)
q

Hierbei wurde neben (sqx - q) = 0 noch die Darstellung der §-Funktion be-
nutzt

%/ Breilaa)r —5q—q) . (8.15)

Analog zur Hamilton-Funktion des harmonischen Oszillators (4.109) versu-
chen wir dhnlich zu (4.110) bis (4.112) eine Faktorisierung mittels des nahe
liegenden Ansatzes
1 i .1 i
agy = 5 (Aqk + w—quk) s gy = 5 (Aqk — w_quk) . (8.16)
Dieser Ansatz (Vorfaktor 1/2) ist so gewiihlt, dass er die fiir das elektromagne-
tische Feld wichtige Randbedingung (8.8) erfiillt und die bei Aq auftretende
Zeitdifferentiation mit dem Faktor i/wq gerade die richtige Dimension der
Grofen liefert. Die Bedingung (8.8) folgt sofort aus der zu (8.16) inversen
Darstellung
* A W, *
Agr = agy + a_g > Ay = Tq (aq,\ — a_q)\) , (8.17&)
Waq

Ap=agptaan, Ap==1 (g —a-a) . (8.17b)

Setzen wir (8.17) in (8.14) ein, so folgt
1 * *
H = 5 D w2y (20500qx + 20" graq-2) (8.18a)
qA

Ersetzen wir in der zweiten Summe —q durch q, dann ergibt sich die
gewiinschte Produktdarstellung analog zum Oszillator als

H=¢e) 2wl (alraq) - (8.18b)
PA

Hierbei haben wir aqy mit aj‘l \ vertauscht, was fiir normale Zahlen natiir-
lich selbstversténdlich ist.
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Aus dem Vergleich der Produktdarstellung (8.18b) mit dem Hamilton-
Operator des Oszillators (4.115) erkennen wir jedoch sofort, dass die Agrs Agx
die kanonischen Koordinaten sind, die zur Quantisierung des elektromagneti-
schen Feldes in nicht vertauschbare Operatoren umgewandelt werden miissen.
Wird fordern also fiir die Nichtvertauschbarkeit [Gqgn, d&] # 0.

Um im Hamilton-Operator des Feldes die Energie in Einheiten von Awg
zu erhalten, fiihren wir statt der aqx-Operatoren die Operatoren l;q)\, lA);\ mit

h -
Qg = 1/—1) 8.19
Agx 2c0wq ) ( )

ein, d. h. die Vertauschungsrelationen lauten dann analog zum Oszillator (Ab-
schn. 4.4.2)

q ’q
[qk,, } { ., }:0. (8.20D)

Wegen dieser Nichtvertauschbarkeit von g, d;& bzw. I;q X l;;rA kann der
einfache Rechenschritt von (8.18a) nach (8.18b) nicht durchgefiihrt werden,
hingegen miissen wir in (8.18a) die Reihenfolge der Operatoren a+)\, gy bzw.

[b, b } by bqA BBy = Sargrar (8.20a)

G—qx, d , beriicksichtigen und bei der Umschreibung auf die b_q,\ bt Tar

bzw. bt _q,\ Operatorfolge die Vertauschungsrelation (8.20) beriicksichti-
gen. Damlt folgt

N 1 AL oA ~ N
= 32 hwa (Bpbar + 65 guboar + 1) - (8.21)
A

Ersetzen wir in der zweiten Summe —q durch q, so ergibt sich fiir den
Hamilton-Operator des Lichtfeldes

R L 1
H=> hwg (b;&bq,\ + 5) . (8.22)
qA

Die einzelnen Summanden in (8.22) sind jeweils fiir ein bestimmtes (q, \) Paar
identisch mit dem Hamilton-Operator des harmonischen Oszillators (4.115).

Bezeichnen wir mit |¢)einen allgemeinen Vielphotonen-Zustand des elek-
tromagnetischen Feldes, dann ergibt sich die Energie E des Feldes als Eigen-
wert des Hamilton-Operators aus

Hlp) = E|¢) . (8.23)

Wir finden, wie erwartet, fiir die Operatoren Bq Iy l;;r)\ ein zu den Stufenopera-

toren aus Abschn. 4.4.2 analoges Verhalten. Anwendung von l;q/ » von links
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auf (8.23) liefert
~ PN 1- ~
Z ﬁwq (bq')\/b;}\bq)\ + §bq'>\/) |¢> = qu')’ |¢> . (8243,)
qA

Im ersten Summenterm links wenden wir die Vertauschungsrelation (8.20)
an, wobei die b-Operatoren mit ungleichen g\ vertauschbar sind, wahrend fiir
gleiche g\ Nichtvertauschbarkeit gilt. Daraus folgt:

> h < bax + )(Bq'xlw)—(Ehqu) (b 169 -
a (éq,k, |¢>) — (B — hwg) (qu |¢>) . (8.24b)

Somit ist der Zustand (l;qw|¢>) Eigenzustand zu einer um fwqs verringer-

ten Gesamtenergie des Feldes. I;q/ w vernichtet im Feld also ein Energiequant
der Energie fiwy . Ein Teilchen mit dieser Energie, ein Photon, wurde dem

Feld entzogen. In diesem neuen Zusammenhang stellt sich I;q)\ als ein Photon
(Teilchen)-Vernichtungsoperator dar.

Genauso koénnen wir durch Anwendung des Operators l;;r)\ zeigen, dass
hierdurch dem Feld ein neues Quant (Teilchen) der Energie fiwgy hinzuge-
fligt wird. Im Rahmen der Quantenfeldtheorie sind l;;)\ und l;q)\ Teilchen-
Erzeugungs- und -Vernichtungsoperatoren. In der Quantenfeldtheorie
sind Teilchen, hier Photonen, Anregungszustinde des Feldes. Ein allgemei-
ner Feldzustand liegt also in mannigfaltigen Anregungszustinden vor, er

enthdlt ngx, ng/\,ngrar, ... Photonen mit den jeweiligen Quantenenergien
Twq, hwgr, hwgrr, . . .. Einen solchen Vielphotonenzustand bezeichnen wir auch
als

|¢> = | <5 Mg, nq/)\,, nq//)\u, .. > = | <o gy - - > . (825)

Wenden wir auf diesen Zustand den Hamilton-Operator des Feldes (8.22) an,
so erhalten wir ganz analog zum harmonischen Oszillator (Abschn. 4.4.2)

- - 1
H |¢> = Zhwq (bz)\qu + 5) | -y gy - - >
_Zhw (nqA—i— )|...,nq>\,...> , (8.26a)
d. h. die Energiezustinde (Eigenzustéinde) des Feldes zu

1
E=) nghwg+ 5 > huwg - (8.26h)
A qA

Der Operator b qu heifst aus naheliegenden Griinden Anzahloperator, da
seine Elgenwerte ngx die Anzahl der Photonen fiwg im Zustand |¢) angeben.
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Wenn in einem Feld |¢) nqy Photonen der Energie fiwg (des Typs q, A)

vorhanden sind und wir wenden darauf den Vernichtungsoperator bgx nqx
mal an

(bar) ™ 160 = 10) . (8.27)

dann ist das Feld leer von Photonen, wir erhalten den sogenannten Vakuum-
zustand |0), den Grundzustand des Feldes. Dieser Vakuumzustand besitzt
nach (8.26b) jedoch immer eine Energie

1
By =3 Z; hwq (8.28)
qa

und zwar einen unendlich hohen Beitrag, weil in der Summe q nach oben hin
unbegrenzt ist. Fiir viele Anwendungen spielt diese Energie des Vakuumzu-
standes keine Rolle, weil wir in der Wahl der Energieskala frei sind und den
Nullpunkt auf Ey legen kénnen. Dennoch werden wir sehen, dass es experi-
mentelle Befunde (Casimir-Kraft, Abschn. 8.2.5) gibt, die sich nur aus der
Energie des Vakuumszustandes erkléren lassen.

Die Normierungsfaktoren der Vielphotonenzusténde ergeben sich ganz
analog zu denen der Zustédnde des harmonischen Oszillators (Abschn. 4.4.2).
Aus (8.24b) wissen wir, dass die Operatoren IA)(J;)\ und I;q)\ jeweils ein zu-
sétzliches Photon der Energie hwq erzeugen bzw. vernichten; d.h. fiir die
Erzeugung gilt

byl sngn, ) =Clo (ngr +1),...) (8.29)
Der Faktor C muss nun so bestimmt werden, dass beide Zusténde, links und
rechts in (8.29) normiert sind.

Wir multiplizieren (8.29) von links mit (..., nqgx,...|bgx und beriicksich-
tigen, dass bgy der zu bjl')\ adjungierte Operator ist, dass also gilt

Sl + o
(02) " = bax - (8.30)
Damit folgt
(o ngas- - bdybar ] - nga, .-
=C? (.., (A + 1), ] oy (Mg F 1)) (8.31)

Mit der Vertauschungsrelation lA)quA);r)\ = IS;FAZSq,\ + 1 folgt aus (8.31)

<...,nq>\,...|bjl'Abq>\|...,nqk,...>—|—<...,nq>\,...| ...,nq>\,...>
=C*(..,(ngr+ 1), o] ooy (ngr + 1)), (8.32a)
bzw. unter der Voraussetzung, dass die einzelnen Vielteilchenzustdnde bereits

normiert sind

ngr +1=C%. (8.32b)
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Eine analoge Rechnung zu (8.29) bis (8.32) fiir die Vernichtungsoperatoren

by fithrt dann wegen (8.29) auf die Beziehungen

bisl - inan, -y = /ngx T 1|.... (ngx +1),...) (8.33a)

bar |- N - ) = /Tiga |-+ (nga — 1), ... (8.33b)

Durch vielfache Anwendung der Erzeugeroperatoren l;;r)\ auf den (Vakuum)
Grundzustand |0) 14sst sich ein allgemeiner normierter Feldzustand dann dar-

stellen als .
R NgA
o) =[] = (b;) 0) . (8.34)
QX an

Abschliefend sei darauf hingewiesen, dass die hier beschriebene Quantisie-
rung des elektromagnetischen Feldes im Gegensatz zur bisher behandelten
Einteilchenquantenmechanik (nicht-relativistisch) konsistent mit der speziel-
len Relativitétstheorie ist. Der Grund besteht darin, dass die zugrundeliegen-
den klassischen Maxwell-Gleichungen im Gegensatz zur klassischen Mechanik
mit der Relativitdtstheorie im Einklang sind. Ohne es zu ahnen hat Maxwell
mit seiner Theorie des elektromagnetischen Feldes eine relativistische Theorie
geschaffen.

Eine Quantisierung des Lichtfeldes innerhalb der 4-dimensionalen Raum-
Zeit der Relativitatstheorie liefert keine anderen Ergebnisse als die in diesem
Abschnitt beschriebenen.

Weiterhin sei betont, dass die in (8.8) geforderte Realitét des Vektor-
potentials A ganz wesentlich fiir das quantisierte Lichtfeld ist. Komplexe
Feldamplituden wiirden nicht mit der Maxwell-Theorie in Einklang sein.

8.2.1 Was sind Photonen?

In Kap. 2 haben wir bei der Diskussion der Einsteinschen Lichtquantenhy-
pothese dem Lichtfeld Teilchencharakter in Form von Photonen zugeordnet,
denen eine Energie fiw und ein Impuls %k (in diesem Kapitel: fig) zugeordnet
wurde. Der Begriff Photon als Lichtteilchen diente dazu, die experimentellen
Befunde des Photoeffektes und der Compton-Streuung zu beschreiben, aber
dieses Teilchen war in keiner Weise im Rahmen der in den folgenden Kapiteln
dargestellten Einteilchenquantenmechanik zu verstehen. Dies gelingt nun im
Rahmen der Quantisieriung des Lichtfeldes. Nach Abschn. 8.2 sind Photonen
Anregungszustidnde des elektromagnetischen Feldes. Diese Anregungszustéin-
de sind gekennzeichnet durch einen Wellenzahlvektor g und eine Polarisati-
on (Lq), die zwei zueinander senkrechte Orientierungen A = 1,2 annehmen
kann. Den Anregungszusténden kommt eine Photonenergie Awg zu. In ei-
nem Feldzustand |...,ngy, . ..) mit nqgy Anregungen, d.h. Photonen des Typs
hwq(A) kénnen weitere Photonen erzeugt oder vernichtet werden, dies durch
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die Wirkung der Erzeuger- oder Vernichteroperatoren lA);;A, l;q A- Photonen sind
also nicht Teilchen im klassischen herkémmlichen Sinn, sie sind nicht notwen-
digerweise lokalisiert. Nichtsdestotrotz wird ein einzelnes Lichtquantum in
einem Detektor lokal wie ein normales Teilchen durch ein einzelnes ,,Klicken*
detektiert. Wir werden sehen, dass dieses Teilchenbild als Anregungszustand
eines Feldes auch fiir alle anderen Teilchen z. B. fiir Elektronen gilt.

Wie steht es nun mit dem Impuls 7k eines Photons, hingt diese Grofe
auch mit klassischen Feldgrofen der Maxwellschen Feldtheorie zusammen?
Was ist im klassischen Lichtfeld der Impuls, oder die Impulsdichte, wenn wir
ein Feld in einem Raumvolumen betrachten?

Auf eine Ladung ¢ wirkt im elektromagnetischen Feld (€, B) die Lorentz-
Kraft (Abschn. 5.4.1)

K=¢(E+vxB). (8.35)

Fiir viele Teilchen im Einheitsvolumen addieren sich die Ladungen zur La-
dungsdichte p und die Grofe gv zur Stromdichte j auf. Damit folgt fiir die
Kraft als Zeitableitung des Impulses fiir ein Volumen V:

d

ngech = / d3r (p€ +j x B). (8.36)

\%4

Mittels der Maxwell-Beziehungen

1 .
p=div(e€), j= ™ rot B — g€ (8.37)
0

erhalten wir fiir den Integranden in (8.36)
p£+jxB:so(c‘Jdiv£+BngCQerotB) . (8.38)
Jetzt gilt nach der Kettenregel der Differentiation

B><¢",':—a

E(f)xB)—i—f)xB. (8.39)

Damit folgt aus (8.36)

%Pmech = ao/dgr [c‘:divg - % (Bx &)+ E x B - B xrotB
(8.40a)

d d 3

EPnleCh + E d T€o (8 X B)

= 50/ d3r (8 divE + € x B — ¢?B x rot B) . (8.40b)

Wie in Lehrbiichern der Elektrodynamik gezeigt wird, lasst sich das Integral
auf der rechten Seite von (8.40b) in ein Integral iiber die das Volumen V
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umgebende Flache umschreiben. Es beschreibt dann einen Impulsfluss durch
diese Fldche. Wir leiten dies hier nicht weiter ab, weil auch ohne diese Ab-
leitung Gleichung (8.40b) als eine Gleichung fiir die Impulserhaltung im Vo-
lumen V zu erkennen ist: Die zeitliche Anderung des Gesamtimpulses in V/
(beide Integralterme links) wird durch den Einfluss und Ausfluss von Impuls
in das Volumen V kompensiert.

Die Impulsdnderung im Volumen hat zwei Anteile, den des gesamten me-
chanischen Impulses Pec der sich im Feld bewegenden Teilchen und einen
Anteil

1
Proa = — / d®r (€ x H) , (8.41)

der dem elektromagnetischen Feld in V' zugeordnet werden muss. Damit l&sst
sich dem elektromagnetischen Feld eine Impulsdichte

p= 0—12 (€ x H) (8.42)

zuordnen, die bis auf den Faktor 1/c? dem Poyntingschen Vektor der Ener-
giestromdichte entspricht.

Mittels (8.41) bzw. (8.42) kénnen wir somit durch Einsetzen der den Fel-
dern £ und H entsprechenden Operatoren den quantenmechanischen Impuls
von Photonen ausrechnen. Dazu schreiben wir in (8.41) mittels £ = —A
und H = g 'rot A die Felder auf das Vektorpotential A um und benut-
zen die Fourier-Darstellungen (8.7) und (8.12). Damit folgt fiir den gesamten
Feldimpuls im Volumen V' (P statt Pgelq):

1 Cara) o
P = €0y ,Z)\/\ /d?’r ei(ata’) (—1)Aqadgy (Sqr [a" X sgrn]) - (8.43)
9,q", A\

Bei geniigend grofsem Volumen stellt das Integral eine J-Funktion dar, wo-
durch q’ in —q iibergeht, d. h.

P=cy» iAgA_qr(sqr x [axs_q]) - (8.44)
qA
Das doppelte Vektorprodukt schreibt sich als
Sax X [@ X S_qx] = a(Sqr - S—qr) = S—qx (Sqr - @) - (8.45)
Mit sqy = s_qx und sqy_Lq folgt dann
P=¢ Z iqAqAA_qx = igg Z quAA;;A . (8.46a)
aX qA
Letztere Gleichung folgt unmittelbar aus (8.17). Mittels (8.17) ergibt sich aus
(8.46a) weiter

P=¢ Z Qg (agr — a* o)) (@ +a—qn) - (8.46b)
qA
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An dieser Stelle fithren wir die Quantisierung des Feldes ein, indem wir die
Skalare agy, a’ g, ete. durch die nicht vertauschbaren Operatoren agx, at ar
etc. ersetzen und gleichzeitig mittels (8.19) auf die Erzeuger- und Vernichter-
operatoren des Feldes l;q)\, lA);\ umschreiben. Damit ergibt sich der Impuls-

operator zu
.1 . . . .
P=2 hq (bar = 00 ) (B +b-an)
qA
1 . S . S
=33 ha (arb-ar = 0 abn + banbn = b qpban ) - (8.47)
qA

Wir wenden die aus (8.17) folgende Beziehung I;_q,\ = I;jl')\ auf die ersten
beiden Summanden an und lassen in der letzten Summe die Summation iiber
q statt iiber —q laufen, d. h.

P

1 S 1 S
5> ha (arbitn = bandyn) + 5> ha (Parbin + bipban) - (8.48)
qA qA

Auf die zweite Summe wenden wir die Vertauschungsrelation (8.20) an und
erhalten

.1 .
P=2> hq (2b53bar +1) - (8.49a)
qA

Da die Summe iiber fiq gleichviel negative wie positive Anteile (+q) enthilt,
haben sich diese gegenseitig auf und wir erhalten fiir den Impulsoperator des
elektromagnetischen Feldes

P =) habl\bgx . (8.49D)
qA

Um zu sehen, welchen Impuls ein Photon der Wellenzahl q’ (in Kap. 2 wurde
q mit k bezeichnet) hat, bestimmen wir den Eigenwert zu P in einem Zustand
|¢) der nur ein Photon des Typs (hwy’,q’) enthélt, alle anderen Photonen
sind nicht angeregt, d. h.

|¢) =10,0,...,hAq",...,0,0,...) = |hq') . (8.50)
Die Eigenwertgleichung lautet
P |hq') = hq' |hq) | (8.51)

denn die Anwendung der in der Summe (8.49b) auftretenden l;qA Operatoren
mit q # q’ liefert immer Null und nur fiir g = q’ folgt der Term k¢’ in (8.51).

Das einzelne im Feld angeregte Photon hat die Energie fiwy und den
Impuls 7q’, so wie wir es in Kap. 2 zur Deutung der Experimente gefordert
hatten. Die Quantisierung des Lichtfeldes liefert also fiir Energie und Impuls
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des Photons, basierend auf den klassischen feldtheoretischen Ausdriicken fiir
Feldenergie und -impuls die entsprechenden Ausdriicke fiir die Lichtquanten.

Auch den bosonischen Charakter (Spin ganzzahlig) von Photonen schlie-
fen wir unmittelbar aus der Quantisierung, d. h. den Vertauschungsregeln der
Erzeuger- und Vernichteroperatoren. Wir betrachten einen Zweiphotonenzu-
stand des Feldes, der durch Erzeugung zweier verschiedener Photonen mit
gA und g’ aus dem Grundzustand hervorgeht

laX @'N) = b b%, [0) - (8.52a)

Jetzt vertauschen wir die beiden Photonen und erhalten
a'X,a)) = bk, b, J0) - (8.52b)

Die Erzeuger- und Vernichteroperatoren sind aus den kanonischen Variablen
der klassischen Mechanik, bzw. der Einteilchenquantenmechanik abgeleitet.
Ein und derselbe Erzeugungsoperator fiir zwei verschiedene Teilchen, entspre-
chend dem Impuls in der Einteilchenquantenmechanik, vertauscht natiirlich
mit dem des anderen Teilchens, d. h.

[b;\,b;ﬁ/\,] ~0. (8.53)
Damit folgt aus (8.52) durch Subtraktion der beiden Gleichungen
laX, q'X) = [a'N, a)) (8.54)

Bei Vertauschen zweier Photonen behélt der Feldzustand sein Vorzeichen,
dies ist nach Abschn. 5.6.2 das Kriterium fiir Bosonen: Photonen sind Boso-
nen mit ganzzahligem Spin.

Um den Spin, allgemein den Drehimpuls von Photonen auszurechnen,
kénnten wir wieder analog zur Impulsdichte (8.38) von der Drehimpulsdichte
des elektromagnetischen Feldes 1 = ¢~ 2r x (E x H) ausgehen und die Quan-
tisierung durchfithren. Wie hier nicht nédher gezeigt wird, erhalten wir einen
Drehimpulsanteil parallel zum Wellenzahlvektor q, der zwei Werte £/ anneh-
men kann. Es ist fast selbstverstdndlich, dass diese beiden Drehimpulswerte,
als Spin inhdrent mit dem Photon verkniipft, den beiden zirkular polari-
sierten Zustdnden (links und rechts um g herum drehend) der Feldvektoren
zuzuordnen sind.

Dass Photonen den Spin 4/ besitzen, haben wir schon aus der Diskussi-
on der Ubergangsmatrixelemente zwischen Atomzustinden in Abschn. 6.4.4
geschlossen.

Wir kénnen also zusammenfassend sagen, Photonen sind quantenmecha-
nische Anregungen (Teilchen) des elektromagnetischen Feldes mit der Pho-
tonenenergie hwg, dem Impuls hq und den méglichen Spinwerten +h, wobei
q der Wellenvektor der zugeordneten elektromagnetischen Welle ist.
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8.2.2 2-Niveau-Atom im Lichtfeld: Spontane Emission

Als Anwendungsbeispiel fiir das quantisierte elektromagnetische Feld wollen
wir die Wechselwirkung eines 2-Niveau-Systems (Atom) im Lichtfeld behan-
deln. Hierbei beschreiben wir das 2-Niveau-Atom in Abweichung von Ab-
schn. 6.5.1 mittels Operatoralgebra und das Lichtfeld in der beschriebenen
quantisierten Form. Letzteres wird uns ein neues Phinomen, die spontane
Emission von Lichtquanten liefern, ein Effekt, der nur durch die Quantisie-
rung des Lichtfeldes erkléart werden kann.

Wie in Abschn. 6.5.1 sei das Atom durch zwei atomare Niveaus Ey, E.
mit den Zustédnden |g) und |e) modelliert; nur diese beiden Zustéinde sei-
en relevant fiir die Ankopplung ans Lichtfeld. Die Ubergangsenergie zwi-
schen diesen Niveaus sei iw = E; — E.. Das Atom wird also durch einen
2-dimensionalen Hilbert-Raum beschrieben, dessen Basisvektoren gerade |g)
und |e) sind. Ubergiinge zwischen diesen beiden Zustéinden, d. h. Anregung ei-
nes Elektrons aus dem Grundzustand |g) in den angeregten Zustand |e) oder
Abregung von |e) nach |g) entsprechen also formal dem Umklappen eines
Spins (auch 2-Niveau-System) von einer in die andere Richtung. Operatoren
fiir Ubergénge zwischen den Spinzustinden haben wir schon in Abschn. 5.5.2
(5.113) als Kombination der Spinmatrizen (6, +id,) kennengelernt. Wiir-
den wir also unser 2-Niveau-System im Hilbert-Raum des Spins beschreiben,
dann kénnen wir gStufenoperatoren, die von |g) nach |e), bzw. von |e) nach
|g) fiihren, analog definieren durch

ot =

(60 + i) (8.55a)

N =N =

(64 —i6,) . (8.55Db)

Q>
|

Allgemeiner ist jedoch die Definition von 6% und & durch ,,Schmetterlings-
operatoren“ der beiden Zusténde |g), |e):

5+ = le) ] (8.562)
& =1g) e . (8.56D)

Man sieht sofort, dass diese Operatoren zwischen den beiden Zustédnden un-
seres Atoms vermitteln:

6t lgy=le){glg)=le) , ot le)=le)(gle)=0, (8.57a)
olg)=lg)(elg)=0, ole)=lg){ele)=lg) (8.57b)

Hierbei ist natiirlich die Orthogonalitdt der beiden Zusténde vorausgesetzt,
d.h. (elg) = (gle) = 0.

Denken wir uns das 2-Niveau-Atom in Ruhe, bzw. dessen kinetische Ener-
gie als konstant gleich Null gesetzt, so stellt sich der Atom-Hamilton-Operator
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(nach 4.72) durch seine Eigenwerte E, und E. wie folgt dar (Man multipli-
ziere H von links und rechts mit dem Einheitsoperator 1 = [g)(g| + |e)(e])

H = E;g) (9] + Eee) (el . (8.58)

Haufig nimmt man als Energienullpunkt die Energie £, = 0 des Grundzu-
standes und erhélt mit iw = E, als atomare Anregungsenergie

H=E,le)(e| = hwoto . (8.59)

Wenden wir uns jetzt der Wechselwirkung mit dem elektromagnetischen
Feld (Vektorpotential A) zu. Nach Abschn. 5.4.2 ist bei nicht zu grofien
elektromagnetischen Feldern der Wechselwirkungs-Hamilton-Operator zwi-
schen einem Elektron (Ladung —e) und dem A-Feld gegeben durch (5.67)

W=-SAp. (8.60)
m

Hierbei lisst sich nach Abschn. 6.4.2 (6.119) der Impulsoperator p des Atom-
elektrons auf den Ortsoperator umschreiben gemaf

p = imwt . (8.61)

Aus der Fourier-Darstellung des Vektorpotentials A des Lichtfeldes (8.7) ge-
winnen wir mittels (8.17a) die Darstellung

1 . 1 .
=— Z agrSqr €' 1" + — Z a’ gxSqre' T . (8.62a)
\/V qA \/V qA
Summieren wir in der zweiten Summe iiber —q statt q, so folgt
1 . .
A=— Z Sqr (agr €T +ajy e 79T (8.62b)
VV 45

Wir gehen von den skalaren Gréken aqx, ag, zu den quantisierten Operatoren
iiber und verwenden gleichzeitig die Darstellung (8.19) der Photon-Erzeuger
und Vernichteroperatoren. Damit stellt sich der Operator des Vektorpotenti-
als fiir das Lichtfeld durch Erzeuger- und Vernichteroperatoren dar als

‘/2eov Z qu bar @™ + b5, —‘qt‘) . (8.63)

Gleichung (8.63) in den Wechselwirkungsoperator eingesetzt ergibt:

~ e h S)\'f) 2 iq- 7 —iq-
| g— q—(b Q9T 4t o q) 8.64a
m 25&/; Joq VP aX (8.64a)
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bzw. mittels (8.61) auf den Ortsoperator umgeschrieben

Sq\ - “ iqr | 7 —iqr
= —1ew1/2€ovz d are'd —i—b;r)\e a ) . (8.64b)

Im Produkt —er erkennen wir das elektrische Dipolmoment d des 2-Niveau-
Atoms, {iber das wie schon in Abschn. 6.4.2 dargestellt, die Ankopplung ans
Lichtfeld iiblicherweise ausgedriickt wird. Geméf (4.72) ldsst sich jeder Ope-
rator durch seine Matrixelemente in einem orthonormalen Eigenzustands-
system darstellen. Der Hilbert-Raum unseres 2-Niveau-Systems hat nur die
beiden Zusténde |g) und |e); dementsprechend ergibt sich die Darstellung
durch Multiplikation von d von links und rechts mit dem Einheitsoperator
(4.69a)

d = (e) (el + lg) {g)) d (Je) (e] +1g) {g])
= le) (el d e} {e| + |e) (e| d]g) {g]
+l9) (gl d e} (e| +|g) (gl d1g) (g] - (8.652)

Die Dipolmatrixelemente (e|d|e) und (g|d|g) verschwinden, weil sich bei glei-
chen Anfangs- und Endzustédnden die Integrale wegen r im Integranden iiber
positive und negative Integrationsgebiete wegheben. Damit folgt

d=e) (el dg) (gl + |g) (gl de) (e] - (8.65b)

Beachten wir, dass fiir die Matrixelemente gilt (e|d|g) = d, bzw. (g|d|e) =
dann folgt mit der Darstellung der Stufenoperatoren des 2-Niveau-Systems
(8.56)

d=dst +d%, (8.66)

bzw. fiir den Wechselwirkungsoperator (8.64)

. [ 1 S
W =iw, —— (sar - A5 +5qx - d°5) (bar ' + 57 719
2e0V g g ( qA QA ) QA X

(8.67)
Der Gesamt-Hamilton-Operator des Systems 2-Niveau-Atom eingebettet in
das Strahlungsfeld setzt sich nun zusammen aus den Anteilen des Atoms H at
(8.59), dem des Strahlungsfeldes (Licht: L) Hy, (8.22) und dem Wechselwir-
kungsoperator W (8.67), d. h.

N N N . AL A 1 .
H=H,+H,+ W= hwot 6 + Z hwq (bjl_)\bqk + 5) +W. (868)

Die Zusténde dieses Systems beinhalten eine Aussage iiber den Zustand des
Atoms (v = g, e) und iiber den Zustand des elektromagnetischen Feldes, d. h.
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iiber die Anzahl von Photonen nqy des jeweiligen Typs (wqx, gA), die angeregt
sind. Wir konnen den Gesamtzustand also beschreiben als

o) = v,y nga, - o) - (8.69)

Wenden wir jetzt den Wechselwirkungsoperator T (8.67) auf einen solchen
Zustand an, so bedeutet die Anwendung des Operatorproduktes 6+ lA);;)\ gleich-
zeitige Erzeugung eines Photons und Anregung des Atoms von |g) nach |e).
Hierfiir wiirde ein zweites Photon gebraucht. Da die Photonerzeugungs- und
vernichtungsoperatoren eine Zeitabhéngigkeit exp(+iwgt) beinhalten, bedeu-
tet dies Mitnahme der doppelten Photonenfrequenzen, auch fiir die Opera-
torkombination &lA)qA. Im Sinne der Rotationswellenndherung (Abschn. 6.5.1)
vernachléissigen wir solche Terme mit zwei Photonen und erhalten durch Aus-
multiplikation der Klammern in (8.67) fiir den Wechselwirkungsoperator

. n 1, ) . .
W = iwy/ (e‘q'rs 6T by + e 19,y - A 6hT ) . (8.70
260V %\: \/w_q qA qA qA a\ ( )

Wir beschrianken uns jetzt auf den Fall, dass der Atomdurchmesser klein
gegeniiber der Lichtwellenlédnge ist, dann kénnen wir fiir die folgende Berech-
nung der Ubergangsmatrixelemente (6.111) iiber das Integrationsvolumen des
Atoms exp(=£iq - r) ~ 1 setzen.

Weiter wollen wir zur Vereinfachung der Rechnung nur ein eindimensio-
nales Problem mit einer einzigen spektral scharfen Lichtwellenldnge, d.h.
wq = wy, (z.B. Laserstrahl in einem Resonator) betrachten. Dafiir schreibt
sich dann der Wechselwirkungsoperator

W = D6+by, + D*6b] . (8.71)
Hierbei haben wir mittels

h  w d
250V /WL,

ein verallgemeinertes Dipolmoment eingefiihrt und die Photonindizies gA
durch L (Licht) fir die einzig zu betrachtende Photonenart (feste Frequenz) v
benutzt. Die Zustande des Gesamtsystems Atom und Lichtfeld (8.69) haben
dann die Form |v,ny,) mit v = g, e.

Um die optischen Uberginge des Atoms und des Lichtfeldes zu berechnen,
miissen wir wie in Abschn. 6.4.1 Fermis Goldene Regel (6.111) anwenden und
die Ubergangsmatrixelemente ( f|W|i) zwischen Anfangs- (i) und Endzustand
(f), jetzt aber des Gesamtsystems Atom und Lichtfeld, ermitteln. Wenden
wir den Operator W auf einen Zustand |v,ny) an. So wird entweder die
Photonenzahl ny, um eines erhéht und das Atom um hw abgeregt (2. Term
in 8.71) oder die Photonenzahl wird um ein Photon fwy, verringert und das
Atom von |g) nach |e) angeregt (1. Term in 8.71).

=1

(8.72)
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Damit sind nur zwei Arten von Matrixelementen bei der Berechnung von
(f|Wi) von Null verschieden und unter Verwendung von (8.33) gilt dafiir

(FIW [i) = (g,n1, + 1| D*&b;t |e,ny)

=D"(g,nr, + 1] g,n, + 1) vVnL + 1, (8.73a)
(fIW Ji) = (e,ne — 1] D&¥ by |g, )
=D {e,n,—1|en,—1)/n . (8.73b)

Bei (8.73a) handelt es sich um Emission eines Photons fwy, unter gleich-
zeitiger Abregung des Atoms von |e) nach |g), wihrend durch (8.73b) die
Absorption eines Photons durch das Atom aus dem Lichtfeld beschrieben
wird.

Damit stellen sich die Ubergangsraten (6.111b) nach Fermis Goldener
Regel dar als

2m 2 es es
Rem = F |D| (nL + 1) 1) (E;gc — Ezg ) (874&)
fiir die Emission von Photonen aus dem angeregten Atom im Zustand |e) und
27 2 s s
Raps = — |D|" nw.d (E]gce - Ef° ) (8.74b)
fiir die Absorption von Photonen durch das Atom im Grundzustand |g).

Fiir die Energien des Gesamtsystems E$™ und Ef“ergeben sich folgende
Bilanzen, wenn man Atom und Lichtfeld zusammennimmt:

Emission: Ef” — B = Ey + (n+ 1) hwy, — (Ee + nfiwr)

—E, E. + hoy (8.75a)
Absorption:  Ef® — EF* = E. + (n — 1) hwy, — (B4 + nhwr,)
—F,— E, — hoy (8.75D)

Wie schon in Abschn. 6.4.1 ausgefiihrt, stellen die 6-Funktionen in (8.74) also
die Energieerhaltung E%* — Ef® = 0 wihrend des Emissions- und Absorpti-
onsprozesses fiir das Gesamtsystem dar, dies mit der spektralen Schérfe der
0-Funktionen im Falle der Resonanz w = wry,. Vergleichen wir (8.74a) mit
(8.74b), so stellen wir fest, dass es fiir die Ubergangsraten die Terme

" " 2T
RE" = RS o+ D", (8.764)
und bei der Emission einen zuséatzlichen Term
g o 28
1m

|D|? (8.76D)

gibt (Abb. 8.1).
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Abb. 8.1. Schematische Darstellung der moglichen Wechselwirkungen zwischen
einem 2-Niveau-System mit den Zustédnden |g) und |e) und einem elektromagneti-
schen Feld, das in seiner Photonenenergie hwr, in Resonanz ist mit dem elektroni-
schen Ubergang |g) < |e). Bei der Absorption des Photons wird das Elektron von
der Grundzustandsenergie E, auf die Energie E. des angeregten Zustands ange-
regt, Ubergangsintensitét proportional zur Photonendichte ny. Bei der induzierten
Emission wird durch das dufiere Lichtfeld ein Ubergang von E. nach E, angeregt
und ein Photon mit Awr, ausgesandt, Ubergangsintensitét proportional zu nz. Bei
der spontanen Emission wird ein Elektron ohne Einwirkung des dufieren Lichtfeldes
von E. nach E, abgeregt und ein Photon mit hwr, emittiert

Da die Photonenzahl ny, im Lichtfeld proportional zur Intensitéit des elek-
tromagnetischen Feldes ist, haben wir hier die Aussagen aus Abschn. 6.4.2
wiedergewonnen, dass es stimulierte Emissions- und Absorptionsprozesse
gibt, die bei gleichen Ubergangsraten proportional zur Intensitéit des Licht-
feldes anwachsen (6.116). Sie werden durch die Photonen im Lichtfeld ,,ge-
triggert”.

Durch die Quantisierung des Lichtfeldes ist also bei der Emission der
Term der spontanen Emission (8.76b) hinzugekommen. Diese spontane
Emission von Photonen aus einem angeregten Atom ist unabhéngig von der
Photonenanzahl im Lichtfeld. Sie ist auch vorhanden, wenn ny, = 0 ist in
(8.74a), d.h. wenn das elektromagnetische Feld im Grundzustand |0), d.h.
ohne angeregte Photonen, vorliegt.

Spontane Emission von Photonen ist zuriickzufiihren auf die Wechsel-
wirkung eines angeregten Atoms mit dem Vakuumzustand des Lichtfeldes.
Dieser Effekt ist eine unmittelbare Konsequenz der Quantisierung des elek-
tromagnetischen Feldes. Man kénnte sagen, dass die spontane Emission eine
durch die Vakuumfluktuationen des Feldes erzeugte stimulierte Emission von
Photonen ist.

8.2.3 Lichtwellen beugen Atome

Im Abschn. 2.4.2 haben wir ein Experiment als grundlegend fiir das quan-
tenphysikalische Geschehen diskutiert, bei dem Rb-Atome (gutes Modell fiir
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2-Niveau-Atome) durch eine intensitétsstarke stehende Laser-Lichtwelle ge-
beugt, d. h. in einen durchlaufenden und in einen in 1. Ordnung abgebeugten
Atomstrahl aufgeteilt wurden [7]. Ohne im Einzelnen die zugrunde liegenden
Mechanismen verstehen zu kénnen, zeigte das Experiment ganz klar den Ein-
fluss einer Ortsmessung an den Atomen (Welcher-Weg-Information) auf die
Doppelspaltbeugung der Atomstrahlen.

Das Phénomen der Beugung von Rb-Atomen an einer stehenden Licht-
welle in diesem Experiment [7] ist eine direkte Manifestation der Quantisie-
rung des elektromagnetischen Feldes, die wir jetzt etwas genauer betrachten
wollen. Wir haben es also wiederum, wie in Abschn. 8.2.2, mit der Wech-
selwirkung eines 2-Niveau-Systems mit Lichtwellen zu tun, die durch den
Hamilton-Operator (8.68) beschrieben wird. Wir legen den Nullpunkt unse-
rer Energieskala so, dass die Grundzustandsenergie des Lichtfeldes ar %hwq
verschwindet und betrachten wiederum, wie in Abschn. 8.2, eine einzige spek-
tral scharfe Laser-Lichtwelle mit wr,, nr, in einem 1-dimensionalen Problem.
Dann lautet der entsprechende Hamilton-Operator mit W aus (8.71)

I = &6 + Rt + (Dot by + D*6b7 ) (8.77a)

Lassen wir jetzt eine Verstimmung A = wy, — w zwischen Laserfrequenz wr,
und Kreisfrequenz w = (E. — E;)/h des elektronischen Ubergangs am 2-
Niveau-Atom zu, so schreibt sich (8.77a)

= h(wy — )6t 6+ houbiby + (D&t b+ D6t} ) (8.77b)

Wir kénnen in Abweichung von Abschn. 8.2.2 in den effektiven Dipolmo-
menten D, D* (8.72) auch die in (8.70) vernachldssigten Phasenfaktoren
exp(=£igz) hinzufiigen (nicht ausgeschrieben). Da am Ende die effektiven Di-
polmomente nur in der Form |D|? eingehen werden, spielt dies jedoch keine
wesentliche Rolle in der folgenden Rechnung.

Betrachten wir die Wirkung von H auf einen allgemeinen Zustand |v, ny,)
mit v = e, g des vereinten Systems Atom im Lichtfeld, so bewirkt der Wechsel-
wirkungsterm 1474 jeweils eine Verringerung der Photonenzahl ny,, bei gleich-
zeitiger Anregung des Atoms von |g) nach |e) oder umgekehrt. Von daher
sind nur zwei Zustdnde des gekoppelten Systems von Interesse, namlich

lg,nL + 1) < |e,nL) . (8.78)
Der allgemeinste zu betrachtende Zustand des Gesamtsystems ist daher
¢) = cglg,nL+1) +cele,nL) - (8.79)

In dieser 2-dimensionalen Basis miissen wir mit dem Hamilton-Operator
(8.77b) die stationdre Schrodinger-Gleichung 16sen:

Hl¢) =E|¢) . (8.80)



378 8 Felder und Quanten

Um auf die Matrixschreibweise iiberzugehen, setzen wir (8.79) in (8.80) ein
und multiplizieren jeweils mit (g,n + 1| und (e, ny,| von links. Damit folgt
(g:n + 1| Hg,ni, + 1) ¢g + (g,n + 1| H e, ni) ce
:E<g,TLL+1|g,TLL+1>C9, (8813’)
(e;ni| H |g,nL, + 1) ¢g + (e,np| H |e,n1) ce
= E{e,nL]| e,nL)ce . (8.81b)
Wenden wir jetzt die fiir ISE , bibeschriebene Wirkung auf das Lichtfeld und

die fiir 67,6 in (8.57) dargestellte Wirkung auf die Zustinde (8.78) an, so
folgt

(g,nL + 1] H lg,nL + 1) = hwy, (n, + 1) (8.82a)
(g,nL, + 1| H |e,ny) = D*V/ng, + 1, (8.82b)
(e,np| H|e,nr) = h(w, — A) + hwpny, (8.82¢)

(e,np| H |g,nL +1) = Dv/ng, +1 . (8.82d)

Damit lassen sich die Gleichungen (8.81) als Matrixgleichung (Schrodinger
Gleichung) darstellen:

ﬁwL(nLJrl) D*/np, +1 <CQ>E<C
DynL +1  hwp(np+1)—hA ) \¢ /)

Wir ordnen in der Matrix nach Symmetriegesichtspunkten um und erhalten

(nL + 1) hwr, — %hﬁ 0
0 (nL + 1) hwy, — %ﬁA

LA D*ap 1
+ 2 - (Cg) =E (cg> . (8.83b)
DynL+1  —ina Ce Ce

In der ersten linken Matrix bestehen die Diagonalglieder aus dem konstan-
ten Gesamtenergiehaushalt des kombinierten Systems und der Verstimmung
A. Vernachldssigen wir bei nicht zu kleiner Verstimmung A die spontane
Emission (Abschn. 8.2.2), so kénnen wir diesen Term als konstant anneh-
men und den Nullpunkt der Energieskala wiederum so legen, dass die Matrix
verschwindet. Damit folgt fiir das zu lésende Problem:

$hA—E  D*y/np +1 (CQ)—O
Dynp+1 —ihA-E '

CB
Die beiden Eigenwerte E des 2-dimensionalen Problems ergeben sich aus dem
Verschwinden der Determinante

ihA—E D*/np +1
Dynp+1 —3hA—-E

9> . (8.83a)

€

(8.84)

det =0. (8.85)
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Diese Gleichung hat als Losungen die Eigenwerte

1 4
Ey :igh\/A2+ﬁ|D|2 (nL+1). (8.86)

Die Anzahl der Photonen im Laserstrahl ist proportional zur Intensitit (Ener-
giedichte) des elektromagnetischen Feldes. Fiir eine stehende Welle zwischen
zwel Spiegeln mit ortsfesten Knoten und Béuchen ist ny,(z) damit eindeutig
eine Funktion des Ortes. Wir kénnen fiir grofte Photonenzahlen np, deshalb
iiber die Energiedichte (np(z)+ 1) in (8.86) auf das rdumlich periodische
elektrische Feld E(z) umschreiben geméaf

1 1

e 1) hwy, . 8.87
50 7 (L + 1) hwr (8.87)
Benutzen wir fiir das verallgemeinerte Dipolmoment D die Definition (8.72)
und setzen naherungsweise die Verstimmung an dieser Stelle gleich Null, d. h.
wr, & w (A ist sicherlich klein gegeniiber wy, bzw. w), so folgt fiir die Ener-
gieeigenwerte (8.86)

1 1
— _ 2 —_Ad2gc2
Es iQh\/A + o5 282 (2). (8.88)

Hierbei ist d = (elex|g) das Dipolmoment zwischen Grund- |g) und ange-
regtem Zustand |e) des 2-Niveau-Atoms und £(z) das zeitlich oszillierende
elektrische Feld der stehenden Laser-Lichtwelle mit rdumlich festen Knoten
und Bauchen.

Vergleichen wir (8.88) mit (6.154) so sehen wir sofort, dass der zweite
Term unter dem Wurzelzeichen, der quadrierten Rabi-Frequenz entspricht.
Wenn die Anregungsenergie des Atoms mit dem Lichtfeld in Resonanz ist
(A = 0), entsprechen die Eigenwerte (8.88) der positiven und negativen Rabi-
Frequenz (6.154). Wir kénnen also eine verallgemeinerte Rabi-Frequenz fiir
den verstimmten Fall (A # 0) definieren durch

1
Dyon = | A2 + 5 €2 (8.89)

Diese Frequenz beschreibt, wie die Zustdnde |g,n;, + 1) und |e, ny,) in ihrer
Population hin- und herschwingen (Rabi flopping), wenn das Atom mit seiner
Anregungsenergie fwy, des Lichtfeldes um A verstimmt ist. Dies ist genau
das Verhalten, das wir schon in Abschn. 6.5.1 (Abb. 6.12) fiir die 2-Niveau-
zustdnde |g) und |e) im nichtquantisierten klassischen elektromagnetischen
Feld kennengelernt haben.

Entsprechend den beiden Eigenwerten EL (8.86, 8.88) gibt es zwei Eigen-
vektoren (¢, cF) zu (8.84). Wir erhalten sie durch Einsetzen von E (8.86)

g e
in (8.84), auflésen nach c;t bzw. ¢& und Normierung. Ohne die Rechnung
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hier durchzufiihren, geben wir das Ergebnis fiir die Eigenvektorkomponenten

an [8]:
F = \1E£0N/ e, cE=\/1F A/ Qgen . (8.90)

Wir kénnen durch Linearkombination, A&hnlich wie in Abschn. 6.5.1, zwei neue
Eigenzusténde bilden

1
7
Man spricht bei den Eigenzustéinden |+,nr) von bekleideten Zustén-
den, weil sie die Wechselwirkung zwischen Lichtfeld und Atom beinhalten.
lg,nL, + 1) und |e, ny,) werden entsprechend als nackte Zustinde bezeich-
net, weil es sich hier um Zusténde des Feldes plus Atom handelt.

Den nackten Zustédnden entsprechen Energieniveaus, die sich aus (8.86)
unter Weglassen des zweiten Wechselwirkungsterms unter der Wurzel erge-
ben. Der energetische Abstand des Niveaus der nackten Zustédnde betrigt
also By — E_ = hA, wihrend fiir die bekleideten Zustédnde die Energiediffe-
renz nach (8.86, 8.88, 8.89) hf2se, ist. Man wundere sich nicht, dass fiir den
Resonanzfall A = wy, — w = 0, wo die Photonenenergie des Feldes mit der
Ubergangsenergie zwischen |g) und |e) am Atom iibereinstimmt, die Ener-
gien der nackten Zustidnde |g,nr, + 1) und |e, ny,) iibereinstimmen. Es han-
delt sich hierbei ndmlich um Zustdnde von Atom und Lichtfeld zusammen.
Ubergéinge am Atom werden energetisch bilanziert durch Anregungen des
Lichtfeldes |n1) < |, ng, 4 1). Ubergiinge zwischen den bekleideten Zustéin-
den |+,nL) & |-, nL), beschrieben durch die Ubergangsenergie h2gen, liegen
energetisch hoher, weil in ihnen die Wechselwirkungsenergie zwischen Licht-
feld und Atom enthalten ist. Die Verhéltnisse sind in Abb. 8.2a dargestellt.

Im Schrodinger-Bild (Abschn. 3.5, Abschn. 4.3.5) ist die Zeitabhéngigkeit
der Zustédnde in den Zustdnden selbst enthalten, d. h. in den Wahrscheinlich-
keitsamplituden cgt, cF. Nach Abschn. 3.5 ist diese Zeitabhingigkeit durch
die Eigenwerte (8.88) des zeitunabhéingigen Problems [Losung der zeitunab-
hingigen Schrodinger-Gleichung (8.80)] gegeben durch

|:l:a nL> = (C;: |ga ny + 1> + Ctzet |6, TLL>) (891)

c;t X exp <:|:%.Qgent> . (8.92)

Dies ist wegen (8.91) im Wesentlichen auch die Zeitabhéingigkeit der bekleide-
ten Zustidnde. Hierbei ist zu beachten, dass 2gen () im Falle einer stehenden
Laser-Lichtwelle in einem Resonator (ortsfeste Knoten und Béuche) nach
(8.88, 8.89) ortsabhingig ist (Abb. 8.2b). Lassen wir das Laser-Lichtfeld nur
fiir eine kurze Zeit 7 (Laser-Puls) auf die 2-Niveau-Atome wirken, sodass bei
geniigend grofer Verstimmung A gilt:

QgenT = AT >1, bzw. A>1/7 (8.93)

dann geschieht nach (8.92) die Umbesetzung des Niveaus sehr schnell.
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Abb. 8.2a,b. ,Nackte* und ,bekleidete” elektronische Zustdnde eines 2-Niveau-
Systems (Atom) im quantisierten monochromatischen elektromagnetischen Feld.
Die Photonenenergie des Feldes Awr, ist gegeniiber der Ubergangsenergie fiw zwi-
schen den Zusténden |g) und |e) des 2-Niveau-Systems um hA verstimmt. a Energie-
niveaus der nackten (links) und bekleideten (rechts) Zusténde des Gesamtsystems
2-Niveau-Atom plus Lichtfeld. Die bekleideten Zustandsniveaus sind gegeniiber
den nackten durch die Wechselwirkung zwischen Atom und Lichtfeld verschoben.
{2gen ist die durch die Verstimmung A bestimmte verallgemeinerte Rabi-Frequenz.
b Energie der bekleideten Zusténde |+,nw(x)) und |—,nr(z)) als Funktion des
Ortes z in einer stehenden Lichtwelle der Frequenz wr,. Die oszillierenden Energie-
niveaus wirken auf das 2-Niveau-Atom wie ein Potential U(x)

Der nackte Anfangszustand |g, ny, + 1) schwingt adiabatisch in einen der
bekleideten Zustdnde (8.91) iiber, d.h. fast instantan im Vergleich zur zeit-
lichen Anderung der Eigenwerte (8.88). Diese Eigenwerte kénnen dann als
ein Licht-Atom Potential U(x) fiir die Bewegung der Atome aufgefasst wer-
den [8]. Nach Abb. 8.2b, bzw. (8.88) ist dieses Potential wegen der stehenden
Laser-Lichtwelle rdumlich periodisch in z; es wirkt wie ein Beugungsgitter
auf die durchfliegenden 2-Niveau-Atome.

Wenn die Laser-Lichtwelle eine Wellenlédnge Ar, hat, befinden sich Knoten
und Béuche der stehenden Welle in einem Abstand Ar,/2 (Abb. 8.3). Dies ist
der Periodizitdtsabstand des beugenden Gitters.

Nach der iiblichen Konstruktion fiir Beugung am Gitter (Abb. 8.3)
muss fiir das erste Beugungsmaximum der Gangunterschied der abgebeug-
ten Atomstrahlen gerade Aatom = 27/katom betragen. Beobachten wir dieses
Maximum unter einem Beugungswinkel «, so muss gelten

AAtom SiDa = Ap, /2. (8.94)
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Abb. 8.3. Schematische Darstellung der Beugung eines 2-Niveau-Atomstrahls
(katom) am periodischen Gitter einer stehenden Lichtwelle (Wellenlange Ar), die
in ihrer Frequenz gegeniiber dem elektronischen Ubergang |g) = |e) des Atoms
verstimmt ist (siche Abb. 8.2b)
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Bei der Beugung des Atomstrahls ins erste Beugungsmaximum wird dann
quer zur Einfallsrichtung ein Impulsiibertrag auf die Atome von
0p = hkatom sin o = 2hgr, (8.95)

bewirkt (¢, Wellenzahlvektor des Laserlichtes).
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Abbildung 8.4 zeigt als Beispiel ein experimentelles Beugungsmuster
von He-Atomen an einer stehenden Laserlichtwelle (A, = 1083 nm) [8]. Das
Beugungsbild ist als Funktion des Impulsiibertrages (8.95) dargestellt. Bei
der verwendeten Rabi-Frequenz von 150 MHz, einer Verstimmung A zwi-
schen Atomresonanzfrequenz und Laser-Frequenz von 120 MHz, sowie einer
Wechselwirkungszeit des Atomsstrahls mit der stehenden Laser-Welle von
7 = 20ns ist die Bedingung (8.93) fiir Beugung am Gitter erfiillt.

8.2.4 Noch einmal: ,,Welcher Weg*-Information
und Verschrinkung

Nachdem wir jetzt viel iiber das quantisierte Lichtfeld und Beugung von
2-Niveau-Atomen an stehenden Lichtwellen (Abschn. 8.2.3) gelernt haben,
kénnen wir das in Abschn. 2.4.2 beschriebene, grundlegende Experiment von
Diirr et al. [7] iiber das Verschwinden der Doppelspaltinterferenz bei Beob-
achtung des detaillierten Teilchenweges in aller Tiefe verstehen.

Nach den Ausfithrungen in Abschn. 8.2.3 wird klar, dass in einer ste-
henden Laser-Lichtwelle, so wie in Abb. 2.10a und Abb. 8.5b schematisch
dargestellt, ein Strahl von Atomen in einen durchgelassenen (C') und einen
in 1. Ordnung abgebeugten (B) zerlegt werden, wenn die Lichtfrequenz wr,
an die Ubergangsfrequenz w zwischen zwei wichtigen atomaren Niveaus (2-
Niveau-Atom) angepasst ist. Neben der Rabi-Frequenz, d.h. dem Dipolmo-
ment des Ubergangs multipliziert mit der elektrischen Feldstirke £ des Licht-
feldes, geht nach (8.88) die Verstimmung A = wy, —w zwischen Lichtfrequenz
und atomarer Ubergangsfrequenz in das periodische beugende Potential ein.
Bei zweimaligem Durchlaufen der Laser-Lichtwelle erhalten wir die Aufspal-
tung des Atomstrahls in die beiden Teilbiindel B und C (Abb. 2.10a und
8.5b), die im 2. Beugungsgitter in D und F bzw. F und G (Abb. 2.10a) zer-
legt werden. Die experimentellen Parameter, insbesondere die Lichtintensitét
sind so eingestellt, dass die Strahlteiler jeweils eine etwa 50% Aufteilung der
Biindel bewirken. Die geringe Geschwindigkeit der Atome im Strahl von etwa
2m/s und die durch das Ein- und Ausschalten des Laserstrahls (nur fiir die
Wechselwirkungszeit zwischen Atomen und Lichtbeugungsgitter angeschal-
tet) erlaubt die Verwendung ein und derselben stehenden Laserlichtwelle.
Zwischen zwei Lichtpulsen, die das 1. und das 2. Beugungsgitter (Aufteilung
in B und C und danach Aufteilung in D und F bzw. E und G) realisieren,
fliegen die Atome im freien Flug.

Der spezielle Trick des Experiments besteht nun darin, dass als 2-Niveau-
Atom Rb verwendet wird, dessen elektronisches Niveauschema sich verein-
fachen lésst, wie in Abb. 8.5a dargestellt. Ohne auf Einzelheiten [9] ein-
zugehen, sei angemerkt, dass das Rb-2-Niveau-Atom eigentlich durch ein
3-Niveau-System dargestellt werden sollte, bei dem der Grundzustand |g)
durch zwei energetisch eng beieinander liegende, durch Kernspin-Wechselwir-
kung aufgespaltene elektronische Zustdnde |2) und |3) (bezeichnet nach ih-
ren Gesamtdrehimpuls-Quantenzahlen 2 und 3) realisiert wird. Wahrend
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Abb. 8.5a,b. Schema eines Rb-Atomstrahl-Beugungsexperimentes zur Untersu-
chung des Einflusses der ,Welcher Weg“-Information auf die 2-Strahl-Interferenz
der Atome [7, 9]. a Vereinfachtes Energie-Niveauschema der Rb-Atome: der ange-
regte Zustand |e) entspricht in der atomphysikalischen Nomenklatur 52 P, /2. Der
Grundzustand |g) (5>S1,2) ist {iber Hyperfeinwechselwirkung (iiber Spins) in zwei
energetisch benachbarte Zusténde |3) und |2) mit Drehimpulsen 2 und 3h aufge-
spalten. Rechts ist der Einfluss einer stehenden Lichtwelle der Frequenz wr gezeigt.
Fiir die Zustédnde |2) und |3) ist die Verstimmung A betragsméafbig gleich, aber
entgegengesetzt im Vorzeichen

die Ubergangsfrequenz zwischen |2) und |3) im Mikrowellenbereich bei etwa
3 GHz liegt, entspricht die Ubergangsfrequenz zwischen |e) und |g), entweder
durch |2) oder durch |3) gegeben, dem sichtbaren Lichtspektrum. Im Experi-
ment wird eine Lichtwellenldnge A von 780 nm fiir die stehende Laser-Welle
verwendet, die gerade in ihrer Frequenz mitten zwischen die Ubergangsener-
gien |3) — |e) und |2) — |e) hineinpasst (Abb. 8.5a). Dadurch haben die fiir
das beugende Potential der Laser-Welle relevanten Verstimmungen As bzw.
Az zwar gleichen Betrag in (8.88), aber verschiedenes Vorzeichen: Ay < 0,
A3z > 0. Unabhéngig davon, ob sich die Rb-Atome in |2) oder |3) als An-
fangszustand befinden, werden sie nach (8.88) gleichartig gebeugt. Fiir das
Entstehen der Interferenz aus der Uberlagerung des Teilbiindel D und E
bzw. F und G in Abb. 2.10a spielt es keine Rolle, ob der Anfangszustand der
Atome |2) oder |3) war.

Wir konnen jedoch durch zusédtzliche Manipulation der Besetzung von
|2) oder |3) im Anfangszustand, d.h. durch Manipulation eines inneren Frei-
heitsgrades der Rb-Atome, den Atomen eine Information {iber ihren Weg
mitgeben, d. h. eine Unterscheidung zwischen Teilbiindel B und C herbeifiih-
ren.

Durch Einstrahlen der Ubergangsfrequenz zwischen |2) und |3), d. h. einer
Mikrowellenstrahlung der Frequenz 3 GHz kann je nach Dauer des Pulses eine
vollige Umbesetzung (m-Puls) oder eine Uberlagerung der Zustéinde |2) und
|3) (m/2-Puls) erreicht werden (Abschn. 6.5.1).

Fiir die Auslesung der ,,Welcher Weg*-Information, d.h. Herkunft der
interferierenden Atomstrahlen aus Biindel B und C' nach dem ersten Licht-
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Abb. 8.5b. (Fortsetzung) Schema eines Rb-Atomstrahl-Beugungsexperimentes
zur Untersuchung des Einflusses der ,Welcher Weg“Information auf die 2-Strahl-
Interferenz der Atome [7, 9]. b Schema des gesamten Interferenzexperimentes: Der
einfallende Rb-Atomstrahl A wird an einer ersten stehenden Laser-Lichtwelle in
zwei Strahlen B und C' aufgeteilt. Eine zweite stehende Welle teilt diese Strah-
len wiederum in die Strahlen D und F bzw. E und G auf. Die Strahlen D
und E bzw. F' und G laufen parallel und interferieren jeweils in einer Zwei-
strahlinterferenz (siche Abb. 2.10a und b). Information {iber den Weg einzelner
Rb-Atome (,Welcher Weg“Information) kann durch zusétzliche Einstrahlung von
3 GHz-Mikrowellenimpulsen (7/2) gewonnen werden. Der erste Puls erzeugt einen
Superpositionszustand |3) 4 |2), der nach der Beugung an der stehenden Lichtwelle
in die Zusténde |3) —|2) und |3) + |2) aufspaltet. Ein zweiter = /2-Mikrowellenpuls
prapariert die beiden Zustédnde —|2) und |3) in den Strahlen B und C. Diese in-
ternen Zustdnde des Rb-Atoms gestatten nach Beugung an der zweiten stehenden
Lichtwelle eine Unterscheidung zwischen den Situationen, dass ein Rb-Atom aus
Strahl B oder Strahl C' (durch welchen Spalt) herriihrt. Es interferieren nédmlich
Atome mit den inneren Zustdnden —|2) und |3) bzw. |2) und |3)

beugungsgitter (Abb. 2.10a), ist nun entscheidend, ob das beugende Licht-
wellenpotential, d.h. die Verstimmung A positiv (Anfangszustand |3)) oder
negativ (Anfangszustand |2)) ist. Obwohl die Wahrscheinlichkeit fiir Beu-
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gung (Streuung) der Atome nicht vom Vorzeichen, sondern nur vom Betrag
des Potentials (gleich fiir beide Anfangszusténde |2) und |3)) abhingt, be-
dingt ein verschiedenes Vorzeichen des Potentials eine verschiedene Phase
der nach der Beugung auslaufenden Atomwellen. Hier verhalten sich Atom-
wellen genau wie Lichtwellen. Schon in Abschn. 3.6.3, wo Elektronen gegen
eine Potentialschwelle anlaufen, oder in Abschn. 6.1 (WBK Naherung) ha-
ben wir gesehen, dass in den Phasen der gestreuten Wellenfunktion immer
ein Faktor /2m(E — V) auftritt, wo E die Elektronenenergie und V' das
durchlaufene Potential ist. Je nach Grofe von V' im Bezug auf E, kann dieser
Faktor reell oder imaginér sein. Im letzteren Fall dndert sich die Phase der
Wellenfunktion.

Ohne die Diskussion im Einzelnen mathematisch durchzufiihren [9], zie-
hen wir das klassische optische Analogon fiir Licht heran: Eine Lichtwelle, die
von einem optisch diinneren Medium kommend an einem optisch dichteren
Medium gebrochen wird, erleidet einen Phasensprung von 7, wiahrend Bre-
chung an einem optisch diinneren Medium oder Transmission in ein diinne-
res oder dichteres Medium keine Phasendnderung bewirkt. Fiir ein negatives
Streupotential erhalten wir einen imagindren Phasenbeitrag im Exponenten
der resultierenden Welle, also einen Phasensprung; wir konnen deshalb fol-
gern:

— Rb-Atom in |2) — Potential negativ — optisch dicht — Phasensprung 7
— Rb-Atom in |3) — Potential positiv — optisch diinn — kein Phasensprung

Damit kénnen wir die in Abb. 8.5b dargestellte Abfolge der inneren Quanten-
zustdnde der Rb-Atome in den durchlaufenden und abgebeugten Atomstrah-
len unter der Wirkung der beugenden Laser-Wellen und der zweimaligen An-
wendung von m/2-Mikrowellenimpulsen (3 HGz) verstehen. Wir nehmen an,
dass die Atome zu Beginn bei der Einstrahlung im Grundzustand |2) sind.
Dies ist der energetisch niedrigste Zustand, der bei einem kalten Atomstrahl
vorwiegend besetzt ist. Zur Ermittlung der ,,Welcher Weg" Information wird
ein erster 7/2-Mikrowellenimpuls eingestrahlt, der die Atome in den Super-
positionszustand (|3) +|2))/v/2 (Abschn. 6.5.1) bringt. Bei der nachfolgen-
den Aufspaltung in die beiden Teilbiindel B und C erfahrt der abgebeugte
Atomstrahl B in seiner Komponente |2) eine m-Phasenverschiebung (Vorzei-
chenwechsel) und die Atome befinden sich dann im Superpositionszustand
(13) — |2))/v/2. Die Komponente |3) bleibt unveréindert, weil sie ein positives
Beugungspotential ,,sieht* (wird in optisch diinneres Medium abgebeugt). Der
durchlaufende Atomstrahl C erfahrt analog zum optischen Fall keine Phasen-
verschiebung. Nach Durchlaufen des 1. Beugungspotentials ist deshalb in den
Atomstrahlen eine Verschrinkung von dufserem Zustand (Ortswellenfunktion
¥p bzw. 1¥¢) und innerem Freiheitsgrad der Atome eingetreten. Der gesamte
verschrinkte Zustand der Atomstrahlen schreibt sich somit

[9) o< [m) (13) = 12)) + |¥e) (13) +12)) - (8.96)
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Diese Verschrankung ist entscheidend fiir die Speicherung der ,,Welcher Weg*
Information, wie wir sehen werden.

Der zweite 7/2-Mikrowellenpuls nach Verlassen des ersten Strahlteilers
iiberfiihrt die internen Superpositionszustinde (|3) —[2))/v/2 und
(13) +12))/v/2 wiederum in Zusténde, wo nur |2) und |3) besetzt sind (Ab-
schn. 6.5.1). Dies ist sofort einsichtig, weil ein weiterer 7/2-Puls wiederum zu
einem der beiden Zusténde |2) oder |3) des 2-Niveau-Systems zuriickfithren
muss.

Wir ziehen zum besseren Verstindnis fiir die Ubergéinge im 2-Niveau-Sys-
tem das Umklappen eines Spins (Abschn. 6.5.2, Abb. 6.14) heran. Der Super-
positionszustand (|3) + |2))/v/2 entspricht einem Spin-Superpositionszustand,
wo die Spineinstellung 1z in der z,y-Ebene gegeben ist. Anwendung eines
7/2-Pulses fiihrt auf eine Spineinstellung in positive z-Richtung, d.h. ana-
log in den Zustand |3) zuriick. Der Superpositionszustand (|3) — [2))/+/2 ent-
spricht auch einer Spineinstellung in der x, y-Ebene 1 z, jedoch wegen des ne-
gativen Vorzeichens bei |2) in entgegengesetzter Richtung. Dementsprechend
fithrt hier der 7/2-Puls der Mikrowellenstrahlung zu einer Spineinstellung in
—z-Richtung. Das entspricht dem Zustand —|2).

Damit stellt sich der Zustand der beiden Teilstrahlen B und C' nach dem
zweiten 7/2-Puls vor Auftreffen auf das zweite Beugungsgitter dar als

) o< =[¥B) [2) + [¢o) 3) - (8.97)

Das zweite Beugungsgitter, erzeugt durch die stehende Laser-Welle, fiihrt nun
zur Aufteilung in die Strahlen D und E bzw. F und G, die jeweils in ihrer
raumlichen Uberlagerung das Doppelspalt-Interferenzmuster erzeugen. Be-
zliglich der inneren Zusténde gilt, die durchgelassenen Strahlbiindel D und G
erfahren keine Anderung der inneren Zustéinde. Bei den abgebeugten Strah-
len F und F' erfahren nur die Atome im Strahl F' eine m-Phasenverschiebung,
d.h. —|2) — |2), weil Atome im Zustand |2) ein negatives Potential durch-
laufen, also in ein optisch dichteres Medium abgebeugt werden. Atome im
Strahl E mit internem Zustand |3) ,;sehen“ ein positives Potential bei der
stehenden Laser-Welle und behalten deshalb ihren inneren Zustand |3).

Damit folgt fiir die Darstellung des gesamten Zustandes |¢) der vier re-
sultierenden Teilblindel D, E, F, G:

) o< = [¥p) [2) + [¥E) 3) + [¥F) [2) + [¥a) 3) - (8.98)

Dies ist ein verschriankter Zustand, wo die Ortswellenfunktionen jeweils mit
den internen Zustdnden |2) und |3) verschrénkt sind. Im Fernfeld laufen je-
weils die Teilbiindel D und E sowie F' und G in getrennten Raumbereichen.
Sie erzeugen paarweise durch Superposition die in Abb. 2.10b gemessenen In-
terferenzmuster, links herrithrend von D und F, rechts durch Interferenz von
F und G. Diese Interferenzen werden, wie schon in Abschn. 2.4.2 beschrie-
ben, nur beobachtet, wenn nicht durch Anwendung der Mikrowellenpulsfolge
,» Welcher-Weg-Information“ in den inneren atomaren Zustdnden |2) und |3)
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gespeichert wurde. Wie kommt es, dass bei Einpréagung der ,,Welcher Weg*-
Information die Interferenzen verschwinden?

Wir berechnen dazu die von den Teilblindeln D und E herriihrende In-
terferenzintensitit als Elektronenaufenthaltswahrscheinlichkeitsdichte P =
(Ype|Ypr) in einem Abstand z vom 2. Beugungsgitter (Laser-Welle)

P (2) o< ((¢¥p (2| + (¥&| B]) (= YD) [2) + [vE) 3))
=¥l (212) + [vE|* (3]3) — (Wb |¥E) (2|3) — (¥E |¥b) (3]2)
= [l + [Yel* — ¥hE (213) — Vit (3]2) . (8.99)

Bei den beiden Teilbiindeln handelt es sich um Atomwellenfunktionen von
im Raum frei propagierenden Atomen, die wie beim Doppelspaltexperiment
(Abschn. 3.1) durch ebene Wellen (3.4) beschrieben werden. Ohne Beriick-
sichtigung der inneren Zustande |2) und |3) ist (8.99) identisch mit der Inter-
ferenzintensitét zweier Elektronenstrahlen im Doppelspaltexperiment (3.5).
Die gemischten Terme ¢ g und ¥5tp in (8.99) ergeben genau das Inter-
ferenzmuster, beschrieben durch cosk - (rg —rq) in (3.5). Ohne Speicherung
der ,,Welcher Weg* Information beobachten wir die Doppelspaltinterferenz
der beiden Atomstrahlen D und FE, die aus den beiden Quellen B und C
resultieren.
Da die Zusténde (2| und (3| orthonormal sind, gilt in (8.99)

(2]3) = (3]2) =0. (8.100)

Die Verschrankung der Ortswellenfunktionen ¢p und ©¥g mit den inneren
Atomzusténden, die zur Speicherung und Auslesung iiber den Weg der Ato-
me, ob von B oder C herriihrend, dienen, fiihrt zur Ausléschung des Interfe-
renzmusters (Abschn. 2.4.2).

Dieses hier beschriebene, wirklich durchgefiihrte Experiment liefert ge-
nau das in Abschn. 7.2.2 an einem Gedankenexperiment diskutierte Ergebnis.
Doppelspaltinterferenzen atomarer Teilchen verschwinden, wenn man durch
Verschrankung mit Zustédnden von Messsonden (z. B. innere atomare Zustin-
de) den Weg zu bestimmen versucht, den die Teilchen bei ihrer Interferenz
nehmen.

In dem hier diskutierten Experiment wird auch klar, dass die Ausléschung
der Interferenzen durch Einschalten der Messsonde fiir die ,, Welcher Weg" In-
formation (3 GHz-Pulse) nicht durch einen Impulsiibertrag von der Messson-
de auf die die Interferenz erzeugenden Teilchen verursacht wird, wie frither
angenommen. Die Rb-Atome in den Atomstrahlen besitzen bei einer Ge-
schwindigkeit von etwa 2m/s und einer atomaren Masse von ca. 85mpyoton
einen mechanischen Impuls von etwa 3 - 1072° kg m/s. Demgegeniiber ist der
Strahlungsimpuls hk von 3 GHz-Photonen lediglich etwa 6-1073% kg m/s. Die-
ser Impuls ist als Storung fiir die propagierenden Rb-Atome vernachléssigbar
und kann nicht zur Ausléschung der Interferenz fiithren.
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Das Experiment beweist also eindeutig, dass nur die durch Verschrin-
kung zwischen Messsonde und beobachtetem Teilchen erzeugte quantenme-
chanische Korrelation das Interferenzmuster ausloscht. Dies geschieht unab-
héngig davon, ob die ,,Welcher Weg"“-Information vom Beobachter wirklich
ausgelesen und registriert wird. Allein das Einschalten der Messapparatur
ist entscheidend. Dies ist eine klare Absage an irgendwie geartete idealisti-
sche Vorstellungen, dass der beobachtende Mensch die quantenmechanische
Messung beeinflusst.

8.2.5 Der Casimir-Effekt

Die niederléndischen Physiker Hendrik B.G. Casimir und Dirk Polder sagten
1948 theoretisch einen Effekt voraus, der aus der Energie des elektromagne-
tischen Vakuumzustandes (8.28) resultiert [10].

Zur Erinnerung an Abschn. 8.2: Die unendlich groffe Vakuumzustands-
energie Ey = (3., fwgr)/2 resultiert aus den Nullpunktsenergien der ein-
zelnen ,,Oszillatoren” (Abschn. 4.4.2), die Photonen der Frequenz wqy be-
schreiben. Sie sind Nullpunktsfluktuationen des Vakuums, das auch ohne das
Vorhandensein von Photonen eine innere Energie trégt. Diese Nullpunkt-
fluktuationen entsprechen nach (8.28) natiirlich Schwingungsmoden des Va-
kuums mit den Frequenzen wgy. In Anlehnung an Casimirs Uberlegungen
stelle man sich jetzt zwei parallel zueinander, grofe, weit ausgedehnte elek-
trisch leitende Metallplatten in engem Abstand vor. Die Schwingungsmoden
des elektromagnetischen Feldes, auch die der Vakuumfluktuationen, erfiil-
len dann an der Oberfliche der leitenden Platten die Randbedingung, die
das elektrische Feld den Moden vorschreibt (Knoten). Dies hat zur Folge,
dass zwischen den beiden Platten, wie in einem Resonator, nur stehenden
Wellen als Moden existieren kénnen, im Gegensatz zum Vakuumzustand im
Aufenraum. Die Modenvielfalt im Raum zwischen den Platten ist also einge-
schrankt im Vergleich zum Aufsenraum. Die energetischen Verhéltnisse innen
und aufsen sind also verschieden, was eine Kraft auf die beiden Platten zur
Folge hat.

Berechnen wir also nach (8.28) die Energie des Vakuumszustandes fiir
den Raum zwischen den Platten. Hierbei nehmen wir an, dass die Platten,
quadratisch mit den Kantenldngen L, in einem Abstand x voneinander ange-
ordnet sind. Die Feldmoden, stehende Wellen zwischen den Platten, miissen
dann mit ihren Wellenzahlvektoren ¢ = 27/ die Bedingung

A T
rT=vV— =v—

=1,2,3,... 8.101
2 q’ v P EY D ( )

erfiillen. Wie in Abschn. 3.6.1 sind dann die Feldmoden im Raum der Wel-
lenzahlen ¢ gequantelt mit Intervallen Ag = 7/ fiir die Richtung senkrecht
zu den Platten und mit Ag = 7/L parallel zu den Platten. Damit nimmt ein
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Zustand fiir einen Schwingungsmod im Raum der Wellenzahlvektoren das
Volumen

(Ag)® = 3 (8.102)

ein. Wir konnen damit die Summe {iber die Nullpunktmoden in (8.28) in ein
Integral verwandeln und erhalten fiir die Vakuumenergie des Feldes zwischen
den Platten
L%z 3

U~ ?/hwqd q. (8.103a)
Wir benutzen jetzt die 2D-Plattensymmetrie und fiihren die 3D-Integration
wegen d3¢ = m¢?>dq in eine Integration iiber ¢ iiber. Mit der Dispersionsbe-
ziehung w, = cq fiir Lichtwellen ergibt sich damit aus (8.103a)

/ao
2 L%z ¢ m/ao
U=~ —r / heq® dq = —h / (8.103b)
T/

Die Integration lduft jetzt nur noch iiber ¢, von einer unteren Grenze der
Wellenzahlvektoren, die durch den Plattenabstand z, d. h. /2 bestimmt ist,
bis zu einer oberen Grenze 7/ag, bei der ein irgendwie sinnvoller Abstand
ao durch die Randbedingung des Feldes an den Plattenoberflichen gegeben
ist. Wegen der atomaren Struktur dieser Oberflichen scheint diese Lénge
ag sinnvoll durch eine atomare Dimension, z.B. durch den Bohrschen Ra-
dius ag abgeschétzt. Wir haben auf diese Weise also das Problem einer bis
ins Unendliche laufenden Summe {iber die Feldmoden zwischen den Platten
(ag' — o00) elegant umgangen. Damit ergibt sich niherungsweise die Energie
des Vakuumfeldes zwischen den Platten zu

1 L2%ke ot 15 5 T 1
v (i) e (G ew) e

wo ag der Bohrsche Radius ist.
Aus (8.103c) errechnen wir sofort die anziehende Kraft zwischen den bei-
den Platten, die Casimir-Kraft pro Flacheneinheit zu

1 dU -1 1 3
Fo=—-——n~—n%he|—+—]. 8.104
L2 dz 1" C(aé—i_z‘l) ( 2)
4

Neben dem abstandsabhéngigen Term o< 2~ erscheint ein konstanter Term,
der auf unsere Ndherung zuriickzufiihren ist; er enthélt den Bohr-Radius ag.
Ahnlich wie in (8.104a) fithrt die genauere Ableitung der Formel 8.7 zu einer
Abhéngigkeit

whe

Fo=Ke— mit K= -2 =13 1072" Nm? . (8.104b)
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Wie man leicht an der Ableitung der Casimir-Kraft sieht, hdngt ihr Betrag
und ihre Abstandsabhéngigkeit von der Gestalt der gegeniiberstehenden lei-
tenden Gegenstdnde ab. Die Kraft zwischen einer ebenen Platte und einer
Kugeloberfliiche zeigt eine Abstandsabhingigkeit F. o =2 [11]. Fiir die-
sen Fall hat Lamoreaux mittels eines elektromagnetischen Pendels eine Pra-
zisionsmessung der Abstandsabhéngigkeit der Casimir-Kraft fiir Abstédnde
zwischen Platte und Kugel zwischen 0,6 und 10 um durchgefiihrt [11]. Die
Ergebnisse in Abb. 8.6 bestétigen die theoretische Vorhersage, nach Aussage
des Autors, innerhalb von Abweichungen im 5%-Bereich.

Die grofie experimentelle Herausforderung bei diesen Messungen ist, iiber-
lagerte Storeffekte wie eine verbleibende elektrostatische Wechselwirkung
auszuschliefsen oder dafiir Korrekturen einzufiihren. Noch prézisere Messun-
gen wurden von Bressi et al. [12] an einem System zweier paralleler Plat-
ten durchgefiihrt, von denen eine durch einen Silizium-Cantilever gebildet
wurde. Die Bestimmung der Casimir-Kraft geschah iiber die Messung der
Schwingungsfrequenz des Cantilever-Arms. Hierbei konnte sogar der Abso-
lutwert der Konstanten K, (8.104b) mit einer Genauigkeit von etwa 15% zu
K. = (1,22 +0,18)-10~2" Nm? bestimmt werden. Die Ubereinstimmung zum
theoretischen Wert ist erstaunlich gut, sie erreicht natiirlich bei weitem nicht
die Prézession mit der spektroskopische Daten in der Quantenelektrodynamik
bestétigt werden konnten (Abschn. 5.5.1).

Es ist jedoch interessant zu sehen, wie uns Effekte des quantisierten Licht-
feldes im Bereich der Mikro- und Nanomechanik begegnen, wenn wir nur
genau genug hinsehen.

4x107 1

2x107

Kraft (Dyn)

Plattenabstand ( y4m)

Abb. 8.6. Casimir-Kraft als Funktion des Abstands zwischen einer elektrisch lei-
tenden ebenen Fliche und einer sphérischen Flache (Quarz mit Gold bedampft);
die Messpunkte sind mit einer Kurve optimaler Anpassung (minimale quadratische
Abweichung) verbunden [11]
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8.3 Das quantisierte Schrodinger-Feld massiver Teilchen

Masselose Photonen als Teilchen gehorchen den Gleichungen des quantisier-
ten elektromagnetischen Feldes (Abschn. 8.2). Elektronen, die mit Masse
behaftet sind, werden sowohl als einzelne Teilchen wie auch als Vielteil-
chensysteme durch die Schrédinger-Gleichung beschrieben. Fiir den nicht-
relativistischen Grenzfall von Teilchengeschwindigkeiten weit unterhalb der
Lichtgeschwindigkeit liefert die Schrodinger-Gleichung die addquate Beschrei-
bung der Teilchen-Wellendynamik. Dies gilt fiir fermionische Elektronen, aber
auch fiir Bosonen wie z. B. He-Atomkerne. Sowohl Fermionen wie Bosonen
mit Masse gehorchen in ihrer nicht-relativistischen Dynamik der Schrédinger-
Gleichung. Im allgemeinen relativistischen Fall hoher Teilchengeschwindig-
keiten (verglichen mit der Lichtgeschwindigkeit ¢) muss die Schrédinger-
Gleichung abgewandelt werden. Hier gelten dann zwei verschiedene Wellen-
gleichungen, die Diracsche Gleichung fiir Fermionen und die Klein-Gordon-
Gleichung fiir Bosonen. Die Behandlung dieser relativistischen Gleichungen
geschieht nicht im Rahmen dieses Buchs, weil wir uns auf nicht-relativistische
Phénomene im Festkérper und auf Nanostrukturen beschranken wollen.

Nachdem wir also in Abschn. 8.2 das quantisierte Feld masseloser Pho-
tonen kennen gelernt haben, wollen wir uns hier dem Feld eines Vielteil-
chensystems von massiven Teilchen zuwenden. Das naheliegende Beispiel ist
natiirlich das eines Vielelektronensystems.

Wie schon zu Beginn von Kap. 8 und in Abschn. 5.6.1 ausgefiihrt, besit-
zen Elektronen in einer Vielteilchenwellenfunktion keine Identitdt mehr: Fiir
rdumlich iiberlappend gedachte Einteilchenwellenfunktionen in einem solchen
Ensemble vieler Teilchen kénnen wir im Uberlappbereich nicht mehr unter-
scheiden, von welchem Teilchen die ¥-Funktion herriihrt. Wir kénnen nur
noch eine globale Feldfunktion angeben, die {iber den Raum ausgedehnt ist.
Bei einer Messung an einem Raumpunkt r zu einer Zeit ¢ existiert eine ge-
wisse Wahrscheinlichkeit, dort ein Elektron zu detektieren. Die Verhéltnisse
sind vollig analog zu dem, was wir in Abschn. 8.2 {iber das elektromagne-
tische Feld und die es konstituierenden Photonen kennengelernt haben. Im
vorliegenden Fall der vielen Elektronen ist die relevante Feldfunktion natiir-
lich die Vielteilchenwellenfunktion 1, die sich als Losung einer Vielteilchen-
Schrodinger-Gleichung ergibt. Im Gegensatz zum elektromagnetischen Feld,
wo das Vektorpotential A ein Vektorfeld darstellt, ist die 1-Funktion ein
skalares Feld, wenn wir den Spin nicht beriicksichtigen. Analog zum elektro-
magnetischen Feld erwarten wir also, dass eine Quantisierung des Vielteil-
chen 1-Feldes Elektronen als Anregungszusténde dieses Feldes ergibt. Weil
schon die Wellenfunktion 1 aus einer Quantentheorie, entwickelt fiir die Dy-
namik eines einzelnen Teilchens, hervorgeht, nennt man die Quantisierung
der Vielteilchenwellenfunktion manchmal auch zweite Quantisierung; ein
mehr historischer Begriff.

Das Schrodinger-Feld v(r) haben wir bisher immer stillschweigend auf
Elektronen angewendet, die wegen ihres halbzahligen Spins Fermionen sind.
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Fiir ein einziges Teilchen ist es dabei im Formalismus der Wellenfunktion
nicht wichtig, ob wir es mit einem Boson oder mit einem Fermion zu tun
haben. Erst bei der Betrachtung mehrerer Teilchen miissen wir den fermioni-
schen oder bosonischen Charakter der Wellenfunktion (antisymmetrisch oder
symmetrisch) in Betracht ziehen (Abschn. 5.6.2).

Wir werden im Folgenden die Quantisierung des Vielteilchen-Schrodinger-
Feldes durchfiihren, ohne zuerst einmal davon Notiz zu nehmen, ob es sich bei
den betroffenen massebehafteten Teilchen um Fermionen oder Bosonen han-
delt. Bei Anwendung der {iblichen Vertauschungsrelationen wie in Abschn. 8.2
fiir Photonen, erwarten wir, dass nur bosonische Teilchen, wie He*-Kerne er-
fasst werden.

Analog zum Vielphotonen-Lichtfeld wird das Schrédinger-Vielteilchenfeld
durch die Vielteilchenwellenfunktion  beschrieben. Da v als Funktion von
Ort r und Zeit ¢t komplexwertig ist, kann man entweder den Real- und Ima-
gindrteil oder ebenso gut ¢ und ¢* als unabhingig voneinander betrachten.
Wenn wir die Gesamtenergie H des Vielteilchenfeldes als Integral {iber den
ganzen betrachteten Raum hinschreiben, treten darin also zwei unabhingige
Feldgrofen v und ¥* auf:

H= / d®ry*(r) [—%A + V(r)} Y(r) . (8.105)

Gleichung (8.105) ist der Energie-Erwartungswert (H) des Vielteilchen-
systems in der Schrodingerschen Wellenmechanik, weil in Klammern der
Hamilton-Operator in der gewohnten Form auftritt. H bzw. (H) ist somit
die Energie des Feldes und entspricht der Energie (8.11) des elektromagneti-
schen Feldes in Abschn. 8.2, bzw. der Hamilton-Funktion (8.1) der klassischen
Mechanik. Der Ausdruck (8.105) kann also in seiner Form einer Hamilton-
Funktion als Ausgangspunkt fiir die Quantisierung des Vielteilchen-Schrédin-
ger-Feldes benutzt werden. Wir konnen das Energiefunktional H demnach,
wie in Abschn. 8.1 ausgefiihrt, benutzen, um die kanonischen Feldgréfen auf-
zufinden, fiir die wir Vertauschungsrelationen analog zu [p, z] = h/i fordern
miissen. Wir gehen ganz analog zu (8.1) bis (8.2) vor und berticksichtigen,
dass 9* linear unabhéngig von 1 ist. Die Ableitung der Hamilton-Funktion
nach einer impulsartigen Grofe (p) muss die Zeitableitung einer ortsartigen
GroRe (&) ergeben (8.2a), wihrend die negative Ableitung von H nach der
ortsabhingigen Grofe (z) die dynamische Bewegungsgleichung, hier also die
Schrodinger-Gleichung ergeben muss [siehe (8.2b) fiir den klassischen Fall].
Die Form der Hamilton-Funktion (8.105) legt nahe, es einmal mit einer Ablei-
tung 9/0v™* zu versuchen, weil wir dann eventuell die Schrédinger-Gleichung
als dynamische Gleichung des Systems erwarten kénnen. Wir haben es bei
einer solchen Ableitung mit einem verallgemeinerten Ausdruck, ndmlich der
Ableitung nach einer Funktion ¢(r) zu tun; diese Ableitung geschieht an ei-
nem festen Ortspunkt r dieser Funktion, wihrend im Integral (8.105) iiber
alle Orte r des Raumes integriert wird. Wir 16sen dieses Problem, indem wir
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das Integral (8.105) iiber alle Orte r’ laufen lassen und durch Einfiigen einer
d(r — r’)-Funktion den Ort r herausgreifen, an dem die Funktionalableitung
geschieht:

oH D
op*(r) — 0v*

_ [_%A + V(r)] () . (8.106)

o [ @) [ v i)

Wie erwartet, ergibt die Ableitung 9H/9vy* die Schrodingersche Bewegungs-
gleichung, wenn wir (8.106) gleich ihi)(r) setzen. Mit dieser Setzung gilt
0H . OH ;

=i, baw. ——— =1 . 8.107
Wir gewinnen den klassischen Hamilton-Formalismus (8.2), wenn wir ent-
sprechend (8.107) ¢(r) als die ortsdhnliche kanonische Variable (z) und
ih*(r) = II(r) als die impulsdhnliche Variable (p) einfithren. Aus (8.107)
folgt

aH—¢—1 h2A+V()w (8.108)
o~V T | 2m e '
also die Schrodinger-Gleichung, die gleichzeitig eine der beiden Hamilton-
Gleichungen (8.2a) darstellt. Wir stellen die zweite Hamilton-Gleichung
(8.2b) dar als

=i [ @) [ g s+ V)] v
- aj(r) / Br'o(r — 1) { {%A + V(r’)] w*(r’)} »(r')
=— {%A + V(r)] Y*(r) = IT = il*(r) . (8.109)

Hierbei mussten wir geméf (4.12) den Energieoperator im Integral nach vorne
verschieben, damit er statt auf ) dann auf ¢* wirkt. Nur so ldsst sich die Ab-
leitung nach ¢ mittels (8.106) durchfiihren. Mit der Setzung x — 1, p — II =
ihy* stellt (8.109) die zweite Hamilton-Gleichung (8.2b) und gleichzeitig die
Schrédinger-Gleichung fiir die konjugiert komplexe Wellenfunktion * dar.

Damit ist der Hamilton-Formalismus erfiillt und die kanonischen Feldgro-
fen fiir das Schrodinger-Feld identifiziert als

z — (r), (8.110a)
p— II(r) =ip*(r) . (8.110Db)

Diese Feldgroken miissen bei der Quantisierung der Schrédinger-Feldes als
Operatoren 1 und II aufgefasst und der bekannten Vertauschungsrelation
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(4.25) unterworfen werden. Hierbei ist wie tiblich (Kap. 4) zu berticksichtigen,
dass die Feldfunktion v* in den Operator 9" iibergeht. Damit ergeben sich
die Vertauschungsrelationen fiir die Feldoperatoren

[ﬁ(r),i&(r’)} = };6(r—r'), (8.111a)
baw. [Jﬁ(r), 1/3(1«')} =5 —1), (8.111b)
[0, = [ @), 9+ ()] =0. (8.111¢)

Da es sich bei den Feldoperatoren um im 3D-Raum kontinuierliche Operato-
ren handelt, miissen wir analog zu Abschn. 4.3.4 die §-Funktion als Einheit
im Raum der Operatoren benutzen. Gleichung (8.111c) besagt, dass die orts-
und impulsédhnlichen Feldoperatoren untereinander vertauschen, was vollig
analog zu den klassischen Vertauschungsrelationen (4.25) ist.

Ganz analog zum elektromagnetischen Feld (Abschn. 8.2) gibt es den
Vielteilchenzustand |¢) auf den die Feldoperatoren ¢ und ¥ wirken. Diese
Feldoperatoren 1/3, 1[)*, die an einem gewissen Ort r des Feldes operieren, ent-
sprechen beim Lichtfeld (Abschn. 8.2) den ortsabhéngigen Operatoren A (r),
A*(r) des Vektorpotentials. Wir hatten in Abschn. 8.2 das Vektorpotential
in seine Fourier-Komponenten, die Eigenzustidnde des elektromagnetischen
Feldes zerlegt, um die Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren IS+A bzw. I;q,\
fiir Photonen zu erhalten. Ganz analog kénnen wir fiir das Schrédinger-Feld
vorgehen. Um uns jedoch nicht nur auf ebene Wellen wie beim Lichtfeld im
Vakuum zu beschréinken, zerlegen wir die Feldoperatoren 1/3, 1/A)+ (aus Wellen-
funktionen hervorgegangen) nach dem orthogonalen, normierten Eigenfunk-
tionssystem ;(r), das sich als Losung der Einteilchen-Schrédinger-Gleichung

hQ

fiir das spezielle physikalische Problem ergibt. Fiir ein Vielteilchenproblem
im Feld eines Coulomb-Potentials V' (r), z. B. ein Atom, sind hier die Einteil-
chenzusténde im Coulomb-Potential gemeint, die die Folge o;(r) bilden. Der
allgemeinste Zustand, in Form der Wellenfunktion wére dann

Y(r) =) bipi(r), (8.113a)
woraus die Zerlegung der Feldoperatoren folgt als
h(r) = bipi(r), (8.113b)

) = bfei(r) . (8.113c)

2
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Wir miissen einfach die Fourier-Entwicklungskomponenten b; in (8.113a) als
nichtvertauschbare Operatoren in (8.113b) und (8.113c) auffassen. Alle phy-
sikalischen Grofen, die wir im Vielteilchenfeld bestimmen koénnen, z. B. die
Energie, den Impuls u. 4. miissen wir jetzt als Operatoren 02 schreiben, die
auf das Feld |¢) wirken. Die Messgrofen dieser Observablen, die Erwartungs-
werte, ergeben sich wie im Einteilchen-Schrédinger-Formalismus zu

(2) = (6|029) . (8.114)

Beginnen wir mit der Energie als Observabler im Feld. Gleichung (8.105) gibt
den Ausdruck fiir die Energie im nichtquantisierten Feld an. Wir schreiben
diesen Ausdruck als Energieoperator des Feldes:

H= / dPrypt (') [%A + V(r)] U(r) . (8.115)

Wir ersetzen hierin die Feldoperatoren 1& und ’L/AJ-’_ durch ihre Entwicklun-
gen (8.113b,c) nach Einteilchenwellenfunktionen und erhalten mittels (8.112)

1=3 [ aiteim [—j—ma V) Bys0)
_Z/d3 b ot (r)e by (r Zb bjc;0i;
= ebibi . (8.116)

Diese Darstellung ist vollig analog zu (8.22), der des Hamilton-Operators fiir
das elektromagnetische Feld. Haben wir es bei den Operatoren l;j und b; also
wiederum mit Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren fiir Teilchen oder
Quanten im Vielteilchen-Schrédinger-Feld zu tun?

Zur Beantwortung dieser Frage iibertragen wir die Vertauschungsrelatio-
nen (8.111) auf die Operatoren b} und b;. Aus (8.111b) folgt durch Einsetzen
von (8.113b,c)

[12’( A } Z bipi(r'), Z @5 (r)
= bibfoi(r)g; (r) — ijbﬁp; (r)oi(r’) =d(r—r').  (8.117)
ij ij
Wir integrieren diese Beziehung iiber den gesamten Raum, d. h. iber r und r’,
d. h.
Z I;Zl;j / d3r d®r’ g (v Z bt b / *rd®r'of(r)pi(r')
j

= / dBrd®r’o(r—r)=1. (8.118)
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Diese Gleichung kann nur erfiillt werden fiir v’ = r, d. h. mit [ d®re;(r)@}(r) =
51'3‘ fOlgt

[z;i, éj} =0y (8.119a)
und analog

[Bi,i)j} =0, (8.119b)

[éj, z;ﬂ -0. (8.119¢)

Diese Vertauschungsrelationen sind vollig identisch mit denen fiir Erzeugungs-
und Vernichtungsoperatoren fiir Photonen im Lichtfeld (8.20) und die Ener-
gie des Vielteilchen-Schrédinger-Feldes (8.116) stellt sich in diesen Opera-
toren bis auf die Energie des Vakuumzustandes ganz analog zu der des
Lichtfeldes (8.22) dar. Von daher ist es klar, dass die Operatoren bJr und b;
Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren fur Teilchen (Quanten) im Vielteil-
chenfeld sind. Der Index i gibt dabei die moglichen Quantenzustéinde oder
Teilchenanregungszustinde mit Energien e; an, analog zu den Lichtquan-
ten hwq; @ bezeichnet hier also den Typ der Anregung oder des Teilchens,
so wie die verschiedenen Typen oder Photonen durch (g, A) bezeichnet wur-
den. In analoger Weise zu (8.25) kénnen wir den Vielteilchen-Zustand des
Schrédinger-Feldes auch schreiben als

o) =1|....ni,ng, Nk, o) = | g, o) (8.120)

wo n; jetzt die Anzahl von Teilchen oder Anregungszustéinden des Typs j
im Feld beschreibt. Wie in Abschn. 8.2 kénnen wir den Hamilton-Feldopera-
tor (8.116) auf einen allgemeinen Feldzustand wirken lassen und erhalten als
Feld-Schrédinger-Gleichung

HI.oning,..)=> ebfbil...,nin;,..)=E|...,n;...), (8121)

wo I die Gesamtenergie des Feldes ist, wenn ...,n;,n;,... Teilchen der je-
weiligen Energien ..., ¢;,¢;,... darin angeregt sind. Wenden wir H auf den
Zustand b; |...,n;,nj,...) an, so folgt bei Anwendung von (8.12) sowie der

Vertauschungsrelationen (8.119)

ﬁ53|,nj,> :ZEZIA):FZ;J)J|,TLJ,> :Zszl;:rlajl;1|,nj,>
:Zfi (_5ij+i)ji)j) bil-.ymj, ...

:(Efsj)bj|...,nj,...> . (8122)
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bjl...,nj,...) = bj|¢) ist also ein Feld-Eigenzustand, bei dem die Gesamt-
energie des Feldes F¥ gerade um ein Feldquant j mit der Teilchenenergie ¢;
verringert wird. Ein Teilchen des Typs j wurde im Feld vernichtet. Der ge-
samte Formalismus fiir Photonen in Abschn. 8.2 l4sst sich analog anwenden.
Die Gesamtenergie des Teilchenfeldchen stellt sich wie in (8.26b) dar als

E=> ne;. (8.123)

Durch mehrfache Anwendung von b; lisst sich wie in (8.27) ein Vakuum- oder
Grundzustand |0) des Feldes erreichen, in dem keine Teilchen mehr vorhanden
sind. Die Anwendung des Operators B:r erzeugt ein Teilchen des Typs ¢ im
Feld unter Zunahme der Gesamtenergie um ¢;, und dies bis zu beliebig hohen
Teilchenzahlen n;. Wir haben es namlich mit Bosonen zu tun.

Analog zu (8.34) ldsst sich der allgemeinste bosonische Feldzustand dar-
stellen als

emy) =11 J;T (z};)”]' 10) . (8.124)

Ebenso lésst sich wie in (8.33) die Wirkung der Erzeuger- und Vernichter-
operatoren l;j und I;j mit ihren Normierungsfaktoren \/n; +1 bzw. |/nj
darstellen.

Es sei weiter in Erinnerung gerufen, dass im Schrodinger-Bild der allge-
meine Vielteilchenzustand zeitabhéngig ist mit

[Vin, 3 (1)) = |- nj,...) exp (%Et) : (8.125)

im Gegensatz zum Heisenberg-Bild, wo die Operatoren I;j, IA);F die Zeitabhan-
gigkeit enthalten.

Da die Wirkung des Erzeugungsoperators I;j' auf einen Zustand |¢) des
Feldes bis zu beliebig hohen Besetzungszahlen n; fiir ein Teilchen des Typs j
flihren kann, haben wir es, wie schon mehrfach angemerkt, hier mit einem
Bosonenfeld zu tun. Was miissen wir an unserem Formalismus abdndern, um
Fermionenfelder, wie z. B. das von Elektronen, zu beschreiben?

8.3.1 Das quantisierte fermionische Schrédinger-Feld

Fermionen wie Elektronen kénnen nach dem Pauli-Prinzip Einteilchenzustan-
de nur einmal besetzen, bzw. die Vielteilchenwellenfunktion ist gegeniiber
Vertauschung zweier Teilchen antisymmetrisch. Wir miissen fiir solche Viel-
teilchenfelder mit den Erzeugungsoperatoren d:r also fordern

ata;0)=0. (8.126a)
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Hierbei ist im Index ¢ stillschweigend die Spin-Quantenzahl mit eingeschlos-
sen, denn sonst kénnten zwei Fermionen mit entgegengesetztem Spin einen
Einteilchenzustand besetzen. Gleichung (8.126) gilt nicht nur fiir den Vaku-
umzustand |0) des Feldes, sondern fiir alle Zusténde |¢). Deshalb kénnen wir
allgemein schreiben

aral =0. (8.126b)

Wir bezeichnen fiir Fermionfelder, im Gegensatz zu bosonischen Feldern (Ab-
schn. 8.3), die Erzeuger- und Vernichteroperatoren mit dj und @, in Reminis-
zenz an ,antisymmetrisch®. Wir kénnen dann eine sog. Antivertauschungsre-
lation formulieren, die die Aussage (8.126b) als Spezialfall enthilt, ndmlich
afaf +ajaf = [afaf], =0. (8.126¢)

Diese Formulierung entspricht der bosonischen Vertauschungsrelation (8.119c¢),
jedoch mit Pluszeichen statt mit Minuszeichen, wie iiblich. Deshalb nen-
nen wir (8.126¢) eine Antivertauschungsrelation und den Klammersymbol-
Operator Antikommutator.

In Analogie zu (8.119) fordern wir deshalb, zuerst einmal als Postulat, fiir
fermionische Felder die Giiltigkeit von Antivertauschungsrelationen der Art

d:_d] + d]d:_ = [d:_’dj}Jr == 61']‘ y (8.127&)
Gty + aja; = [a5,45], =0, (8.127D)
afaf +afaf = [af,af], =0. (8.127¢)

Mit dieser hypothetischen Einfiihrung von Antivertauschungsrelationen fiir
fermionische Vielteilchenfelder werden wir sehen, dass die charakteristischen
Quanteneigenschaften des Feldes wie in Abschn. 8.3 erhalten bleiben, jedoch
die durch das Pauli-Prinzip geforderte Antisymmetrie des Vielteilchenzustan-
des gewahrleistet ist.

Wir iibertragen erst einmal die Antivertauschungsrelation (8.127) der
Erzeuger- und Vernichteroperatoren auf die Feldoperatoren ¢/ (r) und 4 (r).

Wir nehmen wiederum wie in (8.112) eine Einteilchen-Schrodinger-Glei-
chung als Losung fiir ein einziges Fermion (Elektron) an und entwickeln den
Feldoperator ¢)(r) nach den Einteilchenwellenfunktionen ¢;(r), ganz analog

u (8.113):

b(r) = Z aipi(r) . (8.128)

Dann lassen sich daraus die Vernichteroperatoren und analog die Erzeuger-
operatoren a; durch Multiplikation mit ¢3(r) und Integration {iber den
Raum gewinnen:

/dSTSOJ Za’l/d TSOJ SDZ Zaz iy — a] . (8129)
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Mit dieser Darstellung (8.129) von a; und @; gehen wir in die Antivertau-
schungsrelation (8.127). Wir zeigen das Vorgehen an der Relation (8.127a):

[0} ,a;], = / B d® o, (x) 7 ()T (r)i(r)
- / dPrd®r f (r)p; () ()T (r) = 6 (8.130a)

Da rechts das Kronnecker-Symbol erhalten werden muss, kénnen wir unter
den Integralen ¢ = j setzen und wenden fiir das orthonormale System ;(r)
die Orthogonalitétsrelation an, d. h.

6, 45], = / d’ré(r —r') [W(r),z&(r’)h =0ij » (8.130b)

d.h. es folgt
[W(r), zﬁ(r’)] =4(r—r"), (8.131a)
und nach analoger Rechnung

{z&*(r), z&*(r’)L =0, (8.131b)

[1/}(1‘), 1/3(1«')} =0. (8.131c)
+
Diese Antivertauschungsrelationen fiir die Feldoperatoren entsprechen bis auf
das positive Vorzeichen beim Vertauschen den Relationen (8.111) fiir Boso-
nen.
Die Darstellung des Feldenergieoperators (Hamilton-Operator) H ist ganz,
analog zu dem fiir Bosonen (8.116):

= [ i [ a v i
=5 [t [ g s v s
- S ety = et (5182

Die Eigenschaft von a; als Erzeugungsoperator auch im Falle der geforderten
Antivertauschungsrelationen (8.127) zeigen wir durch Anwenden von a; auf
den Vakuumzustand |0) und Berechnung der zu diesem Zustand gehorigen
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Energie des Feldes:
(a;]0)) Z E]aJ aja;
= Zgjdj 8 —ajta;)[0) = e (aF]0)) - (8.133)
J

Hierbei wurde verwendet, dass a;|0) = 0 gilt, weil im Vakuumzustand
kein Teilchen mehr vernichtet werden kann, formal eine direkte Konsequenz
von (8.127b). Gleichung (8.133) zeigt, dass @;|0) ein Eigenzustand des Fel-
des ist, in dem ein Teilchen der Energie ¢; erzeugt wurde. Ein zweites Teil-
chen derselben Art kann wie erwartet nicht erzeugt werden, denn es gilt
wegen (8.127¢)

atat|o) = —ataf0)=0. (8.134)

Jedoch kénnen wir (8.133) fiir beliebige Teilchen j, k, . . ., # i zeigen und somit
die Gesamtenergie des Feldes schreiben als

Hlg) =) ejafayle) =) nje;, (8.135)
i i

wobei n; als Teilchenzahl nur die Werte 1 und 0 annehmen kann, genau das
Verhalten von Fermionen in einem Vielteilchenzustand. Analog zu (8.26Db)
und (8.123) bezeichnen wir

nj = &jdj (8.136)
als Teilchenzahloperator fiir die Teilchensorte j. Seine Eigenwerte n; = 0,1
geben die Anzahl der Teilchen j im Feld an.
Analog zum bosonischen Zustand (8.124) schreiben wir den fermionischen
Vielteilchenzustand
) =I...,niny,. )= [ (&)™ [0), ni=01. (8.137a)
WEeil jedoch gilt
@H)?=0und (&)’ =1, (8.137b)
folgt fiir Fermionen die einfachere Darstellung

¢y = |...,ns,ny,...) =alas ...,a]a ;‘, S, a0y, (8.137c¢)
falls der Vielteilchenzustand insgesamt N Teilchen, jeweils verschiedenen
Typs 1,2,...,4,7,..., N enthélt.
Der Operator der Gesamtteilchenzahl ergibt sich einfach durch Summa-
tion iiber alle Teilchen der verschiedenen Typen 1,2,...,7,..., N zu

N = Z atay . (8.138)

Die Wirkung der Operatoren a; und G; als Erzeugungs- und Vernich-

tungsoperatoren auf einen fermionischen Zustand lésst sich analog zu (8.29)
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bis (8.33) ermitteln. Es gilt analog zu (8.29):
afl..oni,..)=Cl..,(ni+1),...) . (8.139)

K2

Wir multiplizieren wiederum von links mit (..., n;,...|d; und beriicksichti-

gen (8.30). Damit folgt

(8.140a)

Jetzt wenden wir um Gegensatz zu den bosonischen Vertauschungsrelatio-
nen (8.20) die fermionische Antivertauschungsrelation (8.127a) an und erhal-
ten

R CETE T IUN ar Pl R TP S U P PO PR
=C? (., ni+1), o (1), (8.140Db)
d.h. mit (8.136) folgt
—n;+1=0C%. (8.140c)
Uber eine analoge Rechnung mit G; angewandt auf |...,n;,...) erhalten wir

in Analogie zu (8.33)
ailooomi ) =VT=nil.,(ni+1),...) (8.141a)
Qi) =il (= 1), | (8.141b)

(8.141) liefert fiir die Besetzungszahlen n; = 0,1 genau das fiir Fermionen
geforderte Verhalten, dass ein Fermion des Typs (i) nur erzeugt werden kann,

wenn im Ausgangszustand n; = 0 ist und dass andererseits die Wirkung
von a; auf |...,n;,...) auf den Zustand |..., (n; — 1),...) fihrt, wenn n; = 1
ist.

Wir werden uns im Folgenden bei der Betrachtung des quantisierten
Schrédinger-Feldes auf Fermionen beschranken, weil dies im vorliegenden Zu-
sammenhang der wichtigere Fall ist, zumal damit Elektronen beschrieben
werden.

8.3.2 Feldoperatoren und zuriick
zur Einteilchen-Schrédinger-Gleichung

Wenn wir physikalische Messgrofen, d.h. Erwartungswerte der Art (8.114)
fiir das Vielteilchen-Schrédinger-Feld ausrechnen wollen, benétigen wir eine
Vorschrift dafiir, wie sich Feldoperatoren Qpeld darstellen, d.h. wie sie sich
aus den uns bekannten Einteilchen-Operatoren in der Einteilchen-Quanten-
mechanik (Abschn. 3.5) ergeben. Im Prinzip haben wir dies schon in Ab-
schn. 8.3 bei der Darstellung der Energie des Feldes (8.105) gesehen. Wir
nehmen als Ausgangspunkt die Vielteilchen-Feldfunktion ¢(r), die an je-
dem Raumpunkt r definiert ist und bilden den Erwartungswert mit dem
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Einteilchen-Operator f), der auch an dem jeweiligen Ort r wirkt:
(02) = / d®rp* (r) 2(r)y (r) . (8.142a)

Analog zu (8.105) und (8.115) gelangen wir zum Feldoperator £2g.1q der Mess-
grofe (Observable) (2, indem wir die Feldfunktionen ¢* und v in die Feld-
operatoren " (r) und z/AJ(r) iberfiihren, die dann den Antivertauschungsre-
lationen (8.131) gehorchen, d. h.

Dpera = / drypt (r) 2(r)d(r) . (8.142b)

Wie ¢)* und t, bzw. in den entsprechenden Entwicklungen (8.128) die Opera-
toren G;” und @; auf den Zustand |...,n;,...) wirken, wurde in Abschn. 8.3.1
beschrieben. Damit wissen wir auch, wie Qpeld auf den Vielteilchenzustand
wirkt.

Machen wir uns das klar, indem wir den Impuls eines Vielelektronenfeldes
ausrechnen, in dem die Einteilchenzustédnde, freien Teilchen entsprechend,
durch ebene Wellen mit den Wellenvektoren k; beschrieben werden.

Mit dem Impulsoperator p = (%/i)V schreibt sich der Impulserwartungs-
wert im nicht-quantisierten Vielteilchenfeld

(p) =/d3rw* (?V) b (8.143a)

Wir quantisieren durch ¢* — z/?* und ¢ — z/AJ und erhalten den Impulsope-
rator des quantisierten Feldes

p= / Bript(r) (?v) U(r) . (8.143b)

Mit der Entwicklung (8.128) lasst sich der Operator umschreiben auf Erzeuger-
und Vernichteroperatoren fiir Elektronen:

h
A At oA 3 *
p= ]Ek a; ak;/d 75 (r) Vi (r) . (8.144)

Wie oben angenommen, haben wir es mit freien Elektronen zu tun, deren Ein-
teilchenwellenfunktionen ¢, (r) o exp (ik; - r) ebenen Wellencharakter haben.
Die Gradienten-Operation auf ¢ (r) erzeugt deshalb ein ikj d. h.

7

b= afart [ o (k) @nr)
ik

= atax (hki) 65 = Y hkjafa; - (8.145)
J
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Nach (8.136) ergibt die Wirkung von d;rdj auf einen Feldzustand |¢) die
Teilchenzahl n; des Typs (j), d. h.

= hkjn; . (8.146)
J

Dies ist genau das Ergebnis, das wir erwartet hatten. Der Erwartungswert
des Impulses aller im Feld vorhandenen Teilchen ist die Summe der Einteil-
chenimpulse 7k;.

Wie erhalten wir die Gesamtteilchenzahl im Feld? Wir miissen natiirlich
die Aufenthaltswahrscheinlichkeit ©*1), gegeben durch die Feldamplituden,
iiber den ganzen Raum aufintegrieren. Der Gesamtteilchenzahloperator stellt
sich damit dar als:

N= / dPrgt(r) Za a / d®rep; (r); (r)
—Za ;0;5 Za aj . (8.147)

Dies ist genau die Darstellung (8.138), die wir schon aus anderen Uberlegun-
gen gewonnen haben.

Fragen wir nicht nach der Gesamtteilchenzahl, sondern nach der Teilchen-
dichte, d. h. danach, mit welcher Wahrscheinlichkeit gerade bei r’ ein Teilchen
vorhanden ist, dann miissen wir aus dem Integral (8.147) gerade den Ort r/
herausgreifen. Dies tun wir mittels der §-Funktion; wir schreiben also fiir den
Teilchendichteoperator

pr') = / it ()0 — r)b(r) = 0 (1)) (8.148)

Wir hétten also gleich in der Teilchendichte t¢*vy der Schrédinger-Theorie
die Wellenfunktionen in Operatoren umwandeln kénnen, um zu (8.148) zu
gelangen.

Wir wollen noch sehen, welches Ergebnis der Teilchendichteoperator bei
Anwendung auf den Zustand ¢t (r)[0) ergibt:

o) (64 @)0)) = &* ()b ()" ()[0)
G [500 = 1) = B ()] o)
5(r—r)( (r )|o>) . (8.149)

Hierbei haben wir die Antivertauschungsrelationen (8.131a) angewendet und
beriicksichtigt, dass der Vernichtungsoperator 1&, eine Summe aus lauter Ver-
nichtungsoperatoren a; (8.128), angewandt auf den Vakuumzustand |0) des
Feldes Null ergibt.
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Gleichung (8.149) hat eine sehr anschauliche Erkldrung: Die §(r — r’)-
Funktion ist der Eigenwert des Teilchendichteoperators fiir den Zustand
¢ (r')|0), also der Messwert fiir die Teilchendichte im Feld. Die Teilchendichte
ist nur von Null verschieden in unmittelbarer Umgebung von r’, ansonsten
verschwindet sie. 1&*‘ erzeugt ein Teilchen im Vakuumzustand am Ort r/, das
wir nur detektieren, falls unsere Versuchsanordnung, beschrieben durch den
Dichteoperator j(r) gerade diesen Ort trifft (r —r’).

Wir kénnen also sagen, z/AJ+ (r) erzeugt ein Teilchen genau am Ort r. Weiter
sehen wir aus (8.148), dass Feldgrofen der Einteilchen-Schrédinger-Theorie,
wie z. B. die Teilchenwahrscheinlichkeitsdichte ¢ (r)¢)(r), die schon die Wel-
lenfunktion enthalten, sofort in die quantisierte Feldtheorie iiberfiihrt werden
kénnen, indem wir nur die Wellenfunktionen durch ihre Operatoren ¢+, ¢+
ersetzen. Analog zur Wahrscheinlichkeitsdichte kann man den Feldoperator
der elektrischen Stromdichte j wegen (3.79) definieren als

§) = o [ V) — PV ()] | (8.150)

und den Gesamtstrom-Operator als das Raumintegral iiber den Ausdruck
(8.150).

Betrachten wir wiederum einen Feldzustand a; |0), in dem nur ein Elek-
tron (Teilchen) des Typs (i = k;, 1), d. h. mit dem Wellenvektor k; und Spin-
up angeregt ist. In der Einteilchen-Schrédinger-Theorie wire die Aufenthalts-
wahrscheinlichkeit durch ¢ (r)p;(r) gegeben. Was sagt uns die quantisierte
Feldtheorie?

Dazu rechnen wir den Erwartungswert fiir den Teilchendichteoperator in
diesem Feld aus:

(@lple) = (Olag*dat0)

= > (0lasaf @} (r)aner(r)a; |0)
ik

= @lor(0laia; ara; |0)
ik

= @ep(0laial (r: — afar) |0)
ik

= @rpi(0laial |0)
J

= @5i(0[6;; - a, |0)

=i (r)pi(r) . (8.151)

Hierbei haben wir zweimal die Antivertauschungsrelation (8.127a) benutzt so-
wie die Tatsache, dass 4; angewandt auf den Grundzustand |0) Null ergibt. Im
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Einteilchen-Feldzustand a; |0) ergibt sich also fiir die mittlere Aufenthalts-
dichte dieses Teilchens tatsdchlich der Ausdruck, der auch in der Einteilchen-
Schrodinger-Theorie gilt. So muss es sein, eine iibergeordnete Theorie, die
der quantisierten Vielteilchenfelder, muss die einfachere Einteilchentheorie
enthalten, wenn beides denn ,,richtig”, d. h. konsistent sein soll.

Wir erwarten also, dass wir auch die Einteilchen-Schrodinger-Gleichung
aus dem feldtheoretischen Formalismus zuriickgewinnen kénnen. Dazu be-
trachten wir die zeitunabhéngige Schrodinger-Gleichung auf dem quanti-
sierten Feld. Wir miissen dazu den Feldoperator der Energie (8.115) auf
einen Einteilchenzustand anwenden und dies gleich setzen mit dem Energie-
Eigenwert mal dem Zustand. Der bisher benutzte Einteilchenzustand des
Feldes a; |0) ist ein spezieller Zustand, bei dem das Teilchen einen bestimm-
ten k;-Vektor und Spin hat. Das Teilchen muss jedoch nicht mit wohldefi-
niertem k; und Spin prapariert sein. Der allgemeinste Einteilchenzustand ist
eine Uberlagerung aller moglichen k; und Spin-Zustéinde (Wellenpaket mit
breiter k-Verteilung), d.h. der allgemeinste Zustand eines Teilchen |1) stellt
sich dar als

1) = ca) |0) (8.152a)

i
wo ¢; allgemeine Entwicklungskoeflizienten sind, die der Normierung auf ein
Teilchen geniigen miissen:

el =1. (8.152b)
Man kann gemé#$ (8.129) a; auch durch den Erzeuger ¢+ (r) ausdriicken als

a; = / dPro; ()T (r) . (8.153)

Setzen wir (8.153) in (8.152a) ein, so stellt sich der allgemeine Einteilchen-
zustand dar als

1) = / d®r Z cipi(r)d (r)]0) . (8.154a)

Die Summe iiber die mit ¢; gewichteten orthonormalen Eigenfunktionen ¢;(r)
ist eine allgemeine Funktion x(r), sodass wir (8.154a) auch schreiben kénnen
als

1) = / dry ()t (r))0) . (8.154b)

Wir betrachten die feldtheoretische Schrodinger-Gleichung mit H aus (8.115):
H|1) = E]) . (8.155)
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Die linke Seite ergibt sich mit (8.115) und (8.154b) zu
H _ 3.3,/ 7+ o h? n AWES
0= [ @rar i) |- ae+ VE)| ) )
= [t {irw |- ac v e -} o

= / d®ript (r)]0) {%A + V(r)} x(r) (8.156)

Hierbei haben wir die Antivertauschungsrelation (8.131a) angewendet und die
Symmetrie der J-Funktion gegeniiber Vertauchung von r’ mit r: A,.0(r—r') =
Ay (r —1r'). Gemah (8.155) muss (8.156) identisch sein mit

El)=E / Bry(e)d* (r)|0) (8.157)

Diese Beziehung muss fiir alle Orte r gelten, wobei die Zusténde 1ﬁ+(r)|0> li-
near unabhéngig sind. Damit miissen auch die Faktoren vor diesen Zustadnden
identisch sein, d. h.

8+ V() ) = Ex). (5.155)

2m

Fiir die Wahrscheinlichkeitsamplituden

x(r) = Z cipi(r) (8.159)

des allgemeinsten Einteilchenzustandes haben wir also in (8.158) die
bekannte Einteilchen-Schrédinger-Gleichung zuriickgewonnen. Unser quan-
tisierter Vielteilchen-Feldformalismus enthélt die Einteilchen-Schrodinger-
Theorie!

Analog zu (8.152a) kénnen wir auch den allgemeinen Zweiteilchenzu-
stand |2) formulieren:

2) = eijatal|o). (8.160a)
ij
Mittels (8.153) kann man umschreiben auf die Operatoren Pt
2) = / Erd®’ S eiypi(r)p; ()0 (£ (1))0) (8.160D)
ij

Wir kénnen jetzt eine Zweiteilchenfunktion identifizieren, die analog zu (8.159)
eine Wahrscheinlichkeitsamplitude (Wellenfunktion) darstellt:

X(r ') = cijei(r)e; (') . (8.161)

ij



408 8 Felder und Quanten

Damit schreibt sich der Zweiteilchenzustand (8.160Db)

2) = / &rd® (e, ) (x)d T (x')]0) - (8.162)

Die Zweiteilchenwellenfunktion x(r,r’) muss antisymmetrisch sein, wenn un-
ser Formalismus fiir Fermionen richtig ist. Wir sehen dies sofort, wenn wir
in (8.162) die beiden Teilchen bei r und r’ vertauschen, d.h. wir &ndern die
Koordinaten wie folgt:

[ @ rdt i (1) wlo
- / drdx (') <5 (0 ()] 0y = J2) (8.163)

Wir haben bei dieser Rechnung die Antivertauschungsrelation (8.131b) be-
nutzt und sehen, dass |2) in —|2) iibergeht, wenn wir die beiden Teilchen
vertauschen. Dies ist genau das Verhalten, das wir in Abschn. 5.6.2 fiir einen
fermionischen Zweiteilchenzustand fordern. Auch dieses Ergebnis ist sehr be-
friedigend. Es ist ein weiterer Beleg dafiir, dass der Formalismus des quan-
tisierten fermionischen Schrodinger-Feldes alles enthélt, was wir in Kap. 4
und 5 im Rahmen der Einteilchen-Quantenphysik gelernt haben.

8.3.3 Elektronen in Kristallen: Zuriick zur Einteilchenniherung

Kondensierte Materie, speziell Festkorper sind Systeme, die fiir ihre theo-
retische Beschreibung geradezu danach ,rufen“, mittels der fermionischen
Vielteilchen-Feldtheorie behandelt zu werden. In einem Festkorper haben
wir groRenordnungsmiifig 1023 Elektronen pro cm? in chemischen Bindungen
oder mehr oder weniger frei beweglich vor einem Hintergrund von atomaren
Kernen mit gleichgrofser positiver Ladung, sodass der ideale Festkdrper neu-
tral ist. Die Masse steckt fast ganz in den winzigen Atomkernen, wéihrend
die Raumausfiillung durch die Elektronen bestimmt wird. Da die Elektronen
um etwa den Faktor 2000 leichter sind als die Protonen und Neutronen in
den Kernen, wird zur theoretischen Behandlung dieses Vielteilchensystems
die sogenannte Born-Oppenheim-Naherung (adiabatische Niherung)
herangezogen. Wegen ihrer geringen Masse folgen die Elektronen fast augen-
blicklich (adiabatisch) den Bewegungen der schwereren Atomkerne. In ihrer
Dynamik sind beide Systeme, das der Atomkerne und das der Elektronen, né-
herungsweise entkoppelt. Wir konnen sie erst einmal getrennt behandeln und
dann Wechselwirkungen zwischen Elektronen und der Bewegung der Kerne
im Nachhinein als Stérung einfithren (Abschn. 8.4).

In dieser Ndherung kénnen wir also die Kernpositionen als raumfest an-
nehmen. Thre positive Ladung stellt das durch Coulomb-Kréfte bindende Po-
tential fiir die Elektronen dar. Wir beschrinken uns im vorliegenden Zu-
sammenhang auf Kristalle, eine wichtige Klasse von Materialien innerhalb



8.3 Das quantisierte Schrodinger-Feld massiver Teilchen 409

der kondensierten Materie. In diesem Fall spannen die Orte der Atom- bzw.
Kernlagen ein 3-dimensionales (3D) periodisches Gitter im Raum auf, wobei
die Kernlagen nach (6.225) durch Vektoren ry, beschrieben werden kénnen,
wo n = (m,n,p) ein Tripel von ganzen Zahlen darstellt, das mit den Git-
terbasisvektoren a, b,c die Lage eines speziellen Atoms in Bezug auf ein
herausgegriffenes Aufatom angibt. Das periodische Potential der raumfesten
positiven Kerne (starres Gitter) stellt sich dann dar als

Va(r) =Va(r+ma+nb+pc)=Ve (r+ra) . (8.164)

Diese Gitterpotential Vi wirkt auf jedes Elektron, es muss also in den
Vielteilchen-Hamilton-Operator (8.115) in die eckige Klammer eingehen. Die
Integration iiber den Raum in (8.115) gewéhrleistet, dass alle Elektronen er-
fasst werden. Daneben iiben alle Elektronen untereinander eine abstofende
Kraft aufeinander aus, die zwischen jeweils zwei Elektronen an den Orten r
und r’ durch das abstoRende Coulomb-Potential e?/4meg|r — 1’| beschrie-
ben wird. Da die Elektronendichte in der Einteilchen-Schrédinger-Theorie
durch p(r) = elp*1) gegeben ist, stellt sich die gesamte Wechselwirkungsener-
gie zwischen den Elektronen dar als

e? .

/|1/1*(r’)1/)(r) . (8.165)

4meglr — v

Buw =5 [ drdri ()0)

Hierbei wird iiber die Paarwechselwirkung zwischen je zwei Elektronen bei r
und r’ integriert (Faktor 1). In dieser ,klassischen* Formel sind die Wellen-
funktionen untereinander vertauschbar. Gehen wir jedoch zum quantisierten
Vielteilchenfeld iiber, so werden sie zu nichtvertauschbaren Operatoren, In
welcher Reihenfolge miissen wir nun diese Operatoren schreiben? Folgende
Bedingungen helfen uns weiter. Die Coulombsche Wechselwirkungsenergie
muss verschwinden, wenn nur ein Teilchen im Feldzustand ist, d.h. die Ver-
nichtungsoperatoren ¢(r) und v (r') miissen rechts und die Erzeugeroperato-
ren links stehen. Auferdem miissen die Ortskoordinaten r und r’ bei Erzeu-
gern und Vernichtern in entgegengesetzer Reihenfolge auftreten, damit bei
der Bildung des Erwartungswertes des Wechselwirkungsoperators im Viel-
teilchenfeld die Wechselwirkungsenergie (8.165) der Schrodinger-Gleichung
herauskommt.

Damit ergibt sich der Hamilton-Operator des Vielelektronenfeldes im
Kristall zu

= [ @i [+ Vo] it

e? R .

HOe . (8.166)

dmeglr — v

+ [ @raitwit )

Im ersten Integral ist iiber das Gitterpotential Vi die Coulomb-Anziehung
zwischen den Kernen und jedem einzelnen Elektron enthalten, wihrend das
zweite Integral die Abstoflung der Elektronen untereinander aufsummiert.
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Der Vielteilchenoperator H (8.166) wirkt auf elektronische Vielteilchen-
zustiinde des Typs (8.137c). Weil G; der zu a; adjungierte Operator (8.30)
ist, stellt sich der Energieerwartungswert des Feldes mit (8.166) dar als

(@|H|¢) = (Olaw, ..., a0 | H|aTag, ... a%0) . (8.167)

Man kann jetzt zu einer optimalen Losung des Vielteilchenproblems kommen,
wenn man wie in Abschn. 6.2 das Variationsverfahren als Ndherung benutzt
und den Erwartungswert (8.167) minimalisiert:

(¢|H |p) = Minimum (8.168a)
mit der Normierungsnebenbedingung

(¢lo) =1. (8.168b)

Hierzu entwickelt man in H (8.166) zuerst die Feldoperatoren ¢)* und t nach
einem orthogonalen Eigenfunktionssystem {¢;(r)} (8.128) und fiihrt sie so in
eine Summe von Vernichter- (a;) bzw. Erzeugeroperatoren (a;) iiber. Die
Funktionen ¢} (r) und ¢;(r) sollen hierbei nur einen irgendwie gearteten Satz
orthonormierter Funktionen darstellen. Sie sollen ndmlich in ihrer speziellen
Gestalt aus dem Minimalisierungsprozess (8.168) hervorgehen und dann das
optimale Eigenfunktionssystem (Einteilchenwellenfunktionen) fiir unser Viel-
teilchenproblem darstellen. Setzt man die Entwicklung ¢ (r) = 3. @,:(r) in
den Feldoperator (8.166) ein, so ergibt sich fiir den Operator der Feldenergie:

H= Zajaj / drek(r) {%A + Vg(r)] ©;(r) (8.169)

e2

+z Za ajay az/d?’rd?’r 7 (r)p; ()

|<P?2 (x)gu(r) -
z_]kl

dreglr — 1/

Bilden wir den zu minimalisierenden Mittelwert (¢|H|¢), so treten Matrix-
elemente der Gestalt

Ola, ...
Olan, ...

auf. Wir iiberlassen dem Leser dle Auswertung mittels Anwendung der Anti-
vertauschungsrelationen (8.127) und verweisen auf Ubung 8.4. Das Ergebnis
flir den Erwartungswert der Feldenergie lautet

i) = 3 [ atrgite [—%M Ve erto)

f; -.a%|0) (8.170a)
atai,....a%|0) (8.170b)

2

+ = Z/d3 A3k (r) s (r )e—_IJ|<P;(r/)90j(r/)

dep|r
2

f—Z/d3 a3+ 901 ( )e—/lwz‘c(r)@j(r/). (8171)

dmeglr — v
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In der ersten Summe sind die Erwartungswerte der Schrédingerschen Einteil-
chenenergien in den Zustinden ;(r) zusammengefasst (Einteilchentheorie).
Weil ep;p; die elektrische Ladungsdichte darstellt, enthélt die zweite Sum-
me alle Beitrdge der Coulomb-Abstoliung zwischen je zwei Elektronen an
den Orten r und r’. Die dritte Summe ist ein klassisch nicht zu verstehen-
der Term. Er enthélt Zustandsamplituden (Wellenfunktionen) ¢ (r)y;(r’) an
verschiedenen Orten, die durch Austausch der Teilchen bei r und r’ aus der
Coulomb-Wechselwirkung hervorgegangen sind. Dieser Term ist eine direkte
Folge der Antisymmetrie fermionischer Zusténde. Sein Beitrag zur Gesamt-
energie wird als Coulomb-Austauschwechselwirkung bezeichnet.

Um die Minimalisierung (8.168) durchzufiihren, betrachten wir die noch
nicht néher bestimmten Eigenfunktionen ¢ (r) als Variable und leiten, wie
in (8.106) beschrieben nach diesen Funktionen ab: 9/9¢7 (r).

Weiter miissen wir die Nebenbedingung (8.168b) berticksichtigen. Wir tun
dies, wie in der Variationsrechnung iiblich, indem wir sie mit einem Lagrange-
Parameter £ multipliziert als Summand zu (8.171) addieren und dann ablei-
ten, d. h. wir suchen das Minimum geméf

0
¢} (r)

Beriicksichtigen wir, dass die Nebenbedingung lautet

{(l116) + Eols) } =0 (8.172a)

(#l¢) = / Ert ()pi(r) = 1, (8.172b)

so folgt aus der Minimalisierung

[;—mA + VG(I')} @i(r) + @i(r) zj:/ dg?"/m@;(r/)%‘ (r')

v
3 62 * (0
- Z d*r'i(r m%— (r')pj(r) = Egi(r) . (8.173)

Ohne die beiden letzten Summenterme auf der linken Seite stellt (8.173) eine
ganz vertraute Einteilchen-Schrédingergleichung fiir die Eigenzustinde ¢;(r)
im periodischen Potential Vg (r) dar, wenn wir den Lagrange-Parameter E
als Energie auffassen. Die beiden Summenterme auf der linken Seite ma-
chen die Gleichung zur Bestimmung von ¢;(r) jedoch zu einer komplizier-
ten Integro-Differentialgleichung (Hartree-Fock-Gleichung), die nur noch
auf Grofsrechnern geldst werden kann. Hierzu gibt es heute anspruchsvolle
,»Self-Consistent-Field* Verfahren. Sehr wirkungsvoll ist das Verfahren,
der ,,Charge-Density-Functional Theory*, mit der heute die elektroni-
sche Struktur von Molekiilen, Kristallen und Nanostrukturen in sehr guter
Ubereinstimmung mit experimentellen Daten bestimmt werden kann.

Sehen wir uns die beiden Summenterme etwas genauer an. Der erste Sum-
menterm ist einfach zu verstehen. Da ey’ (r')p;(r’) die Ladungsdichte am
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Ort r’ darstellt, beschreibt der Term die Coulomb-Wechselwirkung zwischen
dem Elektron im Zustand ¢;(r) und allen anderen Elektronen an den Or-
ten r’ und in allen Zusténden ¢;(r’). Der Klammerausdruck ldsst sich als ein
Potentialbeitrag v(r) schreiben, in dem zwar die zu bestimmenden Wellen-
funktionen ¢7 und ¢; noch vorkommen. Man konnte ihn mit gut geratenen
Wellenfunktionen durch ein festes ortsabhingiges Potential, d&hnlich Vg (r),
ersetzen und dann zu einer Einteilchen-Schrédinger-Gleichung gelangen, die
nun statt des Kernpotentials Vi ein effektives Potential Veg(r) = Vg (r)+v(r)
enthalt:
h2

= g Vo) 1 (6) = Bl (8.174)
In dieser ndherungsweisen Beschreibung enthélt Vg die Wirkung der posi-
tiven Kerne und die aller anderen Elektronen auf das eine betrachtete Auf-
elektron. Im Gegensatz zum Coulomb-Term [zweiter Term links in (8.173)]
lasst sich der dritte Term links in (8.173) nicht einfach auf ein effektives Po-
tential zuriickfiihren, da die Wellenfunktion am Ort r in der Summe auftritt.
Dieser Austausch-Term wird oft in erster Naherung vernachlissigt oder
physikalisch verniinftig genidhert. Dann erhalten wir mit (8.174) nidherungs-
weise eine Einteilchen-Schrédinger-Gleichung. Dies ist bemerkenswert. Wir
haben das hochkomplexe Vielelektronenproblem des Festkorpers auf ein Ein-
teilchenproblem zuriickgefiihrt, natiirlich nur mit starker Vereinfachung des
Coulomb-Terms und der Austauschwechselwirkung. Es ist klar, dass wir viele
wichtige Eigenschaften der Materie, wie Ferromagnetismus oder Details der
elektronischen Struktur, vor allem die Energien nicht besetzter elektronischer
Zustande mit dieser groben Einteilchennéherung nicht quantitativ beschrei-
ben kénnen.

8.3.4 Das Biandermodell: Metalle und Halbleiter

Dennoch gestattet die Einteilchen-Schrodinger-Gleichung (8.174), wichtige
Eigenschaften fester Materie zu verstehen.

Wir wollen diesen Ansatz ein wenig weiter verfolgen. Deshalb sei noch
einmal kurz zusammengefasst, wie wir vorgehen. Veg(r) ist das effektive Po-
tential, herrithrend von den positiven Atomkernen und den vielen sie abschir-
menden Elektronen, in dem sich ein betrachtetes Aufelektron bewegt. Dessen
Einelektronenzusténde werden durch die Wellenfunktionen ¢; (r) beschrieben.
Diese Zusténde konnen nach dem Pauli-Prinzip bei Spin-Entartung zweimal
mit einem Elektron besetzt werden. Alle aus (8.174) errechneten Zusténde ¢;
bzw. Energien F; konnen dann sukzessive bis zu einer maximalen Energie,
der Fermi-Energie besetzt werden.

Wie sehen nun diese Energieniveaus im periodischen Potential eines Kris-
talls aus? Hier muss betont werden, dass nicht nur das Potential der Ker-
ne Vg (r), sondern auch das der abgeschirmten Kerne Vog(r) (Riimpfe) git-
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terperiodisch ist, d. h.
Vaa(r) = Vear(r + 1) (8.175)

Daraus folgen auch fiir die Energiezustdnde der Elektronen interessante Sym-
metrieeigenschaften. Eine periodische Funktion ldsst sich in eine Fourier-
Reihe entwickeln:

r) =) Vge'Sr. (8.176)
G

An die Vektoren G miissen Bedingungen gekniipft werden, damit die Trans-
lationsinvaranz von Veg(r) beziiglich aller Gittervektoren ry, = ma+ nb + pc
gegeben ist. Es muss namlich gelten

G -r, =27mv, v ganzzahlig. (8.177)

Dies ist aber gerade die Beziehung (6.236), die wir zur Einfiihrung des rezi-
proken Gitters bei der Diskussion von Teilchenstreuung an Kristallen gewon-
nen haben. G in (8.176) durchlduft also die Mannigfaltigkeit der reziproken
Gittervektoren.

Gur = hgy + kga +1g3 , (8.178)

mit der Definition (6.237) fiir die Basisvektoren g; des reziproken Gitters
(Abschn. 6.6.4). Fiir ein eindimensionales Gitter mit dem Atomabstand a im
Realraum ist natiirlich Gy, = h27/a.

Zur Losung von (8.174) entwickeln wir die Wellenfunktion von (8.174)
nach ebenen Wellen:

=Y e (8.179)
k

(k quasikontinuierlich bei makroskopischen Kristalldimensionen, Abschn.
3.6.1) und setzen (8.179) wie auch die Potentialentwicklung (8.176) in die
Schrodinger-Gleichung (8.174) ein, Damit folgt:

Zic e*T 43" Ol Vg el ) EZCke (8.180)
k

k'G

Nach Umbenennung der Summationsindizes folgt

h2k2
Z elkr l<— — E> Cx + Z VaCx_c
G

=0. (8.181)
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Da diese Beziehung fiir alle mogliche Orte r gelten muss, verschwindet der
Ausdruck in der eckigen Klammer, weil er nicht von r abhéngt. Damit folgt

h2k?
( T E) C+ Y VaCia=0. (8.182)
G

Dieser Satz von algebraischen Gleichungen, der nichts anderes als eine Dar-
stellung der Schrédinger-Gleichung (8.174) im Wellenzahlraum ist, verkoppelt
nur solche Entwicklungskoeffizienten Cy von ¢;(r) (8.179), deren k-Vektoren
sich um jeweils reziproke Gittervektoren G von diesem k unterscheiden, d. h.
Ck koppelt mit Ck,(;, Ok,(;/, Ck,(;//, NN

Das urspriinglich quasikontinuierliche Problem (Verteilung der k-Vek-
toren) zerféllt also in NV (N: Zahl der Elementarzellen) Probleme, wobei jedes
einem k-Vektor aus der Elementarzelle des reziproken Gitters zugeordnet ist.
Jedes der N Gleichungssysteme liefert eine Losung, die sich als Superposition
von ebenen Wellen darstellen lédsst, deren Wellenzahlvektoren k sich nur um
reziproke Gittervektoren G unterscheiden. Die Eigenwerte der Schrédinger-
Gleichung (8.174) lassen sich also nach k indizieren: Fx = E(k). Die zu Ex
zugehorige Wellenfunktion (8.179) lisst sich somit darstellen als (i — k):

P = Z Ck_Gei(ka)'r _ (Z Ck_GeiG-r> o ik _ uk (1) o ikr
G G
(8.183)

Hierbei ist die Funktion uk(r) als Fourier-Reihe tiber reziproke Gitter-
punkte G eine gitterperiodische Funktion. Wie in Abschn. 3.6.1 kénnen
wir bei einem makroskopischen Kristall periodische Randbedingungen mit
k; = 0,+2x/L,...,£27n;/L (L: makroskopische Linge des Kristallwiirfels)
fordern. Die Schrodinger-Gleichung (8.174) fiir das periodische Kristallgitter
hat also modulierte ebene Wellen

ic(r) = wi(r) e (8.184a)
als Losungen, mit einem gitterperiodischen Modulationsfaktor
uk(r) = uk (r +rn) . (8.184b)

Diese Aussage wird nach ihrem Entdecker als Blochsches Theorem und
die Wellenfunktion (8.184) als Bloch-Welle bezeichnet.

Aus der Gestalt der Bloch-Welle (8.184) folgen weitere Symmetrieeigen-
schaften. Es gilt

o
Yrra(r) = E Cxpg_g e G rellktG)r
G/

= (Z Cka” eiG”-I‘) eik'r = (,Ok(r) ) (81853,)

G
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d.h.

Pr+G(r) = ¢x(r) . (8.185b)

Bloch-Wellen, deren Wellenzahlen sich um einen reziproken Gittervektor un-
terscheiden, sind gleich.

Sei H der Einteilchen-Hamilton-Operator in (8.174), nicht der in diesem
Kapitel iiberwiegend benutzte Vielteilchen-Feldoperator (8.169), so kénnen
wir (8.174) auch schreiben als

Hox = B(K) gk (8.186a)
bzw. fiir das um G verschobene Problem
Horia = Bk + G)prsa - (8.186b)
Wegen (8.185b) folgt sofort
Hew = E(k+ G)ox (8.186c¢)
und mittels (8.186a)
Ek)=Ek+G). (8.187)

In dem gitterperiodischen Kristallpotential (8.175) sind die Energieeigenwer-
te eines Elektrons also periodisch im Raum der Wellenvektoren k, dem re-
ziproken Raum, der durch die reziproken Gittervektoren Gy, aufgespannt
wird.

Das Periodizitatsintervall, die Elementarzelle des reziproken k-Raumes
heifit iiblicherweise Brillouin-Zone. Man definiert sie mit ihrem Zentrum in
einem Punkt des reziproken Raumes, den Nullpunkt des k-Raumes per defi-
nitionem (genannt I'). Fiir ndhere Details sei auf Biicher der Festkorperphy-
sik [13] verwiesen. Wir wollen uns der Einfachheit halber im Vorliegenden auf
einen 1D-Kristall mit dem Atomabstand a (Kette von Atomen im Abstand a)
beschréanken. Die Punkte des reziproken 1D-Raumes haben dann den Abstand
G = 27/a und die 1D-Brillouin-Zone ist um den Nullpunkt herum definiert
mit ihren Berandungen 7/a und —m/a (Abb. 8.7). Wir nehmen das periodi-
sche Potential Veg(z) als verschwindend klein an. Dann sind die Losungen
der Schrodinger-Gleichung (8.174) k() (mit ¢ — &k, r — x) ebene Wellen
exp(ikz) mit einer Parabel E = h?k%/2m als Einelektronen-Energiewerte.
Nach (8.186) muss jedoch diese Energieparabel im k-Raum periodisch fort-
gesetzt werden (Abb. 8.7a), weil trotz des sehr kleinen Potentials die Git-
terperiodizitdt erhalten sein soll. An den Berandungen der Brillouin-Zonen
+7/a, £37/a, £57/a schneiden sich dabei jeweils zwei Energieparabeln aus
benachbarten Brillouin-Zonen. Die Energieeigenwerte sind entartet. Die bei-
den Losungen der Schrodinger-Gleichung, zugeordnet den beiden Parabeln,
sind gleichwertig. Die allgemeinsten Losungen, z. B. fiir den Wert k = G/2
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Abb. 8.7a,b. Entstehung der elektronischen Bandstruktur fiir ein periodisches
Kristallgitter, eindimensional mit positiven Atomriimpfen im Abstand a (lineare
Kette). a Im reziproken Raum der Wellenzahlen k periodisch fortgesetzte Ener-
gieparabel des freien Elektrons (Einelektronenniherung). Diese E(k)-Abhéngigkeit
ergibt sich im Grenzfall verschwindenden Gitterpotentials (,leeres‘ Gitter). b Ener-
giedispersionskurven E(k) fiir ein Elektron im 1D-Gitter mit Gitterabstand a, fort-
gesetzt liber die 1. Brillouin-Zone hinaus. In der N&herung vom ,freien Elektron‘
ergeben sich erlaubte und verbotene Energiebénder. Teile der Energieparabel des
freien Elektrons sind verstérkt gezeichnet
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(Rand der Brillouin-Zone) sind also Superpositionen der Wellen mit k£ = G/2
und k = (G/2) — G = —G/2, und dies mit positivem und negativem Vorzei-
chen:

Ot X (eiGI/2 + e*iGz/Q) x cos (wg) ; (8.188a)
Y X (eiGm/2 — e*iGI/Q) x sin (wg) . (8.188b)

Wie aus Abb. 8.8a ersichtlich, hiuft die Wahrscheinlichkeitsdichte ¢% ¢ ne-
gative elektronische Ladung am Ort des positiven Atomrumpfes an, wah-
rend ¢* ¢_ negative Ladung zwischen den positiven Riimpfen ansammelt.
Im Vergleich zum Fall einer ebenen Welle im Falle verschwindenden Poten-
tials, wo die elektronische Ladung homogen iiber den Kristall verteilt wird,
fithrt der Zustand ¢_(z) zu einer Erhohung der Energie des Elektrons ver-
glichen mit dem Parabelwert fiir freie Elektronen. Der Zustand ¢4 (z) gehort
zu einer abgesenkten elektronischen Energie (Abb. 8.8b). Die vorher entar-
teten Einelektronenenergien bei k = £G/2 spalten auf und erzeugen auf der
Energieskala der Eigenwerte ein verbotenes Band, in dem keine Einelektro-
nenenergien existieren. Dies gilt natiirlich nur, wenn wir uns das periodische
Potential Vg auf endliche Werte ,,angeschaltet denken. Das Spektrum der
Einelektronenenergien in einem gitterperiodischen Potential besteht also aus
abwechselnd erlaubten und verbotenen Energiebéndern (Abb. 8.7b). Inner-
halb eines erlaubten Bandes zeigt E(k) oszillatorisches Verhalten als Funktion
der Wellenzahl k. Wegen der Periodizitat von E(k) im k-Raum, kann man
sich auf die Angabe der Energiebdnder E(k) in einer einzigen Brillouin-Zone
beschranken. Sowohl an der Unterkante als auch an der Oberkante eines er-
laubten Bandes zeigt der E'(k)-Verlauf in guter Naherung parabolisches Ver-
halten, d.h. er ist proportional zu £k2.

Da fiir freie Elektronen die Energiedispersion E = h?k?/2m, mit m als
der Masse des freien Elektrons, lautet, konnen wir entsprechend den ver-
schiedenen Kriimmungen der Energieparabeln E(k) an den unteren und obe-
ren Energiebandkanten effektive Massen m* fiir Elektronen im Kristallgitter
einfithren. Entsprechend den Parabelkriimmungen bei k = 7/a oder auch
bei k = 0 (man nennt diesen Punkt I') ist diese effektive Masse des Elektrons
im Kristallgitter also definiert durch

h2K?
E(k) = 2Im* + EOa EO = Emax oder Emin (8189)
m
bzw.
2E\ !

An der Unterkante eines elektronischen Bandes ist m* positiv, wie wir es
auch von freien Elektronen her kennen. An der Oberkante eines Bandes haben
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Abb. 8.8. Potential und elektronische Zusténde fiir ein Elektron im periodischen
1D-Potential (Gitterabstand a). a) Qualitativer Verlauf der potentiellen Energie
V(z). Die Punkte zeigen die Orte der positiven Ionenriimpfe an. b) Wahrschein-
lichkeitsdichte p4 = ¢} ¢4 der sich durch Bragg-Reflexion bei kK = +7/a an der
Oberkante des erlaubten Bandabschnitts a in Abb. 8.8d ergebenden stehenden Wel-
le (Bandmaximum). ¢) Wahrscheinlichkeitsdichte p— = ¢* ¢_ der stehenden Welle
an der unteren Bandkante (Bandminimum) des erlaubten Bandes b in Abb. 8.8d.
d) Aufspalten der Energieparabel des freien Elektrons (gestrichelt) an den Randern
der 1. Brillouin-Zone bei k = +m/a, E4 energetische Breite des verbotenen Bandes

wir eine negative Kriimmung des E(k)-Verlaufes (Abb. 8.7b) und somit eine
negative effektive Masse fiir Elektronen.

In einem realen 3D-Kristall mit dreidimensionalem reziprokem Raum
(Abschn. 6.6.4) bilden die Einelektronenzusténde natiirlich periodische Ener-
gieflichen E(k), deren Maxima und Minima wiederum durch Paraboloide
beschrieben werden kénnen. Die effektive Masse wird dann im allgemeinsten
Fall zu einem Tensor mit verschiedenen Massenkomponenten

’E \
g2
m; =h (81@-8/@) . (8.190b)

Im Rahmen der hier beschriebenen Einteilchenndherung der Elektronen des
Festkorpers konnen jetzt alle Zustédnde beschrieben durch E(k) bei Spinentar-
tung mit zwei Elektronen besetzt werden. Je nach Anzahl der Elektronen pro
Atom werden die Bandzusténde von unten her (niedrigste Energie) sukzessive
nach oben hin besetzt. Je nach Material kann das energetisch hochste besetz-
te Energieniveau in einem erlaubten Band liegen. (Abb. 8.9a) oder identisch
mit der Maximalenergie eines Bandes (Abb. 8.9b). In dieser Darstellung der
Béander wurde von der periodischen Oszillation E(k) (Abb. 8.7) keine No-
tiz genommen, sondern nur erlaubte und verbotene Energiebereiche auf der
Energieskala als Bander markiert. Im Fall, dass ein Band teilweise aufgefiillt
wird, nennt man das hochste besetzte Energieniveau Fermi-Energie Er. Die



8.3 Das quantisierte Schrodinger-Feld massiver Teilchen 419

E E
o) Leitunsband
—_ . —— EF —_—].
—_ -_ EF Valenzband
Verbotenes Band 0 1 f(E)
Metall Halbleiter/Isolator
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Abb. 8.9a—c. Lage der Fermi-Energie Er in der Bandstruktur bei einem Metall
(a) und einem Halbleiter (b). a Beim Metall liegt Er in einem erlaubten Band
und teilt besetzte von unbesetzten Zustédnden. b Beim Halbleiter oder Isolator
liegt Er im verbotenen Band zwischen Valenz- und Leitungsband; eine Elektron-
Loch-Paaranregung ist eingezeichnet. ¢ Fermi-Besetzungswahrscheinlichkeit f(E)
in Bezug zum Halbleiter /Isolator-Béanderschema

Elektronen in den energetisch héchsten Zustédnden sind dann in der Lage,
infinitesimal kleine Energiebetrige 6 E' im elektrischen Feld aufzunehmen, da
sie direkt oberhalb von Ef freie Zustdnde vorfinden. Sie konnen sich bewegen
(genauer ihre Wellenpakete) und beschleunigt werden. Sie kénnen also einen
elektrischen Strom tragen. Solche Materialien sind Metalle.

Wird bei Auffiillen der Zusténde das energetisch hochste Band gerade voll
besetzt, so konnen die Elektronen des Kristalls keine infinitesimalen Ener-
giesteigerungen JE erfahren. Bei tiefen Temperaturen kénnen sie in einem
elektrischen Feld nicht beschleunigt werden, Stromfluss ist dann nicht mog-
lich. Das Material ist Isolator. Ist jedoch das verbotene Band zwischen dem
hochsten besetzten Band und dem dariiber liegenden leeren Band energe-
tisch nicht zu breit (0,1-3eV), so kénnen durch thermische oder optische
Anregung Elektronen aus dem besetzten Band (Valenzband) in das dar-
tiber liegende leere Band (Leitungsband) angeregt werden. In diesem Band
wiederum ist infinitesimale Energieaufnahme und damit Stromtransport mog-
lich. Solche Materialien mit nicht zu grofer Bandliicke sind Halbleiter (Si,
Ge, GaAs, InAs, . ..). Bedingt durch die Bandliicke, die durch thermische An-
regung liberwunden werden muss um Stromtransport zu ermoglichen, zeigen
Halbleiter eine mit der Temperatur exponentiell ansteigende Konzentration
freier Elektronen und elektrische Leitfdhigkeit [13]. Werden Elektronen aus
dem Valenzband ins Leitungsband angeregt, dann bleiben im Valenzband
leere, unbesetzte elektronische Zusténde an der oberen Bandkante zuriick. In
der Festkorperphysik wird gezeigt, dass sich diese sogenannten Locher oder
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Defektelektronen in einem duferen elektrischen Feld genauso verhalten wie
positive Ladungstréger mit einer effektiven Masse (8.190a), die der der Elek-
tronen in diesem Zustand, jedoch mit positivem Vorzeichen entspricht [13].
Bei einer solchen Elektron-Loch-Anregung entspricht die Anzahl der Locher
im Valenzband der der quasifreien Elektronen im Leitungsband. Die statisti-
sche Verteilung von Elektronen und Léchern, d. h. unbesetzter elektronischer
Zusténde, auf der Energieskala geschieht nach der Fermi-Statistik f(E) (Ab-
schn. 5.6.3). Die Wahrscheinlichkeit fiir die Besetzung und Nichtbesetzung
von Zusténden ist symmetrisch zum Fermi-Niveau Er (Abb. 5.13). Um dies
bei Vorhandensein eines verbotenen Bandes im Halbleiter zu gewéhrleisten,
muss das Fermi-Niveau EFr. etwa in der Mitte des verbotenen Bandes lie-
gen (Abb. 8.9¢). Abweichungen von der Mitte sind darauf zuriickzufiihren,
dass die Zustandsdichte an der unteren Leitungsbandkante und der oberen
Valenzbandkante wegen der iiblicherweise verschiedenen Bandkriimmungen
(effektiven Massen) verschieden sind.

Wegen der parabolischen Bandverldufe bei den Bandextrema errechnen
sich die Zustandsdichten wie fiir das freie Elektronengas in drei Dimensionen
(Abschn. 3.6.1). Man muss bei den entsprechenden Wurzelabhéngigkeiten v/E
nur die freie Elektronenmasse m durch die effektiven Massen m* im Valenz-
bzw. Leitungsband ersetzen.

Die Bewegung von Elektronen oder Lochern in einer Bandstruktur wird
durch die effektive Masse der Ladungstriager m* statt der freien Masse m
bestimmt. Wir sehen dies sofort, wenn wir die Bewegung eines Elektrons im
Leitungsband durch die Bewegung eines Wellenpaktes (Abschn. 3.2), diesmal
zusammengesetzt aus Bloch-Wellen (8.184a) betrachten. Die Geschwindigkeit
ist durch die Gruppengeschwindigkeit

v = Viw(k) = %VkE(k) (8.191)

mit E(k) als den Energieflichen der Bandstruktur gegeben. Wird nun durch
ein elektrisches Feld &£ ein Elektron im Leitungsband oberhalb von Eg ver-
schoben, so muss sich der elektronische Zustand lings E(k) bewegen, mit
einer Energiednderung

§E = Vi E(K)dk . (8.192)

Diese Energiednderung lasst sich korrespondenzmifig (klassisch) ausdriicken
als

0F = —e€ - vét (8.193a)
bzw.

p=rhk=—cE. (8.193b)
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Aus (8.191-8.193) folgt fiir die Vektorkomponente v; der Teilchengeschwin-
digkeit

1d 1 0’E . 1 0’FE
= —— (VkB) ==y i == > ————(—¢&) . (8.194
b=gna VB =5 — OOk T W o, ek - (8194)
Dies ist eine semiklassische Bewegungsgleichung analog zu m*v = —e€ (ein-

dimensional), in der die effektive Masse in ihrer tensoriellen Form (8.190b)
in gewohnter Wiese auftritt.

Abschliefend sei noch darauf hingewiesen, dass Halbleiter dotiert werden
konnen. Arsen (fiinfwertig) in Silizium (vierwertig) eingebaut, kann bei rela-
tiv niedrigen Anregungsenergien (~40meV) sein iiberzihliges Elektron ins
Leitungsband abgeben und tragt deshalb bei wesentlich niedrigeren Tempe-
raturen zur Leitfdhigkeit bei als dies im ,reinen® intrisischen Halbleiter bei
Anregung aus dem Valenzband méglich ist. Zur erhéhten Locherleitung baut
man in Silizium dreiwertige, sogenannte Akzeptoren wie Bor in das Kristall-
gitter ein.

Fiir eine tiefergehende Behandlung dieser Probleme sei auf Lehrbiicher
der Festkorperphysik verwiesen [4, 13].

8.4 Quantisierte Gitterwellen: Phononen

In Abschn. 8.3.3 haben wir gesehen, dass in einem Kristall die Dynamik der
schweren Atomriimpfe von der der leichten Elektronen weitgehend entkoppelt
ist. Wir kénnen beide Systeme im Rahmen der Born-Oppenheim-Naherung
getrennt behandeln und ihre Wechselwirkung als Stérung beschreiben. So
konnten wir wesentliche Aussagen iiber das Vielelektronensystem des Fest-
korpers gewinnen, indem wir die Elektronendynamik im starren periodischen
Gitter der Atomkerne behandelten.

Auf der anderen Seite konnen wir ndherungsweise die wesentlich lang-
samere Dynamik der Atomriimpfe getrennt behandeln, wobei die Elektro-
nen iiber die chemische Bindung das Potential vermitteln, in dem sich die
periodisch angeordneten Atomriimpfe bewegen. Da im stabilen, periodisch
aufgebauten Kristall die Atomriimpfe in bindenden Potentialen festgehalten
werden, erwarten wir in erster Naherung periodische harmonische Oszilla-
torschwingungen der Atomriimpfe in ihren bindenden Potentialen der chemi-
schen Bindung, analog zum Verhalten allgemeiner Oszillatoren (Abschn. 4.4).
Da ein schwingendes Atom seine néchsten Nachbarn beeinflusst, wird es kol-
lektive Anregungen, ausgedehnt iiber den ganzen Kristall geben. Wir werden
diese Kollektivanregungen der Atome also wiederum durch ein Schwingungs-
feld beschreiben konnen, dhnlich den elastischen Wellen in der klassischen
Kontinuumstheorie der Mechanik. So wie klassische Oszillatoren quantisiert
werden miissen, wenn wir genau hinsehen (Abschn. 4.4), werden wir also auch
hier das Schwingungsfeld der Atome quantisieren miissen.
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Abb. 8.10. Modell der einatomigen linearen Kette, bestehend aus Atomen der
Masse M im Periodizitétsabstand a. u, sind die Auslenkungen der Atome bei einer
angeregten Gitterwelle. Die chemischen Bindungskréfte sind durch Federn model-
liert (Federkonstante f)

Um diese Vorstellung zu formalisieren, betrachten wir ein einfaches eindi-
mensionales Modell eines Kristalls, eine lineare Kette von Atomen mit dem
Atomabstand a (Abb. 8.10). Die chemische Bindung zwischen den Atomen
verursacht ein in erster N&herung parabolisches Potential, d.h. die Kraft
auf ein Atom v ist proportional zur Auslenkung u, dieses Atoms aus sei-
ner Ruhelage (Federkraft). Wir symbolisieren sie durch eine Feder mit der
Riickstellkraft f. Damit lasst sich fiir das v-te Atom eine klassische Bewe-
gungsgleichung aufstellen, die wegen der relativ grofsen Masse M der Atome,
im Vergleich zum Elektron, sicherlich eine gute Naherung ist

Miiy (t) = f [ts1 () — (O] = f s (8) = uyoa (8)] (8.1954)
d. h.

Mii,(t) = f (upg1 + up—1 — 2u,) . (8.195b)

Die atomare Kette habe N Atome und damit eine Lange L = Na. Weil L ma-
kroskopisch grof sei, fithren wir periodische Randbedingungen (Abschn. 3.6.1)
fiir die Auslenkungen u, (t) ein,
d.h. Uy (t) = upy N (t) mit — % <v< g . (8.195¢)

Die Auslenkungen u, (t) sind an einem festen Gitterplatz x, definiert (dort,
wo das Atom v ist), sodass u,(z,,t) ein Schwingungsfeld darstellt, das im
Gegensatz zum elektromagnetischen oder zum Schrodinger-Feld nur an den
diskreten Ortskoordinaten x, physikalisch sinnvolle Werte hat.

Zur Losung von (8.195) machen wir den Ansatz von Wellen (Atomla-
ge r,, = va), die sich iiber das Gitter, die Atomkette ausbreiten:

) ) 1 )
uy (1) = ug(r)e Writeinva — _—_ A (#)elwvae | 8.196a

Hierbei sorgt 1/ VN in

ug(k)e Wt = \/—_A,g(t) (8.196D)
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fiir die Normierung und Orthonormalitét des Ansatzes (8.196a) im Sinne von

XN: (ﬁ ei””“)* (ﬁ ei””“) =1, (8.197a)

Al
> Ne““*“ ) =0 fiir & £ K, (8.197D)

v

d.h.

1

AR
e—im/a e—iﬁ/’/a — 55 P 8.197¢
ZV VN VN ’ ( :

uy (t) (8.196) eingesetzt in die Bewegungsgleichung (8.195) ergibt

MA, " = f (A e + A e —24,) | (8.198a)

bzw.

[ 2 ka

. f .
Ay i 2 (coska — 1) Ay 4M sin” (8.198b)

Damit folgt die Schwingungsdifferentialgleichung eines harmonischen Oszil-
lators (Abschn. 4.4):

Ap(t) +w2A(t) =0 (8.199a)
mit Wl = 4% sin? % . (8.199b)

Die Bewegungsgleichung der einatomigen linearen Kette entkoppelt in N ver-
schiedene Oszillator-Schwingungsgleichungen zu jeweils diskreten, aber wegen
sehr groflem IV, zu quasikontinuierlichen x-Wellenzahlwerten. Die Frequenzen
dieser Oszillatoren als Funktion der Wellenzahlen s gehorchen dem Disper-
sionsgesetz (8.199b), das in Abb. 8.11 dargestellt ist. Die Dispersionsbezie-
hung w(k) ist im reziproken Raum der Wellenzahlen x periodisch mit dem
Periodizitétsintervall 27/a (Brillouin-Zone) genauso wie die Dispersion der
Elektronenwellen in Abschn. 8.3.3. Da das Feld der Gitterwellen (8.196a)
in NV harmonische Oszillatoren (8.199) zerfillt, miissen wir fiir diese Oszil-
latoren natiirlich die Regeln der Quantenphysik (Abschn. 4.4) fordern und
gelangen so unmittelbar zu der Aussage, dass die Energie eines Oszillators
zur Quantenzahl k geméaf (4.122)

E, = (n,c + %) huwy (8.200)
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sein muss, wo n, den Anregungszustand des speziellen Oszillators x angibt.
Die Gesamtenergie des Feldes der Gitterschwingungen ist damit

E=>Y" <n,€ + %) hw,, . (8.201)

Diese Feldenergie der Gitterwellen (hier entkoppelt in einzelne Oszillatoren)
ist vollig analog zur Energie des gequantelten Lichtfeldes (8.26b). Wir kén-
nen n,, die Anregungszahl des x-Oszillators, also auch interpretieren als
Anzahl bosonischer Anregungen des Schwingungsfeldes des Kristallgitters.
Dementsprechend ordnen wir dem Gitterschwingungsfeld Anregungen oder
(Quasi)Teilchen zu, die man Phononen nennt. Der Name riithrt vom grie-
chischen Wort fiir Schall (pwv#) her. Denn die Schwingungen mit Frequen-
zen w(rk) zu kleinen Wellenzahlen x < 1/a, bzw. grofsen Wellenléingen A > a,
dort wo die die sin-Abhéngigkeit der Dispersion (8.199b) linear genihert wer-
den kann (Abb. 8.11), sind identisch mit Schallwellen der klassischen Kon-
tinumsmechanik [13].

Um den Begriff des Phonons schérfer zu fassen, wollen wir das Schwin-
gungsfeld der Kristallatome nach unserem bewéhrten ,, Rezept* quantisieren,
indem wir die Bewegungsgleichung (8.195) auf den Hamilton-Formalismus
umschreiben. Aus (8.195) ergibt sich die Gesamtenergie des Wellenfeldes, die
Hamilton-Funktion zu

H= Z + fz —u,i1)?, (8.202)

wo p, = M1, der Impuls des v-ten schwingenden Atoms ist. Fiir die Aus-
lenkungen u, setzen wir mit (8.196) die allgemeinste Form als Fourier-Reihe
an:

Z \/_ e 4 AT () e ] (8.203a)

P (t) = Min, =" z% [~ A, (t) €9 4 A% (t) e 9] . (8.203D)

K

@ J2f M

Abb. 8.11. Dispersionskurve w(k)
0 der Gitterwellen einer einatomigen li-
K wla nearen Kette (Abb. 8.10)
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Zu A, muss A% ergénzt werden, damit u,(¢) reell bleibt, wie es fiir eine
klassische Schwingung verlangt wird. Dies ist vollig analog zum Lichtfeld, wo
das Vektorpotential A auch reell ist.

Wie man leicht sieht, folgen aus (8.202) die richtigen Hamilton-Gleichun-
gen

OH 1
'1/ = = 7 ,Pv 204
= ap, P (8.2042)
OH
pl/ = — 6u = f (’u,,/+1 + Uy—1 — 2’11,,/) . (8204b)

Mit (8.196) konnen wir wegen wy, = w_,(8.199) auch schreiben

u, ()= \/LN (Aq + A7) e (8.205a)

—1 NM * ikrva
oo ()= ’\L/"N (A, — A" ) e™va (8.205D)

bzw. durch Fourier-Transformation

K

N
1 .

A+ A, = — e ", () . 8.205¢
e (0 (5:2050)

Aus den Hamilton-Gleichungen (8.204) haben wir schon erkannt, dass p,
und u, die kanonischen Variablen sind, die als Operatoren den bosonischen
Vertauschungsrelationen

h
ﬁva,u - '&,uf)u = ;&w s (8206&)
Gyl — Gyl = 0 (8.206D)
ﬁ,uﬁv - ﬁvﬁ,u =0 (8206(3)

unterworfen werden miissen. Nach (8.203) bzw. (8.205) werden deshalb auch
die Grofen A,(t) und A% (t) Operatoren, sodass wir beim Multiplizieren
die Reihenfolge beachten miissen. Setzen wir mit dieser Vorsichtsmafnah-
me (8.203) bzw. (8.205) in die Hamilton-Funktion (8.202) ein und bertick-
sichtigen die Dispersionbeziehung (8.199b) sowie die Normierungsbedingung
(8.197a), so ergibt sich fiir die Hamilton-Funktion

H =Y Mw?[A} (t) A (t) + Ay () A% ()] - (8.207)

Man sieht die Analogie zu (8.14) fiir das elektromagnetische Feld. Jetzt fiihren
wir analog zu (8.206) die Quantisierung durch, indem A, und A* in die
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Operatoren A, und A} iiberfiihrt werden. Damit wird die Hamilton-Funktion
(8.207) zum Feld-Hamilton-Operator H. Wir fithren weiter durch die Setzung

A, (t) = 2];% e () (8.208)

dimensionslose Amplituden bzw. Operatoren ¢, und ¢! ein. Damit ergibt
sich der Feld-Hamilton-Operator aus (8.207) zu

H= wa (&5 e +euct] . (8.209)

Unter Benutzung der Verkniipfungen (8.205) und (8.208) gewinnen wir Be-
ziehungen zwischen den Feldoperatoren ¢, und ¢ und den kanonischen Va-
riablen (Operatoren) ,, p,:

_ h ikva (4 A+
t) = ; 1/ N Nw. e" e (6 +et,) (8.210a)

B () =) (i) %e“‘”a (éx —¢ty) (8.210D)

bzw. durch Fourier- ’Hansformation sowie Summen- und Differenzbildung die
Umkehrung (w, = w_x

wl{ A —

y ikva , 9211
<\/ N TN SR NG, 2hMNwR ) (8.211a)
&=\ Moy o S - — inva 211b

< 2hN 2hMNw,.i ”) ’ (8. )

Unter Verwendung der Vertauschungsrelationen (8.206) leiten wir fiir ¢, und
¢ folgende Vertauschungsrelationen ab:

(66t ] = éet —ehew = 0u (8.212a)
(6w, ew] = [&F,85] =0 (8.212b)

Dies sind dieselben Relationen, die wir schon fiir das bosonische Photonenfeld
(8.20) in Abschn. 8.2 gefunden haben.

¢, und ¢} sind also Vernichter- und Erzeugeroperatoren, die auf dem
Feld der Gitterwellen eine Anregung bzw. ein Quasiteilchen oder Phonon mit
der Wellenzahl x vernichten oder erzeugen.

Vollig analog zum quantisierten elektromagnetischen Feld (Abschn. 8.2)
erhalten wir aus (8.209) unter Verwendung der Kommutatoren (8.212) den
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Hamilton-Operator des Phononfeldes als
N 1
_ At
H= gﬁ hw ¢y + 3 gﬁ hw,, . (8.213)

Analog zum Feldoperator des Lichtfeldes (8.22) existiert eine Nullpunktsener-
gie

1
By =3 ZK: hw, (8.214a)

auch wenn im Grundzustand |0) des Phononfeldes keine Anregungen mehr
existieren. Analog zum Lichtfeld [siehe (8.26b)] ist 1, = ¢}¢é, der Phonon-
Teilchenzahloperator, der angibt, wie viele Phononen mit der Wellenzahl «
im Zustand |@) = |...,Nk—1, Nk, Nkt1,. - .) angeregt sind. Auf einem Zustand
|¢) des Phononenfeldes hat (8.213), wie erwartet den Eigenwert (8.201), die
Gesamtenergie des Feldes.

Analog zum elektromagnetischen Feld lésst sich der allgemeinste bosoni-
sche Phononenzustand aus dem Grundzustand |0) aufbauen geméf

1 T
1) = My ) = H N (&)™ [0y . (8.214b)
Im Ubrigen gelten alle Beziehungen fiir bosonische Erzeuger- und Vernichter-
operatoren, z. B. (8.33), wie fiir die Photon-Erzeuger und -Vernichter B;r/\, lA)qA
in Abschn. 8.2.

Auch wenn die formale Beschreibung des elektromagnetischen Felds
(Abschn. 8.2) und das der Gitterwellen, der Phononen, wegen ihres boso-
nischen Charakters identisch ist, so miissen wir uns doch einen wesentlichen
Unterschied klarmachen. Bei Photonen, den Anregungen des Lichtfeldes, han-
delt es sich nach unserem physikalischen Verstdndnis um elementare Teilchen
(Abschn. 5.6.4), die ihre Existenz auch in der Hochenergiephysik manifes-
tieren (y-Quanten in Beschleunigerexperimenten). Phononen hingegen sind
Kollektivanregungen, die sich aus Schwingungen der Atome in einem Kristall
aufbauen. Man nennt diese Anregungen deshalb auch Quasiteilchen. In bei-
den Fillen gelten jedoch die Gesetze der Quantenphysik (Unbestimmtheit,
Unschérfebeziehungen etc.) und deshalb ist der Formalismus der Quanten-
feldtheorie addquat und wegen des bosonischen Charakters der Anregungen
identisch.

Ein weiterer Unterschied besteht darin, dass die Felder verschiedenen
Raumsymmetrien unterliegen. Im Falle des elektromagnetischen Feldes im
Vakuum herrscht infinitesimale Translationsymmetrie, bzw. der Raum ist ho-
mogen und isotrop. Dementsprechend gilt die Dispersionsbeziehung wr, = cq
fiir Lichtausbreitung im Vakuum ohne weitere Symmetrieanforderungen fiir
den reziproken Raum der Wellenzahlen g. Gitterwellen und deren Quanten,
die Phononen, hingegen existieren auf einem r&umlich periodischen Gitter
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mit Gittervektoren z,, = va (eindimensional) oder rn, = ma+nb+ pc im 3D-
Raum wie in Abschn. 8.3.3 fiir Elektronen im Kristall beschrieben. Wie dort
ausgefiihrt, weist der reziproke Raum der Wellenvektoren k entsprechend der
Gitterperiodizitdt des Realraumes auch eine Gitterperiodizitdt mit rezipro-
ken Translationsgittervektoren Gpy; (8.178) auf. Die Dispersionsbeziehung
w(k) der Phononen-Feldanregungen (8.199b) ist dann auch periodisch im re-
ziproken Raum (Abb. 8.11), dhnlich wie die elektronischen Energiebénder
(8.187) in Abschn. 8.3.3.

Was miissen wir beachten, wenn wir kompliziertere Kristalle als die einato-
mige Kette (Abb. 8.10, 8.11) betrachten? Fiir die zweiatomige Kette, bei der
jeweils zwei Atome verschiedener Masse M (grof) und m (klein) periodisch
angeordnet sind, existieren zwei gekoppelte Schwingungsgleichungen des Typs
(8.195), jeweils fiir die Massen M und m. Dies fiihrt zu zwei verschiedenen
Dispersionszweigen (Abb. 8.12) [13]. Phononen des unteren Zweiges (ana-
log zur einatomigen Kette, Abb. 8.11) haben verschwindende Frequenzen fiir
k — 0. Fiir solch grofte Wellenldngen, wo w proportional zu « ist, haben wir
es mit Schallwellen zu tun. Bei sehr grofien Wellenldngen (A > a) bewegen
sich benachbarte Atome fast gleichartig und eine Kontinuumsbeschreibung
mit sich bewegenden Volumenelementen AV, die viele Atome enthalten, ist
zuldssig [13]. Man nennt den unteren Dispersionzweig in Abb. 8.12 deshalb
akustischen Zweig. Im Gegensatz zum akustischen Zweig bewegen sich
beim oberen Dispersionzweig benachbarte Atome gegensinnig. Entsprechend
ergibt sich die Frequenz bei k = 0 zu \/2f/u, wo u die reduzierte Masse aus
M und m ist.

Wenn es sich bei den beiden Atomen um elektrisch geladene Ionen wie
in NaCl handelt, sind die Gitterwellen des oberen Zweiges mit einem oszil-
lierenden elektrischen Dipolmoment verkniipft, das an ein elektrisches Feld
ankoppelt [13]. Verallgemeinert nennt man den oberen Zweig deshalb opti-
schen Zweig.

Reale Kristalle sind dreidimensional periodisch mit Gittervektoren ry,.
Dementsprechend ist der reziproke Raum dreidimensional mit Wellenzahlen-
vektoren k und 3D-Brillouin-Zonen als Periodizitdtsvolumina im Abstand
G (Abschn. 8.2.2). Es existieren deshalb hier akustische und optische Di-
spersionsflachen w(k) statt der Kurven in Abb. 8.12. Im 3D-Realraum kénnen
sich die Atome entweder in Richtung der Ausbreitungsrichtung x der Gitter-
welle oder senkrecht (wie beim Lichtfeld; Abschn. 8.2) zu k bewegen. Entspre-
chend zerfallen die akustischen bzw. optischen Dispersionsflichen noch einmal
in einen sogenannten longitudinalen (u, || &) und zwei transversale (u, LK)
Dispersionszweige bzw. Schwingungsformen [13]. In allgemeinen Kristallrich-
tungen sind die longitudinalen und transversalen Wellen haufig gemischt. In
jedem Fall miissen wir im 3D-Kristallgitter Phononen, statt durch ihre Fre-
quenzen w, wie bisher, durch w, x bezeichnen, wo k der 3D-Wellenvektor ist
und A den Typ und die Polarisation der Welle angibt, z. B. w,, o mit TO
fiir transversal optisch und Schwingungsrichtung .
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Abb. 8.12. Dispersionskurven w(k) der Gitterwellen einer zweiatomigen linearen
Kette mit abwechselnd Atomen der Masse M (grof) und m (klein) in gleichem
Abstand a/2, d.h. mit einem Periodizitdtsabstand a. p ist die reduzierte Masse
definiert durch p=' = M~! +m™'. Beim optischen Zweig bewegen sich fiir kleine
k die beiden Atome mit den Massen M und m gegeneinander, beim akustischen
Zweig gleichsinnig. Am Brillouin-Zonenrand 7/a schwingt im optischen Zweig nur
das leichte Atom (m), im akustischen Zweig nur das schwere (M). Im reziproken
Raum der Wellenzahlen k setzen sich die Kurven w(k) periodisch fort

Phononen sind also Anregungszustidnde des Gitterwellenfeldes. Fiir schar-
fe Wellenzahlvektoren sind die Wellen iiber den ganzen Kristall delokalisiert.
ahnlich wie fiir Elektronenwellen (Abschn. 3.2) existieren jedoch auch lo-
kal begrenzte Anregungen, die durch Wellenpakete mit einem Spektrum von
k-Vektoren beschrieben werden. Dann zeigt sich der Partikelcharakter dieser
Wellen, der z.B. eine Beschreibung thermischer Groéfsen wie der spezifischen
Wérme u. d. durch ein Gas von Phononen, d.h. Quasipartikeln ermdoglicht.

8.4.1 Phonon-Phonon-Wechselwirkung

Chemische Bindungskréfte zwischen Atomen (Abschn. 6.2.3) sind nur in ers-
ter Naherung harmonisch mit einem parabolischen interatomaren Potential,
so wie wir es im vorigen Kapitel vorausgesetzt haben. In héheren Naherun-
gen miissen wir das interatomare Potential durch hohere Potenzen in den
Auslenkungen der Atome aus ihrer Gleichgewichtslage beschreiben. Die erste
Néherung beriicksichtigt als anharmonischen Potentialterm kubische Glieder
in den Auslenkungen. Die harmonische Hamilton-Funktion (8.202) wird dann
ersetzt durch

2 N N
L 2, 1 3
H= a oM + Efgo(u,, —Upg1)” + gg;(uy — Upt1)” (8.215)
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wo g die Abweichung vom harmonischen Potential global beschreibt. Die-
ser anharmonische g-Term (mit h bezeichnet) stellt eine kleine Stérung der
harmonischen Hamilton-Funktion (8.202) dar. Gehen wir also zum Quanten-
feldformalismus [14] {iber, wobei p,, u,, H und h zu Operatoren p,, i, H und
h werden, dann kénnen wir Lésungen des anharmonischen Problems nach Art
der Stérungsrechnung (Abschn. 6.3, 6.4) behandeln. Hierbei werden fiir einen
quantisierten Feldzustand |¢) (8.214) Matrixelemente des Typs (¢/|h|¢) die
Dynamik des anharmonischen Kristalls bestimmen.
Wir wenden uns also dem anharmonischen Stéroperator zu:

3'92 v — 1) (8.216)

Die Operatoren 4, sind durch (8.210a) definiert, d. h. es gilt

Uerl Z = Nw ml/a é A n) eina (8217)
und damit
h . .
Uy — ﬁy+1 = Z \/ memya (1 — ema) (é,{ =+ éirn)

= Z K.e" (e, +¢t,) . (8.218)

Hierbei beschreibt K,; die r-unabhéngigen Zahlenfaktoren. Damit folgt fiir
den Storoperator des Feldes

#Z v = 41)”

C 23S R )

v=0kr'K"

(lr ety (Gw +ety) (G EEL) (8.219a)

bzw. wenn wir die Klammer unter Beriicksichtigung der Operatorenreihen-
folge ausmultiplizieren

N
iL — %g Z Z K. KK eiva(nJrn'Jrn”)

v=0 kr'K"

. (é,{é,{/é,{// + é+ C+ ’{,, + Cn ,é,{// —+ éth‘/é’{//éﬁ//

+ el et et et b +eget, et + et epet, ) . (8.219Db)

Die Summe von dreifachen Erzeuger- und Vernichter-Operatorprodukten in
(8.219b) erzeugt und vernichtet in einem Phonon-Zustand (8.214) einzelne
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Phononen sodass sich die Besetzungszahlen n, dndern. Um Storungsmatri-
xelemente (¢/|h|¢) auszurechnen, miissen wir also statt (8.214b) den allge-
meinsten Feldzustand |¢) heranziehen, der sich als lineare Superposition aus
Vielteilchenzustanden des Typs (8.214b) ergibt, ndmlich

|p) = > anme ) ) (8.220)

MLy Mgyee s Moo
Hierbei sind a(nq, ..., n, . ..) die Phasenfaktoren oder Amplituden, die ange-
ben, wie Zusténde |...,n1,...,n,,...) mit verschiedenen Phononbesetzungs-

zahlen {iiberlagert sind. Die Vielteichenzusténde |nq,...,n,,...) (8.214b)
spannen also selbst einen vieldimensionalen Hilbert-Raum auf, der Fock-
Raum genannt wird. In ihm sind Zusténde des Typs (8.220) definiert.

Zur Behandlung von Stérungsmatrixelementen (¢|h|¢) betrachten wir
beispielhaft die Wirkung der Operatorkombination éméf,{,ému aus (8.219b)
auf einen Vielteilchenzustand |...,ny,...). Hierbei beriicksichtigen wir, dass
fiir die Teilchenbesetzungszahlen gilt: n,, = n_, (siche Ubung 8.6). Es folgt
dann mit (8.33):

énétﬁ/émn | s My M s Mgty o >
= énétﬁ/\/nmn | ey My, Mty (n,g// - 1) yo >

=V + Dngr |y (ng — 1), (n + 1), (ngr —1),...) . (8.221)

Im Matrixelement (@|¢,,é¥ ,¢,|. .. My, s, My, .. .) sind dann wegen der Or-
thogonalitdt der Vielteilchenzusténde nur die Ausdriicke von Null verschieden
fiir die gilt

(@ = (- (e = 1), (s 1), (g = 1) .| - (8.222)

Die Wirkung des Terms (8.221) in der Stérung h besteht also wirklich dar-
in, dass Phononen des Typs x und " vernichtet werden und ein Phonon
des Typs k' erzeugt wurde. Betrachten wir namlich im Rahmen der zeitun-
abhéngigen Storungsrechnung (Abschn. 6.4) oder bei Streuung im Rahmen
der Bornschen Niherung (Abschn. 6.6.2) Ubergangsmatrixelemente (f|h]i)
mit |7) und |f) als Vielteilchenanfangs- und Endzustédnden, so geht der An-
fangszustand |i) = |..., N, N, Ny, ...y durch den Storanteil é,{éf,{,é,{n in
den Endzustand |f) = |...,(ns — 1), (ne + 1), (ngr — 1),...,) tber. Mehr
anschaulich haben wir es mit einem Streuprozess zwischen drei Phononen
(Quasiteilchen) zu tun: 2 Phononen (k, k) laufen aufeinander zu, im Sinne
von Wellenpaketen mit den Wellenvektor-Schwerpunkten x und '/, und ge-
hen in ein neues Phonon des Typs &’ iiber. Wir haben hier stillschweigend die
eindimensionalen Wellenzahlen « in 3D-Vektoren & tiberfiihrt, weil die bishe-
rigen Ableitungen ohne weiteres auf den 3D-Raum eines dreidimensionalen
Kristalls {ibertragbar sind.

Bei solchen Streuprozessen zwischen Teilchen gelten im allgemeinen Er-
haltungssatze. Gilt dies auch hier fiir unsere Quasiteilchen, die Phononen?
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Wir konnen diese Frage sofort mittels des Exponentialterms in (8.219)
beantworten. Analog zu (6.230) bis (6.233) kénnen wir diesen Term schreiben
als

N ) N ) v
Z elua(m-{-m +K ) — Z |:ela(m+m +K ) (8223)

v=0 v=0

und ihn mittels der Summenformel fiir die geometrische Reihe auswerten.
Analog zu (6.232) und Abb. 6.21 ergibt dieser Term fiir sehr grofe N, d.h.
einen makroskopischen Kristall (hier lineare Atomkette) einen im Exponenten
a(k + k' + k") spektral sehr scharfen Beitrag, wenn gilt

(k+ K" +£")a=k2r, mit k ganzzahlig . (8.224a)

Dabei ist 27 /a der reziproke Gittervektor im Eindimensionalen.

Verallgemeinern wir (8.224a) wiederum auf den 3D-Kristall mit 3D-
reziprokem Raum, der durch die reziproken Gittervektoren Gy (8.178) auf-
gespannt wird, so gilt

k+K +r = Gh - (8224b)

Fiir den Spezialfall Gpi; = 0 ist dies, wenn wir noch mit % multiplizieren,
der von quantenmechanischen Teilchen her bekannte Impulserhaltungssatz
fiir hk. Zwei Teilchen vereinigen sich zu einem dritten (durch ,,Zusammenkle-
ben“), dann muss der Gesamtimpuls der drei Teilchen sich zu Null ergénzen.

Im Falle der Phononstreuung muss jedoch die Summe der Wellenzahlvek-
toren einem reziproken Gittervektor Gpy; entsprechen. Gleichung (8.224b)
wird deshalb als Wellenvektorerhaltungssatz oder als Quasiimpulserhal-
tungssatz bezeichnet.

Analoge Diskussionen kénnen wir fiir die verschiedenen Dreierkombina-
tionen aus Erzeuger- und Vernichteroperatoren im Stéroperator h (8.219b)
durchfithren. Hierbei sehen wir, dass es verschiedene Phononstreuprozesse
gibt, z. B. Vernichtung dreier Phononen und Erzeugung drei neuer Anregun-
gen, Kollision zweier Phononen und Erzeugung eines neuen dritten Phonons
(hier diskutiert) oder Aufspaltung eines Phonons in zwei neue Phononen
(Abb. 8.13).

Immer jedoch muss der Erhaltungssatz (8.224) gelten. Haben wir es
bei diesen Streuprozessen mit Phononen kleiner Wellenvektoren zu tun, de-
ren |k| in die Brillouin-Zone des reziproken Gitters (Periodizitétsvolumen)
hineinpassen, dann kann der Erhaltungssatz (8.224) mit Gpy; = 0 erfiillt
werden (Abb. 8.13). Ein Phonon, das sich in zwei neue aufspaltet, tibergibt
seinen Vorwiartswellenvektor an die beiden neuen Anregungen oder zwei kol-
lidierende Phononen iibertragen ihren Quasiimpuls an das neu entstehende
Phonon. Da Phononen gemif hw, (8.213) Energie transportieren, wird die
Gesamtenergie in diesen Fallen mit gleich bleibender Richtung weitertrans-
portiert.
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Normal-
Prozess
=
‘| Umklapp-
Prozess
—Kk=k4+x"+Gy K'+K"=—Kk—-Gy
Aufspaltung eines Kollision
Phonons in zwei zweier Phononen

Abb. 8.13. Graphendarstellung wichtiger Phonon-Steuprozesse durch die Wellen-
zahlvektoren k der Phononen (graue Pfeile) in der 1. Brillouin-Zone des reziproken
Raumes; G reziproker Gittervektor. Bei der Aufspaltung eines Phonons in zwei
neue (links) zerféllt das Phonon k durch die anharmonische Phononwechselwirkung
in die Phononen ' und k" (links). Bei der Kollision zweier Phononen (rechts) er-
zeugen diese im Streuprozess ein neues Phonon. Bei Normalprozessen (oben) passen
die Wellenvektoren in die 1. Brillouin-Zone hinein und der mit den Phononen ver-
bundene Transport, z. B. von Energie, wird bei der Streuung in seiner Richtung
nicht verdndert. Bei Umklapp-Prozessen weist der aus der Streuung resultierende
Wellenvektor iiber die Grenze der 1. Brillouin-Zone hinaus. Addition eines rezipro-
ken Gittervektors Gy fithrt zur rdumlichen Umkehrung des Phononentransports
in Bezug auf die anfingliche Transportrichtung

Anders verhélt es sich bei kiirzerwelligen Phononen, deren gréfsere Wel-
lenvektoren an die Grenze der Brillouin-Zone heranreichen. Zur Erfiillung
des Erhaltungssatzes (8.224) kann ein reziproker Wellenvektor Gpx; ins Spiel
kommen. Dies fithrt zu sogenannten Umklapp-Prozessen (im Gegensatz zu
Normal-Prozessen mit Gy, = 0), bei denen der aus der Streuung resul-
tierende Wellenvektor in entgegengesetzte Richtung zu dem oder denen der
einlaufenden Phononen weist (Abb. 8.13). Die Richtung des Energietranspor-
tes wird bei diesen Prozessen umgeklappt, daher der Name.

Wir wollen die physikalischen Implikationen dieser Phonon-Phonon-Wech-
selwirkung noch einmal kurz prézisieren. Da chemische Bindungspotentiale
im Festkorper nur ndherungsweise als harmonisch angenommen werden kon-
nen, existieren in einem realen Kristall oder Festkorper immer Phononstreu-
prozesse. Phononen, gedacht als Wellenpakete mit mittlerem Wellenzahlvek-
tor k haben also eine mittlere Lebensdauer 7 und mit ihrer Gruppenge-
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schwindigkeit v, = V,w(k) auch eine mittlere freie Weglinge v,7 = A,
zwischen zwei Stoflen. Wie fiir ein klassisches Boltzmann-Gas oder das Gas
der Photonen im elektromagnetischen Feld (Abschn. 5.6.3 und 8.2.1) kénnen
wir makroskopische thermodynamische Groéfen, wie mittlere Energiedichte
oder spezifische Wirme ausrechnen, denn die Phononen tragen ja die Teil-
chenenergie hw,, [13].

Besonders interessant ist die Teilchenbeschreibung fiir den Prozess der
Wairmeleitung durch Phononen. Warmeleitung tritt zwischen Bereichen
eines Festkorpers auf, die sich auf verschiedenen Temperaturen befinden. We-
gen der endlichen freien Weglénge von Phononen kénnen wir fiir solche Berei-
che eine lokale Temperatur definieren, wenn die Ausdehnung ihres Volumens
AV grof gegen die freie Wellenléinge \,; der Phononen ist (AV > A\3). Wegen
der beschriebenen Phononstéfse kann sich in solchen Bereichen AV ein lokales
thermisches Gleichgewicht einstellen, bei dem die Besetzung der Phononzu-
stande nach der Bose-Statistik (Abschn. 5.6.3) bei der lokalen Temperatur
T bestimmt ist. In benachbarten Volumina mit verschiedenen Temperaturen
Ty # T, sind die Phonon-Zustdnde dementsprechend verschieden besetzt.
Hohere Temperatur bewirkt die Besetzung hoherenergetischer Zustinde. Da-
mit wird ein Fluss von Phononen aus dem Bereich héherer Temperaturen in
den niedrigerer Temperatur bewirkt. Dieser Warmestrom von Phononen un-
terliegt natiirlich Streuprozessen der Phonon-Phonon-Wechselwirkung. Wir
sehen sofort, dass solche Streuprozesse im Falle von Normalprozessen mit
kleinen Phonon-Wellenvektoren wegen (8.224) bei Gpi; = 0 keinen Ener-
gieverlust erzeugen. Nur Umklapp-Prozesse fiihren zu einem Umlenken des
Energietransports und damit zu einem endlichen Wéarmewiderstand. Nur bei
hoheren Temperaturen, wo Phonon-Anregungszustdnde mit gréferen Wel-
lenvektoren k besetzt sind, treten Umklapp-Prozesse auf. Nur dort wird der
Wirmewiderstand durch Phononentransport bestimmt. Bei niedrigen Tem-
peraturen, typisch unterhalb von 10K, gibt es nur Normalprozesse, die ei-
ne unendlich hohe Warmeleitfdhigkeit bedingen wiirden. Hier treten andere
Streuprozesse in Erscheinung, die den Warmestrom begrenzen. Phononen als
wellenférmige Anregungen werden dhnlich wie Licht und Elektronenwellen
an Storstellen und Oberflichen gestreut. Diese Effekte bewirken den Warme-
widerstand bei tiefen Temperaturen (<10K).

In weitgehend defektfreien Kristallen finden wir die zunéchst etwas selt-
sam anmutende aber tatsédchlich beobachtete Erscheinung, dass die Wérme-
leitfdhigkeit von den dufleren Abmessungen sowie von der Beschaffenheit der
Oberflache abhingt. Denn in diesen Fillen scheiden Phononstreuung und
Streuung der Phononen an Storstellen als Begrenzung des Warmestroms aus.
Dieses dimensionsabhéngige Verhalten des Warmewiderstandes wird beson-
ders interessant, wenn wir es im Zusammenhang mit nanoskalierten kristalli-
nen Materialien betrachten. Systematische Untersuchungen sind bisher nicht
bekannt. Fiir eine tiefergehende formale Behandlung dieser Phénomene sei
auf Lehrbiicher der Festkorperphysik verwiesen [13].
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8.4.2 Elektron-Phonon-Wechselwirkung

Im Rahmen der adiabatischen Born-Oppenheimer-Naherung haben wir we-
gen der stark verschiedenen Massen von Elektronen und Atomkernen die Dy-
namik beider Teilsysteme getrennt behandelt, Elektronen im starren Gitter
der Atomkerne (Abschn. 8.3.3) und Gitterschwingungen im elektronischen
Potential der chemischen Bindungskréfte (Federkonstanten, Abschn. 8.4).
Wenn jedoch Gitterwellen, bzw. deren Quanten Phononen, im Kristall an-
geregt sind, dann sehen Elektronen nicht mehr das starr ideal periodische,
zeitlich konstante Potential der Atomkerne oder -riimpfe. Infolge der bei Git-
terwellen zeitlich und rdumlich periodischen Verschiebung w, (t) (8.196) der
Atome existiert eine Storung 6V (r,t) des ideal gitterperiodischen Potenti-
als Vg (r) (8.175, 8.176), die im Sinne der zeitabhéingigen Stérungsrechnung
(Abschn. 6.4.1) in den Feld-Hamilton-Operator der Elektronen (8.115) ein-
gesetzt werden muss. Der Gesamtzustand des Vielteilchensystems

@) =1 .. omj, ooy ) = g, ) | e, ) (8.225)

enthélt dann die Zusténde der Elektronen (8.137), gekennzeichnet durch ihre
fermionischen Besetzungszahlen n; = 0,1 (j = Wellenzahlvektor k und Spin-
quantenzahl s) und die der Phononen, wo der Index « an der bosonischen Be-
setzungszahl n, den 3D-Wellenvektor k und die Polarisation (Schwingungs-
richtung: transversal oder longitudinal) der Phononen enthélt.

Analog zu Abschn. 8.3.2, bzw. den Beziehungen (8.142, 8.143) ermitteln
wir den Feldoperator f[ep der Storung des Elektronenfeldes durch Phononen
aus dem Schrédingerschen Einteilchen-Erwartungswert der Potentialstérung
oV (r,t) zu

H,p, = / Brgt (v) 6V (r,8) 9 (r) . (8.226)

Hierbei sind 1&*‘ und 1& die Feldoperatoren des fermionischen Elektronenfel-
des (8.128), hervorgegangen aus den elektronischen Wellenfunktionen ), 1*.
0V (r,t) ist die Storung des effektiven, starren periodischen Kristallpotenti-
als Vogr (r) (8.175) durch die Anregung von Gitterwellen (Phononen). Pho-
nonen verursachen wellenartige Verschiebungen u,(r,,t) der Atome an den
Gitterpunkten r,. Die entsprechenden Feldoperatoren der Verschiebung kon-
nen durch Phonon-Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren (8.210a) ausge-
driickt werden. Wahrend u, (r,) nun urspriinglich nur an den Gitterpunkten
des Gitters, d. h. den Atomkernpositionen r, definiert ist, ist die Wirkung die-
ser lokalen Atombewegung kontinuierlich iiber den Raum verteilt und {iber-
all auf die Elektronen wirksam. Fiir das Stérpotential 6V (r) ist also eine
Beschreibung durch ein kontinuierliches Verschiebungsfeld u(r) angebracht.
Damit geht u,(r,) in u(r) iiber und die Stérung des periodischen elektroni-
schen Potentials Vg (r) (8.175) schreibt sich fiir kleine u als

OV =Veg[r +u(r)] — Veg = (VVeg) - u(r) . (8.227)
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Den Vektor

VVer(r) =D, (8.228)

der die durch Gitterdeformationen hervorgerufenen Anderungen des periodi-
schen Gitterpotentials beschreibt, nennt man Deformationspotential. Er
kann aus Anderungen der elektronischen Bandstruktur (Abschn. 8.3.3) bei
mechanischer Kristalldeformation ndherungsweise experimentell bestimmt
oder mit modernen theoretischen Methoden der Vielteilchen-Festkdrperphy-
sik [4] berechnet werden.

Das Verschiebungsfeld u(r) [£ u,(r,,t)] stellt sich analog zu (8.210a) in
Operatorschreibweise dar als:

- _ / h ik-r (4 ~+
I') = ; Wnne (C,Q + C_,i) (8229)

Hierbei ist n, ein Einheitsvektor, der die Schwingungsrichtung der Atome
bei Anregung des Phonons (k,w,) angibt.
Damit ergibt sich fiir den zu (8.227) gehorenden Stoéroperator:

5V = Z,/ an (D n,) 7 (¢ +¢1,) (8.230)

Die elektronischen Feldoperatoren ¢+ und ) entwickeln wir analog zu (8.128)
nach Einteilchenwellenfunktionen ¢, (r). Hierbei nehmen wir freie Elektronen-
wellen mit Wellenzahlvektoren k als verniinftige Eigenlosungen fiir ein freies
Elektronengas an, z. B. freie Elektronen mit effektiver Masse m* im Metall
oder Halbleiterelektronen im Leitungsband. Die Spin-Quantenzahl wird der
Einfachheit halber oder wegen Spinentartung nicht beriicksichtigt. Dann ist
die Darstellung des Vielelektronen-Feldoperators

b(r) =) ae™r . (8.231)
k
Mit (8.230) und (8.231) ergibt sich dann fiir den Stéroperator der Elektron-
Phonon-Wechselwirkung (8.226), wenn wir noch die Abkiirzung
D n, = Dy (8.232)
einfithren

ep — / d3 Z ZD / + efik'-rein-r (én + éi—n) dkeik-r
K

kk’

3 i(k—k'+k)r
=3 D Nwﬁ (b + & )/d reil )T (8.233)

kk'k
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Fiir grofe, makroskopische Volumina des Kristalls ergibt das Integral (o-
Funktion) in (8.233) wiederum nur einen endlichen Beitrag, falls gilt

k—-k +rk=0, (8.234a)
dh K =k+k. (8.234b)

Damit folgt
H,p, = Z Nw A, i (6 + 65, (8.235)

In der Summe iiber die Phonon-Erzeugeroperatoren ¢', #ndern wir den

Summationsindex von k in —x und erhalten fiir den Elektron-Phonon-
Wechselwirkungsoperator

/ o
ZD a:Jmakc,i + ZD Wa;{tnakc: .
K

(8.236)

Fiir Phononen sind die Erzeuger- und Vernichteroperatoren ¢ und ¢, aus
den Schwingungsamplituden A und Af(t) (8.196) bzw. den entsprechen-

den Operatoren (8.208) hervorgegangen. Sie haben also eine Zeitabhéngigkeit
(Heisenberg-Bild)

w (0) e71Wst (8.237a)
(t) = & (0) @<t . (8.237b)
Analoge Zeitabhéngigkeiten gelten auch fiir Photon-Erzeugungs- und Ver-

nichtungsoperatoren bgx, bgA™, hervorgegangen aus den Feldamplituden
Ag(t) o exp(—iwgat) (8.10) und fiir die Elektronoperatoren

0, (t) = a; (o) e7iest/n (8.238a)
al (t) = a; (o) e9*/M . (8.238b)

Damit hat der Elektron-Phonon-Wechselwirkungsoperator (8.236) die Zeit-
abhingigkeit

h a a % i% —ex—hwy
p = ; D,Q\/i m [alt-i-/-e (0) ax (O) Cr (O) e + (Extn—Ek )t

i (0) an (0) 6] (0) el (rmmmewcthon)t] (8.230)

K

Die Storung des Vielteilchen-Elektron-Phonon-Zustandes (8.225) durch das
Wechselwirkungspotential Hep, (8.239) ist also in der Zeit periodisch.
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Wir kénnen zur Berechnung der Ubergangsraten (Wahrscheinlichkeiten)
Fermis Goldene Regel (6.111) anwenden (Abschn. 6.4.1) Hierbei sind in der
Darstellung der Ubergangsraten Ry; von einem Anfangszustand |i) in einen
Endzustand |f) (6.111)

2 ~ . 2 es es
Rys = = |(f] Flep 1) o (B - B (8.240)

|i) und |f) Zusténde des Gesamtsystems Elektronen und Phononen des Typs
(8.225). Die d-Funktion (endlicher Wert nur fiir E¥® = EF*) ergibt sich,
wenn die Storung (8.239) fiir sehr groke Zeiten ¢ wirkt, grofs im Vergleich
zur reziproken Frequenz in den Exponentialfunktionen von (8.239). In diesem
Fall driickt die 6-Funktion den Energieerhaltungssatz wihrend der Ubergéinge
im Elektron-Phonon-System aus. Im vorliegenden Fall ergibt die §-Funktion
in (8.240) natiirlich nur einen endlichen Wert nach Integration, wenn die
Exponenten vor der Zeitkoordinate ¢ in (8.239) verschwinden. Damit gelten
neben den k, x-Erhaltungsregeln (8.234) auch die Energieerhaltungsregeln
fiir die Elektron-Phonon-Wechselwirkung

€k+rx = €k T hw (8.241&)
Ek—r — €k — hwn . (8.241b)

8.4.3 Absorption und Emission von Phononen

Betrachten wir jetzt die Stérungsmatrixelemente (f|Hepli) in (8.240), Fer-
mis Goldene Regel, etwas genauer. Wegen (8.236) und (8.239) gibt es zwei
Operatorkombinationen, die auf moégliche Anfangzustinde [i) = |...nk...,
Ny . . .) wirken, ndmlich

diﬂcdkén|...,nk,...,n,i,...>

X ooy (mk—1), oo, (Mka + 1), .o, (n —1),...) (8.242a)
und

af el | i gy

X ooy (ke + 1), oo, (ne—1), ..., (ne +1),...) . (8.242b)

Hierbei ergeben sich wegen des fermionischen Charakters der Elektronen
(nx = 0,1) in (8.242a) nur von Null verschiedene Werte, falls ny = 1 (besetz-
ter Zustand) und ny4, = 0 (leerer Zustand) im Anfangsvielteilchenzustand
gilt. Man beachte, dass die Matrixelemente in (8.240) nur von Null verschie-
den sind, wenn die Endzustédnde |f) identisch sind mit den resultierenden
Zusténden in (8.242).

Wir konnen die Operatorwirkung in (8.242a) deshalb interpretieren als
Vernichtung eines Elektrons im Zustand k und Erzeugung eines Elektrons im
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Zustand (k 4 k) bei gleichzeitiger Vernichtung eines Phonons im Zustand k.
Dies gilt eben nur dann, wenn der anfdngliche Einelektronenzustand k besetzt
war (nx = 1) und der resultierende Endzustand (k+ k) vorher unbesetzt war
(nk_‘_,i = 0).

Eine analoge Diskussion von (8.242b) fiihrt zu der Interpretation: Ein
Elektron im Zustand k (anfinglich besetzt) wird vernichtet und ein Elektron
dafiir in (k— k) (anfinglich unbesetzt) erzeugt. Wegen der Energie h?k?/2m*
freier Elektronen im Kristall besitzt das erzeugte Elektron (k — k) eine nied-
rigere Energie als das vorher im Anfangszustand k vorhandene; diese Energie
wird an das im Zustand x neu erzeugte Phonon iibertragen.

Hiermit haben wir uns noch einmal den Hintergrund der Energieerhal-
tungssitze (8.241) vor Augen gefiihrt. In (8.241a) geht ein Elektron vom
Zustand k in den Zustand k+ k iiber, es erhoht seine Energie um den Betrag
hwy, der durch Vernichtung eines Phonons der Energie fiw,, gewonnen wird.
Wir haben es also mit einem Prozess der Phonon-Absorption durch das
Elektronensystem zu tun.

Prozesse des Typs (8.241b) bzw. (8.242b) beinhalten den Ubergang eines
Elektrons von k nach (k— k), d. h. eine Verringerung der kinetischen Energie
des Elektrons. Diese Energie wird auf ein neues Phonon x iibertragen; wir
haben es mit einer Phonon-Emission durch das Vielelektronensystem zu
tun.

Wir fassen zusammen: Wegen der zeitabhingigen Storung f[ep (8.239)
sind die entkoppelten Elektron-Phonon-Vielteilchenzustdnde (8.225) nicht
mehr Eigenzustdnde des Gesamt-Hamilton-Operators der Felder. Es finden
Ubergiinge zwischen dem System der Elektronen und dem der Phononen
statt. Elektronen streuen an Phononen oder umgekehrt Phononen an Elek-
tronen. Hierbei kénnen Phononen vernichtet (Absorption) oder erzeugt, d. h.
emittiert werden (Emission). Dabei gelten Erhaltungssétze fiir die Energie
und den Wellenvektor vor und nach der Streuung, ndmlich fiir

Phonon-Absorption:

€k’ = €k4r = €k + hwy (8.243&)

K=k+k, (8.243b)
Phonon-Emission:

Ekx! = Ek—r — €k — ﬁw,.@ y (8.244&)

k=k—k. (8.244b)

Man beachte, dass (8.243a, 8.244b) sich bei Multiplikation mit & auch als
Quasi-Impulserhaltungssatze deuten lassen. Hierbei kommt dem Elektron ein
realer, mechanischer Impuls 7k, ik’ zu, wihrend das Phonon nur einen Quasi-
impuls Ak besitzt, der nur bis auf einen reziproken Gittervektor Gpx; be-
stimmt ist (siche Abschn. 8.4.1). Wie in Ubungsaufgabe 8.5 gezeigt wird, hat
ein Phonon einen verschwindenden mechanischen Impuls. Die Einzelimpulse
der schwingenden Gitteratome addieren sich zu Null.
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Die beschriebenen Prozesse lassen sich sehr anschaulich in Graphen
(Abb. 8.14) darstellen, wobei die Pfeile (durchgezogen: Elektron, wellenfor-
mig: Phonon) in Richtung und Linge den Wellenvektoren entsprechen und
iiblicherweise von rechts nach links in der zeitlichen Abfolge gelesen werden.

Elektron-Phononen-Streuprozesse der beschriebenen Art sind von {iber-
ragender Bedeutung fiir ein Verstdndnis des elektrischen Widerstands
von Festkorpern. In einem ideal periodischen Kristallgitter sind elektronische
Bloch-Wellen (8.184) stationdre Zusténde (Abschn. 8.3.4), solche Elektro-
nenwellen wiirden also nicht zu einer Begrenzung des Elektronentransports
in Metallen und Halbleitern fiihren. Ein elektrischer Widerstand kommt nur
dadurch zustande, dass Abweichungen von der Gitterperiodizitat als Storun-
gen der Schrodinger-Gleichung (8.174) Ubergéinge zwischen Bloch-Wellen,
d. h. Streuprozesse fiir Elektronen verursachen. Neben Kristalldefekten wie
Versetzungen, Fremdatomen, Dotieratomen oder Oberflichen sind Gitter-
schwingungen, d.h. Phononen, Stérungen der idealen Periodizitdt. Phono-
nen streuen Elektronen, wenn sie in Form von Bloch-Wellenpaketen in Folge
eines anliegenden elektrischen Feldes (Abschn. 8.3.4) Strom transportieren.
Phonon-Absorption und -Emission &ndert Richtung und Betrag der Elektro-
nenimpulse in Feldrichtung und verursacht damit elektrischen Widerstand

/
Phonon- B k*

Absorption \/‘/I/‘/‘/l/‘/l/\
a) K

K
Phonon- \/‘/I/‘/‘/‘/‘/IA < K
Emission N
b) k‘

virtuelle Phonon-

Emission K
A T
o) k k-x k

Abb. 8.14. Graphendarstellung verschiedener Elektron-Phonon-Streuprozesse;
k und Kk’ bezeichnen Elektronwellenvektoren, x den Wellenvektor eines Phonons
(Schlangenlinie). a Durch Phonon-Absorption wird ein Elektron von k nach k' ge-
streut. b Bei der Phonon-Emission wird ein Elektron unter Emission eines Phonons
& von k nach k’ gestreut. c Bei der virtuellen Phonon-Emission emittiert ein Elek-
tron bei seiner Bewegung durch das Kristallgitter ein Phonon k, das es nach einer
Zeit T, die der Energieunschérfe exm ~ h unterliegt, wieder absorbiert und dann
mit unverédndertem Wellenvektor k weiter propagiert
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bei Stromtransport. Phononstreuung ist insbesondere bei héheren Tempe-
raturen, um und unterhalb Raumtemperatur herum, von Bedeutung. Bei
niedrigen Temperaturen 7' < 100K sind wenig Phononen im Kristall ange-
regt und Streuung an Storstellen gewinnt die Oberhand bei der Begrenzung
des Stromtransports. Fiir weitere Details sei auf Biicher der Festkorperphy-
sik [4, 13] verwiesen.

Ein anderer interessanter Effekt besteht darin, dass Elektronen bei ihrer
Propagation durch das Kristallgitter Phononen emittieren und nach einer
Zeit T, die der Energieunschéirfe g7 ~ 7 (3.23) unterliegt, wieder absorbie-
ren kénnen (Abb. 8.14c). Das Elektron lduft nach dieser sog. Virtuellen
Phonon-Emission wieder mit seinem urspriinglichen Wellenvektor weiter.
Eine detaillierte quantenfeldtheoretische Behandlung dieses Effektes [4] zeigt,
dass das Elektron durch solche virtuellen Phonon-Emissions- und Absorp-
tionsprozesse seine Energie im Gitter geringfiigig erniedrigen kann, seine
effektive Masse (Abschn. 8.3.3) jedoch etwas zunimmt. Der Effekt ist an-
schaulich leicht zu begreifen. Permanente Emission und Absorption von Pho-
nonen wihrend der Propagation bedeutet, dass das Elektron aufgrund seiner
Coulomb-Wechselwirkung mit den positiven Ionen diese aus ihrer Ruhelage
verschiebt (Phononen) und sich so selbst ein tieferes Potentialfeld schafft.
Auf diese Weise wird seine Energie abgesenkt, aber es setzt durch die immer-
wéahrend anzuregenden und absorbierenden Phononen seiner Bewegung einen
starkeren Widerstand entgegen; es erhoht seine effektive Masse. Ein propa-
gierendes Elektron im Gitter trégt also eine Phononen-Wolke mit sich. Dieses
zusammengesetzte Teilchen, Elektron plus Phononen-Wolke heifst Polaron.
Die Polaronmasse ist geschwindigkeitsabhéngig, denn bei hoher Elektronen-
geschwindigkeit kann das Gitter der schweren Atomkerne der Elektronen-
bewegung nicht folgen und das Elektron bewegt sich mit seiner ,nackten‘
effektiven Masse m*.

8.4.4 Feldquanten vermitteln Kréfte zwischen Teilchen

Aus der im vorigen Abschnitt beschriebenen Phonon-Emission und -Absorp-
tion lernen wir ein grundlegendes Phdnomen der Quantenfeldtheorie, das
sowohl die Supraleitung im Festkorper erklart, wie auch die Teilchenwechsel-
wirkung und -umwandlung in der Elementarteilchenphysik (Abschn. 5.6.4):
Wechselwirkung zwischen Teilchen (Feldquanten) wird durch Austausch an-
derer Feldquanten bewirkt. Wenn wir die Graphen der Phonon-Absorption
und -Emission in Abb. 8.14 anschauen, dann kann das in Abb. 8.14b emit-
tierte Phonon (wellenférmiger Pfeil) von einem anderen Elektron absorbiert
werden (Abb. 8.14a) und dessen k-Vektor und Energie dndern. So gelangen
wir unmittelbar zum Graphen der Abb. 8.15a, wo ein Streuprozess dargestellt
ist, bei dem ein Elektron mit Wellenvektor k; unter Absorption des Phonons
mit Wellenvektor k in den gestreuten Zustand k’; iibergeht. Gleichzeitig wird
das k-Phonon von einem zweiten Elektron mit Wellenvektor ko emittiert und
streut dieses Elektron von ko in den Zustand k’s. Wir haben es mit einem
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durch ein Phonon vermittelten Streuprozess zwischen zwei Elektronen von
k; und ko nach k’; und k' zu tun (Abb. 8.15b).

Stellen wir die Energiebilanz fiir die beiden Elektronen in ihren End- und
Anfangszustédnden auf, so folgt mit (8.243) und (8.244)

€k, T ek, = €k —k T Ekytr = Eky — hwg + €k, + Awy, = €k, + ek, . (8.245)

Analog folgt aus der Graphenkonstruktion in Abb. 8.15a fiir die Wellenvek-
toren der Elektronen

ki=kKi+k , (8.246&)
ko + k= klg , (8246b)
d. h. k/l + k/2 = kl + kQ . (8246(3)

Damit l&sst sich der in Abb. 8.15 dargestellte Prozess unter ,, Verschweigen*
des Phononaustausches als ein Streuprozess oder eine Wechselwirkung zwi-
schen zwei Elektronen kq, ks — k'1,k’s darstellen. Energie und Impuls (Wel-
lenvektor) der Elektronen werden bei diesem Streuprozess erhalten, genau
das, was man fiir einen Streuprozess zweier Teilchen aneinander erwartet.
In der Tat lasst sich der Elektron-Phonon-Wechselwirkungsoperator
(8.239), der Phononabsorption und -emission enthélt, auf einen Operator
der Wechselwirkung nur zwischen Elektronen umschreiben, indem alle pho-
nonspezifischen Grofien in eine Wechselwirkungsamplitude Vi k .. integriert
werden [4]. Wenn wir den Graphen in Abb 8.15a betrachten und die An-
fangszustinde der beiden Elektronen k; und ks mit k und k’ bezeichnen,
sowie deren Endzusténde entsprechend dem Phononenaustausch (Wellenvek-
tor k) mit k + K bzw. k’ — Kk, so kann man die Wechselwirkung zwischen

k1
k' / Abb. 8.15a,b. Streu-
¢ * ung zweier Elektronen
K k; und k> aneinander,
~ die durch Phononen-
/ ) k, austausch (Wellen-
zahlvektor k) ver-
a) k' mittelt wird. a Gra-

phendarstellung des

Prozesses durch die
k‘2 k‘1 <:| k1 k2 Wellenvektoren der

beteiligten Teilchen.
b Schema des Uber-
gangs der Elektronen
von ki, ke nach ki, k5
durch Phononabsorp-
b) Phononemission tion und -emission

absorption
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je zwei Elektronen k und k’ durch Phononenaustausch wegen (8.246) in den
Wellenvektoren k, k’, k auch schreiben als

k—k+r, K-k -k. (8.247)

Damit kénnen wir den Wechselwirkungsoperator zwischen zwei Elektronen,
summiert {iber alle Elektronen und Phonen, auch ohne die ausfiihrliche Rech-
nung [4] erraten zu

v O e
Hee = — Z Vk,k/,,{ak+nakak,7nak/ . (8.248)
kk'k

Angewendet auf Vielteilchenzustédnde des Typs (8.137a) oder Zusténde des
Gesamtsystems Elektronen und Phononen (8.225) beschreibt (8.248) die pho-
nonvermittelte Streuung von Elektronen aneinander geméft Abb. 8.15a.

Wir haben das Kopplungsmatrixelement Vi x/ , mit einem negativen Vor-
zeichen versehen, weil die Wechselwirkung zwischen je zwei Elektronen an-
ziehend ist. Schon bei der Diskussion des Polarons (Abschn. 8.4.3) stellte sich
heraus, dass ein Elektron sich mit einer Phononenwolke umgibt und sich so
ein tieferes Potentialfeld schafft. Diese Potentialerniedrigung fiihrt im vorlie-
genden Fall zur anziehenden Wirkung auf ein zweites Elektron, deshalb das
negative Vorzeichen in (8.248). Anders ausgedriickt, ein Elektron deformiert
bei seiner Propagation das Gitter geringfiigig, indem es die benachbarten
positiven Atomkerne etwas anzieht (Phonon-Wolke). Diese lokal erhhte po-
sitive Ladung zieht ein zweites Elektron an. Hier wird zur Analogie immer
das Kugel /Matratzen-Gleichnis herangezogen: Zwei Kugeln, die auf einer Ma-
tratze rollen, konnen ihre Energie erniedrigen, indem die eine Kugel in die
von der anderen hervorgerufene Vertiefung rollt. Die Kugeln bewegen sich
aufeinander zu.

Wir koénnen noch einige interessante Aussagen iiber (8.248) gewinnen:
Elektronenstofte konnen nur Elektronen aus besetzte in unbesetzte Zustande
transferieren. Bei Metallen trennt das Fermi-Niveau Er (Kugelflache fiir freie
Elektronen) besetzte von unbesetzten Zustdnden (Abschn. 8.3.4, Abb. 8.9).
Wiéhrend typische Fermi-Energien EF bei etwa 5 €V liegen [13], erreichen ma-
ximale Phononenenergien iw'®* im Festkorper gerade einmal 50 bis 100 meV.
Damit beschriankt sich die phononenvermittelte Wechselwirkung zwischen
Elektronen auf eine schmale Schale der Dicke 2Aw,®* von etwa 100 meV
um die Fermikugel im reziproken Raum der Elektronen-Wellenvektoren k
(Abb. 8.16).

Beim ersten Anschein ist es verwunderlich, dass die schwache anziehen-
de, phononenvermittelte Elektronenwechselwirkung in Kristallen gegeniiber
der starken Coulomb-Abstofiung der Elektronen eine Rolle spielen kénnte.
Dies wird jedoch klar, wenn wir uns die verschiedene Reichweite der Wech-
selwirkungen vor Augen halten. Elektronen an der Fermi-Oberfliche Er (k)
— nur diese konnen wegen energetisch benachbarter leerer Zustdnde Strom
transportieren — haben Geschwindigkeiten vgp von ungefihr 10%cm/s [13].
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Demgegeniiber ist die Dynamik des Gitters der schweren Kerne langsam.
Die maximale Deformation durch Phonon-Emission und -Absorption wird in
einer Entfernung von typisch 27vp/w™* hinter dem propagierenden Elek-
tron erreicht. Dort aber ist das Potentialminimum fiir das zweite angezogene
Elektron. Man rechnet diesen Abstand zu gréfsenordnungsmaéfig 100 nm aus.
Dies ist die typische Reichweite der phononvermittelten Elektron-Elektron-
Wechselwirkung. Uber solch groke Abstinde ist die Coulomb-Abstofung der
Elektronen wegen der in Metallen hohen Elektronenkonzentration
(~10?2cm™3) jedoch weitgehend abgeschirmt [13]. Die phononvermittelte
Elektron-Elektron-Wechselwirkung (8.248) ist also in der Tat wirksam. Sie
ist die Ursache fiir das Phidnomen der Supraleitung, bei dem vermoége
(8.248) jeweils zwei Elektronen mit entgegengesetztem Spin sich zu soge-
nannten Cooper-Paaren vereinigen und sich dann bosonenartig ohne elek-
trischen Widerstand, d. h. ohne Streuung an Storstellen oder Phononen durch
den Kristall bewegen [4, 13].

Die durch (8.248) beschriebene Elektron-Elektron-Wechselwirkung durch
Phonenaustausch kann dariiber hinaus als Paradigma fiir jedwede Teilchen-
wechselwirkung bis in den relativistischen Bereich der Elementarteilchen (Ab-
schn. 5.6.4) gelten. In den relativistischen Quantenfeldteorien der Elementar-
teilchen wird die Wechselwirkung zwischen zwei Teilchen (Abb. 5.17), z. B.
zwischen den Nukleonen Neutron (n) und Proton (p), durch Austausch von
bosonischen Feldquanten eines weiteren quantisierten Feldes erzeugt. Im Sin-
ne der Quantenfeldtheorie gibt es also keine Fernwirkung zwischen Teilchen,
so wie noch beim Newtonschen Gravitationsfeld oder bei der Coulomb-Kraft
in der klassischen Elektrodynamik. Im letzteren Fall wird die Coulomb-Kraft
zwischen zwei Ladungen durch den Austausch von Photonen erklért. Elek-
tronen verhalten sich im Vakuum so wie Elektronen des Festkorpers in einem

Abb. 8.16a,b. Schemati-

sche Darstellung des Berei-

ches im reziproken Raum
EF der Elektronenwellenvek-
toren kg, ky (Schnitt senk-
recht zu k.), in dem bei
einem quasifreien Elektro-
nengas die Elektron-Phonon-
k,  Wechselwirkung wirksam ist.
Nur in einer Energieschale
der Dicke 2hwy max (Wk,max
maximale Phononfrequenz)
um die Fermi-Kugel Er her-
um kénnen Phononen Elek-
tronen Energie entziehen
oder zufiigen

2 ha)/c, max
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Phononfeld. Analog zu Phononen umgeben sie sich mit einer Photonenwol-
ke durch bestandige Wechselwirkung mit dem quantisierten elektromagneti-
schen Feld, das ja auch im Vakuum wegen der Energie des Vakuumzustandes
(8.28) vorhanden ist. Wie wir es schon in Abschn. 8.2. fiir Atome im Lichtfeld
kennen gelernt haben, sind Elektronen im Vakuum nicht ,,nackt*, sondern,
wenn wir es sehr genau nehmen im Rahmen der Quantenfeldtheorie, , be-
kleidet“ mit einer Photonenwolke. Sie konnen, dhnlich wie Elektronen im
Phononenfeld, Photonen emittieren und absorbieren.

Feynman [15] hat die Teilchenwechselwirkung durch Austausch von Feld-
quanten sehr einfach am HJ -Molekiil (Abschn. 6.2.3) veranschaulicht. In der
modellméafigen Beschreibung dieses einfachsten Molekiils ergibt sich die Bin-
dung der beiden Protonen (H-Kerne) durch das delokalisierte Elektron dazwi-
schen. Wie in Abschn. 6.2.3 dargestellt, kann man sich dieses Elektron als hin-
und hertunnelnd zwischen den beiden Protonen vorstellen. Hierbei entspricht
die doppelte Tunnelamplitude 2|t r| (6.58¢) der Energiedifferenz zwischen
bindendem und antibindendem Zustand des Hj-Molekiils. Der Austausch
des Elektrons zwischen den beiden Protonen verursacht also eine Proton-
Proton-Wechselwirkung mit einer Energieabsenkung, d.h. Bindungsenergie
B des Gesamtsystems von etwa |tpr|. Nimmt man jetzt Feynman folgend,
fiir die Propagation des hin- und hertunnelnden Elektrons ndherungsweise
die Amplitude eines freien Teilchens (Abschitzung fiir |t r|) an, das sich im
freien Raum geméif einer Kugelwelle 7! [exp(ipr /h)] fortbewegt, so kann man
die Bindungsenergie der beiden Protonen im Abstand R abschétzen durch

1 .
B x EemR/ m (8.249)

Nehmen wir im Hinblick auf relativistische Verhéltnisse, wie sie in der Ele-
mentarteilchenphysik gegeben sind, zur Berechnung des Impulses p der die
Wechselwirkung vermittelnden Teilchen (Masse 1) die relativistische Impuls-
Energie-Beziehung (2.2)

e? = p?c? + PPt (8.250)

so folgt unter Vernachliissigung von E(=~ o), jedenfalls im Vergleich zu juc?,
der Ruheenergie der tunnelnden Teilchen, flir den Impuls p eine imaginére
Grofe

P iuc. (8.251)

Gehen wir damit in die Beziehung (8.249), so ergibt sich fiir die Bindungs-
energie, die durch den Austausch des p-Teilchens verursacht wird:

B }%e—WC/h)R : (8.252)

Die Grofe pc/h ist ein Abklingfaktor, der die Reichweite der Wechselwir-
kung bestimmt. Fiir R > (uc/h)~! verspiiren die beiden Teilchen iiber
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den Austausch des p-Teilchens keine Wechselwirkung mehr. Je grofer die
Masse p der Austauschteilchen ist, desto kurzreichweitiger ist die durch das
p-Teilchen vermittelte Wechselwirkung. Das Potential B(R) (8.252) heifst
Yukawa-Potential [16], weil Yukawa 1935 mit ihm die Wechselwirkung
zwischen Nukleonen (Proton, Neutron) im Atomkern durch den Austausch
von m-Mesonen (Abschn. 5.6.4) erkldrte. Mann kann seine Argumente leicht
nachvollziehen, wenn man aus Tabelle 5.2 die Masse der m-Mesonen (ji,c?)
zu etwa 0,14 GeV abschétzt. Damit ergibt sich gréfenordnungsméfig der Ab-
klingfaktor (urc/h) in (8.252) zu 103 ecm~!. Der inverse Wert entspricht aber
gerade der Ausdehnung von Atomkernen, d. h. der Reichweite der Kernkréfte
der starken Wechselwirkung, die die Nukleonen im Atomkern zusammenhélt
(Abschn. 5.6.4).

Etwas vereinfacht kénnen wir aus dem Wechselwirkungspotential (8.252)
zwischen zwei Teilchen auch den Schluss ziehen, dass bei masselosen Quanten,
die die Wechselwirkung vermitteln (p = 0), das abstandsabhéngige Potential
B(R) zwischen den Teilchen sich wie 1/R verhélt. Dies ist aber gerade der
Fall fiir masselose Photonen, durch deren Austausch zwischen Elektronen
oder Protonen das R~! Coulomb-Potential der klassischen Elektrodynamik
zwanglos erklart werden kann.

Die Theorie der quantisierten Felder, die Quantenfeldtheorie, hat somit
unser Verstdndnis von der Wechselwirkung zwischen Teilchen (Feldanregun-
gen), verglichen mit der klassischen Physik, auf vollig neue Grundlagen zu-
riickgefithrt. Jede Wechselwirkung zwischen Teilchen beruht auf dem Aus-
tausch von Teilchen eines weiteren Feldes. Fernwirkung wie in der klassischen
Physik (Newtonsche Gravitation) wird iiber Nahwirkung durch Teilchenaus-
tausch erkldart. Damit kann eine solche Wechselwirkung sich auch niemals
schneller als mit Lichtgeschwindigkeit fortpflanzen.

Es ist weiterhin tiberraschend und ,,wunderbar®“, dass sich die Phdnomene
von Elektronen im Festkorper mit den gleichen Konzepten der Quantenfeld-
theorie erkldaren lassen, die auch fiir Elementarteilchen gelten, bei Energien,
die kosmischen Dimensionen beim Urknall entsprechen.
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A Grenzflachen und Heterostrukturen

In der Kklassischen Festkdrperphysik werden im allgemeinen Festkorper-
volumina mit mehr als 10?2 Atomen per cm?® betrachtet, bei denen Ober-
flicheneffekte, basierend auf 10'® Atomen pro cm?, vernachlissigt werden.
Oberflacheneffekte miissen jedoch sicherlich berticksichtigt werden, wenn sie
in Nanostrukturen mit Dimensionen von mehreren 10nm wesentliche Ei-
genschaften, vor allem die elektronische Struktur bestimmen. Man beachte,
dass eine GaAs-Nanosdule mit den Dimensionen 50 nm x 50 nm x 90 nm et-
wa 0,3 - 10° Oberfliichenatome hat gegeniiber etwa 11 - 10 Volumatomen.
Ahnliches gilt fiir Halbleiterheterostrukturen, in denen mafgebliche elektro-
nische Eigenschaften durch die Grenzflichen zwischen verschiedenen Halb-
leiterschichten mit Dicken im Nanometerbereich bedingt sind.

Beginnen wir mit einer einfachen Grenzfliche, der 2D-Oberfliche eines
sonst ausgedehnten Festkorpers. An einer solchen Oberfliche sind die che-
mischen Bindungen gebrochen, ein Oberflaichenatom hat weniger Nachbarn
als eines im Volumen. Die elektronische Struktur in der Ndhe der Oberfla-
che oder auch am Ubergang zwischen zwei verschiedenen Halbleitern in ei-
ner Heterostruktur ist geindert gegeniiber der im Volumen (Abschn. 8.3.4).
Oberflachen- und Grenzflichenatome nehmen iiberlicherweise andere Gleich-
gewichtspositionen an, verglichen mit Atomen im Inneren. Auch die 2D-
Oberflachenperiodizitdt kann verschieden von der im Volumen sein. Soge-
nannte Rekonstruktionen mit 2D-Uberstrukturen treten an Oberfliichen auf.
Solche Rekonstruktionen werden iiberlicherweise mit Notationen wie (2 x 1)
oder (7 x 7) beschrieben, bei denen die Zahlen in den Klammern das Verhélt-
nis der primitiven Translationsvektoren der 2D-Uberstruktur zu denen der
Volumen-Elementarzelle angeben.

Die andersartige atomare Oberflichenstruktur verursacht natiirlich neu-
artige sogenannte elektronische Oberflichenzusténde oder auch Grenzfla-
chenzustinde, verglichen mit denen, die in der elektronischen Volumen-
Bandstruktur (Abschn. 8.3.4) auftreten. Ihre Wellenfunktionen sind nahe der
Oberflache oder der Grenzflache iiber Raumbereiche von Nanometern lokali-
siert. Die Wellenamplitude klingt iiber diesen Nanometerbereich ins Vakuum
und/oder das Volumen des Festkorpers hinein exponentiell ab (Abb. A.la).
Die Verteilung dieser Einelektronen-Oberflichenzustinde auf der Energie-
achse ist verschieden von der im Volumen [Bandstruktur E(k)]. Fiir eine



450 A Grenzflachen und Heterostrukturen

Oberflache ist dies leicht einzusehen. Wegen der geringen Zahl von Nachbarn
haben die Wellenfunktionen von Oberflichenatomen weniger Uberlapp zu be-
nachbarten Wellenfunktionen. Die Aufspaltung und Verschiebung atomarer
Niveaus von Oberflichenatomen durch Wechselwirkung mit den Nachbarn
ist somit geringer als fiir Volumenatome (Abschn. 6.2.3). Wichtige Energie-
niveaus, wie die aus denen z. B. Leitungsband und Valenzband hervorgehen,
sind deshalb fiir Oberflachenatome energetisch néher bei denen der freien
Atome (Abb. A.1b).

Jeder Atomorbital, der an der chemischen Bindung mitwirkt und somit
im Kristall eines der elektronischen Bénder verursacht, liefert dabei auch
ein Oberflaichenzustandsniveau E ;. Oberflichenzustdnde, die so von der Vo-
lumenbandstruktur abgeleitet sind, sogenannte intrinsische Oberflichen-
zustinde (im Gegensatz zu extrinsischen, hergeleitet von Oberflichende-
fekten oder Adsorbatatomen) haben 2D-Translationssymmetrie entlang der
Oberflache eines idealen Kristalls. Thre Wellenfunktionen 1,, haben deshalb
Bloch-Wellen-Charakter fiir Ortskoordinaten r) und Wellenvektoren k| par-
allel zur Oberflache (Abschn. 8.3.4)

bss (v, 2) = i (v, 2) exp (i) 1)) (A1)

wahrend ihre Amplitude exponentiell ins Vakuum und in den Kristall hin-
ein abfillt. Die Energieeigenwerte intrinsischer Oberflichenzustédnde sind al-
so auf einem 2D-periodischen Oberflichengitter, bzw. dem zugehorigen rezi-
proken 2D-Gitter (kj) definiert und formen analog zum 1D- und 3D-Fall
(Abschn. 8.3.4) eine 2D-Bandstruktur E(k;) mit Dispersion entlang der
k|-Richtungen des reziproken Gitters (Abb. 8.7). Dies bedingt in einer Auf-
tragung der Oberflaichenzustandsdichte Ngs iiber der Energie E breitere
Oberflichenzustandsbénder (Abb. A.lc). Da Oberflichenzustinde von Zu-
stdnden des Volumens, d. h. hier speziell vom Leitungs- und Valenzband eines
Halbleiters abgeleitet sind, haben sie — abhéngig von ihrer Herkunft — ver-
schiedenen Umladungscharakter. Zustdnde, die vom Leitungsband herriih-
ren und meist nahe an der unteren Leitungsbandkante liegen (Abb. A.lc),
sind wie Leitungsbandzustinde negative geladen, wenn sie mit einem Elek-
tron besetzt sind und neutral im unbesetzten Fall. Analog zum Volumenfall,
wo diese Zustdnde jedoch knapp oberhalb des Valenzbandes liegen, heiffen
sie deshalb Akzeptor-Oberflichenzustéinde. Zustinde, die vom Valenzband
abgeleitet sind, haben Donatorcharakter, sie sind neutral im besetzten Zu-
stand und positiv geladen, wenn sie leer sind. Es existiert deshalb im Band
der Oberflachenzustéinde ein Neutralitdtsniveau Ex (Abb. A.lc). Wenn das
Fermi-Niveau Er diese Energie En kreuzt, sind die Oberflichenzustdnde in
ihrer Gesamtheit neutral, sie tragen keine elektrische Ladung. Liegt Er et-
was oberhalb von Ey, dann tragen die Oberflachenzustédnde negative Ladung.
Bei Er < Ex sind die Oberflachenzusténde positiv aufgeladen. Um neutrale
Verhiiltnisse im gesamten Oberflichenbereich eines Halbleiters zu gewéahrleis-
ten (Energieminimum), muss eine etwaige Ladung in Oberflichenzustianden
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Abb. A.la—d. Elektronische Oberflaichenzustédnde an einer Halbleiteroberflache.
a Wellenfunktion Reigss eines Oberflichenzustandes lokalisiert an der Oberfla-
che bei z = 0 (qualitativ) b Aufspaltung zweier atomarer Niveaus A und B in
Volumen-Valenzband und -Leitungsband durch kovalente Wechselwirkung der Ato-
me im Kristall. Die akzeptor- und donatorartigen Niveaus der Oberflachenzusténde
spalten von den Volumenbéandern ab wegen schwécherer Wechselwirkung zu weniger
Nachbaratomen als im Volumen. ¢ Wegen der 2D-Translationssymmetrie der Ober-
fliche zeigen die Oberflichenzustéinde Dispersion entlang k| und formen breitere
Bénder in der Oberflichenzustandsdichte Ngss. Enx Neutralitdtsniveau der Oberfla-
chenzustdnde. d Wegen Ladungsneutralitdt an der Oberfliache schneidet das Fermi-
Niveau Er die Oberflachenzustandsdichte Ngs nahe bei En. Dies fithrt zu einer
Bandverbiegung im n-dotierten Halbleiter (Verarmungsrandschicht mit positiver
Raumladung)

durch Ladung in der darunter liegenden Raumladungszone des Halbleiters
kompensiert werden. Die Lage von Er im Inneren des Halbleiters wird durch
die Volumendotierung festgelegt. Bei einem n-dotierten Halbleiter liegt Ep
deshalb knapp unter der Leitungsbandkante (Abb. A.1d). Fiir einen solchen
n-dotierten Halbleiter verbiegen sich deshalb die elektronischen Bander nahe
der Oberflache nach oben, um eine méglichst geringe Aufladung der Oberflé-
chenzusténde zu ermdéglichen (Er nahe Ey).
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Die Volumendonatoren in der sogenannten Verarmungsrandschicht wer-
den ionisiert unter Zuriicklassung positiver Donatorenriimpfe. Der Betrag der
Bandaufbiegung ist durch die Bedingung gegeben, dass die positive Ladung
Qsc in der Raumladungs(Verarmungs)zone durch die negative Ladung Qs
in den Oberflichenzustdnden kompensiert wird. Erp muss deshalb ein we-
nig oberhalb des Neutralitdtsniveaus Ey liegen. Fiir iibliche Oberflichenzu-
standsdichten Ny, in der GroRenordnung von 1015 cm =2 (eV) 1 ist die Abwei-
chung (Ex — Er) winzig, in der Gréfenordnung von 1072 bis 1073 eV. Das
Fermi-Niveau FEr ist also an der Oberfliche festgehalten, ,,gepinnt, in der
Nihe des Niveaus Fn. Es dndert seine energetische Lage nur unwesentlich
bei Anderung der Volumendotierung oder der Temperatur. Die ,Pinning“
Position (Er — EN)s an der Oberfliche ist charakteristisch fiir die spezielle
Oberflache, sie heifit Oberflachenpotential.

Die hier fiir die Vakuum/Festkorperoberfliche entwickelten Vorstellun-
gen konnen leicht auf die ideale Metall/Halbleiter-Grenzflache (Schottky-
Barriere, Abschn. 6.1.1) und Halbleiterheterostrukturen {ibertragen werden,
bei denen zwei oder mehrere verschiedene Halbleiterschichten wie AlAs/GaAs
oder InGaAs/InP epitaktisch aufeinander abgeschieden werden.

Bei einem idealen Metall/Halbleiter-Ubergang tunneln die delokalisierten
Bloch-Wellen des Metalls (Potentialtopf mit Elektronen bis Er aufgefiillt)
in den Halbleiter hinein, wenn ihre Energiezustinde gerade in das verbote-
ne Band (Abschn. 8.3.4) des Halbleiters fallen (Abb. A.2a). Da im verbo-
tenen Band keine elektronischen Zusténde des Halbleiters existieren, miis-
sen diese exponentiellen ,Bloch-Schwéinze* im Halbleiter durch eine Super-
position von Valenz- und Leitungsbandwellenfunktionen, eine Fourier-Reihe,
dargestellt werden. Ahnlich wie bei Oberflichenzustéinden haben diese soge-
nannten Metall-induzierten Grenzflachenzustinde (MIGS = metall induced
gap states) Donator- und Akzeptorcharakter und ihre Ausdehnung ist be-
grenzt auf die direkte Umgebung des Ubergangs. Weiterhin existiert wie-
derum ein Neutralitdtsniveau Fy, das die donatorartigen MIGS von den
akteptorartigen (obere Hélfte des verbotenen Bandes) trennt (Abb. A.2b).
Da FEy iblicherweise nahe der Mitte des verbotenen Bandes des Halbleiters
liegt (dhnliche Beteiligung von Valenz- und Leitungsband zu den MIGS), ist
dort das Fermi-Niveau Ef ,,gepinnt“. Sowohl beim n- wie beim p-dotierten
Halbleiter resultieren daraus Bandverbiegungen im Halbleiter. Fiir einen
n-dotierten Halbleiter ist die entstehende Verarmungsrandschicht mit der
Schottky-Barriere eggp in Abb. A.2¢ dargestellt (siehe auch Abb. 6.1). Im
Idealfall ist die Hohe der Schottky-Barriere wiederum eindeutig einem spezi-
ellen Metall /Halbleiteriibergang zugeordnet.

Ahnliche Regeln wie fiir die freie Oberfliiche und die Schottky-Barriere
regeln auch die relative Einstellung der Bénderschemata zweier Halbleiter-
schichten in einer Heterostruktur zueinander. Wenn zwei Halbleiter mit ver-
schiedener Bandliicke epitaktisch aufeinander abgeschieden werden, existieren
zwei energetische Bereiche AF;, und AFEy [Leitungsband- bzw. Valenzband-
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Abb. A.2a—c. Metall-induzierte Grenzflachenzustdnde (MIGS metal induced ga-
pe states) an einer Halbleiteroberfliche. a Ursache der MIGS: Blochzustinde der
freien Elektronen im Metall klingen bei Energien des verbotenen Bandes in den
Halbleiter hinein ab. Diese ,,Bloch-Schwénze” miissen durch eine Superposition von
Valenz- und Leitungsbandzustédnden dargestellt werden. Eyv und Er, Valenzband-
und Leitungsbandkanten. b Im einfachen Modell einer eindimensionalen (1D) Ket-
te von Atomen (Reale Bandstruktur Ev(k) und Er(k) von Valenz- und Lei-
tungsband, E, verbotenes Band) fiillen die exponentiell abklingenden Oberflichen
(Grenzflachen)-Zustande (Abb. A.1la) mit imagindrem Wellenvektor k = iq das ver-
botene Band. Ex Neutralitdtsniveau, Ngs Grenzflichenzustandsdichte der MIGS.
c Beim Metall/Halbleiter-Schottky-Kontakt muss das Fermi-Niveau Er die Zu-
standsdichte der MIGS nahe bei Ex kreuzen. Damit bildet sich analog zu Abb.
A1ld eine Verarmungsrandschicht mit Schottky-Barriere e®sp aus

Diskontinuitét (offset), Abb. A.3b], wo das Kontinuum der Leitungsband-
bzw. Valenzbandzustdnde des eines Halbleiters (mit kleinerer Liicke, z.B.
GaAs) an das verbotenen Band des Halbleiters mit groferer Liicke (z. B.
AlAs) angrenzt. Wie beim Schottky-Kontakt (Abb. A.2a) tunneln die Bloch-
zustande des Halbleiters mit kleinerer Liicke in das verbotene Band des
Halbleiters mit groferer Liicke, und dies sowohl fiir leere Leitungsband- als
auch fiir besetzte Valenzbandzusténde. Gleichartige Argumente wie beim
Schottky-Kontakt fithren zu dem Schluss, dass die Neutralitdtsniveaus Ey
beider Halbleiter sich an der Grenzflache anpassen miissen, damit die Grenz-
flache neutral bleibt. Kleinere Unterschiede zwischen den Neutralitatsni-
veaus beider Halbleiter riihren von Ladungstransfers zwischen den Grenz-
flichenatomen auf beiden Seiten der Grenzfliche her. Diese Regel des
Aufeinanderfallens der Neutralitdtsniveaus bestimmt die Banddiskontinuité-
ten AE7, und AEv als charakteristische Grofen fiir einen speziellen Halbleiter-
Heterotibergang.

Die Lage des Fermi-Niveaus Er ist im Volumen beider Halbleiter durch die
Dotierung festgelegt. Weiterhin muss Er im thermischen Gleichgewicht auf
beiden Seiten des Ubergangs den gleichen Wert haben. Um beide Bedingun-
gen, spezifisch festgelegte Banddiskontinuitdten AFEr,, AEy bei gleichzeitig
vorgegebener Lage von Er durch die Volumendotierungen, zu erfiillen, miis-
sen sich auf beiden Seiten des Halbleiteriibergangs Bandverbiegungen mit
speziellen Raumladungszonen einstellen. Ein fiir die Quantenelektronik be-
sonders wichtiger Fall, n-dotierter Halbleiter mit grofier Liicke angrenzend an
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Abb. A.3a—c. Ausbildung einer Halbleiter-Heterostruktur mit einem 2-di-
mensionalen Elektronengas (2DEG) an der Grenzfliache. a Die Bandstrukturen der
beiden Halbleiter I (schwach n-dotiert oder intrinsisch) und II (stark n-dotiert),
rdumlich getrennt. b Die beiden Halbleiter im Kontakt, jedoch nicht im thermi-
schen Gleichgewicht; die beiden Fermi-Niveaus Er sind verschieden (nur gedank-
lich moglich). Die Band-Diskontinuitidten (Offsets) AEv und AEp sind dadurch
bestimmt, dass die Neutralitdtsniveaus der Grenzflachenzusténde in A Ev und AFry,
ibereinstimmen. ¢ Beide Halbleiter im Kontakt und im thermischen Gleichgewicht
(reale Situation); ideale Grenzfliche ohne Grenzflichenzusténde im gemeinsamen
verbotenen Band. Die Bandverbiegungen in beiden Halbleitern sind durch die Volu-
mendotierungen und die grenzflichenspezifischen Band-Diskontinuitdten AFy und
AFEy, festgelegt. Im gezeichneten Fall bildet sich an der Grenzflache im Halbleiter
mit niedriger Bandliicke ein 2DEG aus

einen fast intrinsischen (nicht dotiert) Halbleiter mit niedriger Bandliicke ist
in Abb. A.3c dargestellt.

Wegen des nach oben gebogenen Leitungsbandes im n-dotierten Halblei-
ter mit groRer Bandliicke (z.B. AlAs) werden in der Nihe des Ubergangs
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die Volumendonatoren ionisiert; sie geben ihr Elektron in den dreieckigen
Potentialtopf im Halbleiter mit kleiner Bandliicke (z. B. GaAs) ab, der aus
der Abwiértsbiegung des Leitungsbandes dort resultiert. Diese Leitungsband-
elektronen sind in einem Potentialtopf der Dicke 1 bis 2 nm eingesperrt, sie
bilden ein 2D-Elektronengas (2 DEG) mit freier Beweglichkeit parallel zur
Grenzflache. Thre Energieeigenwerte stellen sich also dar durch

thﬁ
A2
2m|’“ ’ ( )

Ej=€j+

wo ¢ die Eigenwerte der Quantisierung senkrecht zur Grenzflache im dreiecki-
gen Potentialtopf sind. k| ist ein Wellenvektor parallel zur Grenzfliache (freie
Bewegung der Elektronen) und m*‘ die entsprechende elektronische effektive
Masse. Der Halbleiter mit kleiner Energieliicke, in dem sich die Elektronen
des 2 DEG bewegen, ist nicht vorsétzlich dotiert. Die Storstellen, von denen
die Elektronen stammen, befinden sich rdumlich vom 2DEG getrennt, im
benachbarten Halbleiter. Storstellenstreuung (Abschn. 6.6.3) der Elektronen,
sogar bei hohen Dotierungskonzentrationen, ist stark unterdriickt. Bei nied-
rigen Temperaturen erreichen diese quasifreien Leitungselektronen im 2 DEG
Beweglichkeiten 1, die um Grofenordnungen iiber denen von Elektronen im
Volumen dotierter Halbleiter liegen, z. B. bis zu 107 cm? /Vs in AlGaAs/GaAs-
Heterostrukturen.

Die hier beschriebenen Heterostrukturen mit hochbeweglichen 2 DEGs
sind die wichtigsten Bauteile fiir Strukturen, insbesondere Nanostruktu-
ren, die zur Erforschung von Quanteneffekten im Festkorper dienen. Au-
Rerdem sind solche Heterostrukturen, insbesondere in den Materialsystemen
AlGaAs/GaAs, InGaAs/InP, AlGaN/GaN die Basis fiir die Herstellung des
schnellsten Feldeffekt-Transistors (FET), des HEMT (high electron mobili-
ty transistor), der aus der modernen Hochstfrequenz-Elektronik nicht mehr
wegzudenken ist. Heterostrukturen mit einem hochbeweglichen 2 DEG wie in
Abb. A.3c werden deshalb haufig als HEMT-Strukturen bezeichnet.
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Die Moglichkeit, Nanostrukturen mit typischen Dimensionen zwischen 10 nm
und einigen 100nm herzustellen, hat die Voraussetzungen fiir viele Expe-
rimente zur Quantenphysik und fiir quantenelektronische Bauelemente ge-
schaffen. Zwei wichtige experimentelle Grundlagen fiir die Préparation von
Nanostrukturen sind die Epitaxie, d. h. das kristalline (manchmal auch nicht-
kristalline Deposition) Aufwachsen verschiedener Materialien mit Schicht-
dicken bis hinab von einigen Nanometern aufeinander und lithographische
Methoden zur lateralen Strukturierung dieser Schichten auf der Nanometer-
skala. Wir beschréanken uns im vorliegenden Zusammenhang auf Halbleiter-
Materialsysteme, weil diese fiir die Quantenelektronik die wichtigste Material-
klasse darstellen.

Die wichtigsten Epitaxiemethoden fiir Halbleiterheterostrukturen sind
die Molekularstrahlepitaxie (Molecular Beam Epitaxie, MBE) und die
metallorganische Gasphasenepitaxie (Metal Organic Vapour Phase
Epitaxie, MOVPE).

Bei der MBE handelt es sich im Prinzip um das Verdampfen der Aus-
gangsmaterialien, z. B. As, Al, und Ga fiir AlGaAs und der Deposition auf ei-
nem Substrat z. B. GaAs. Dieser weit vom thermodynamischen Gleichgewicht
ablaufende Prozess wird in einer Ultrahochvakuum (UHV)-Kammer mit
Ausgangsdriicken von 1078 Pa durchgefiihrt (Abb. B.1). UHV-Bedingungen
sind wegen der erforderlichen Reinheit der Halbleitermaterialien nétig. Die
UHV-Kammer ist wegen der gewiinschten Vakuumbedingungen im Inneren
mit einem Stickstoff (Ng)-gekiihlten Kryoschild ausgekleidet, durch den hin-
durch elektrisch geheizte Effusionszellen die Ausgangsmaterialen (Ga, As,
In u.4. in fester Form) fiir das Kristallwachstum liefern. Sogenannte Shut-
ter, mechanisch betriebene, rechnergesteuerte Klappen schliefsen und 6ffnen
die einzelnen Effusionszellen und schalten die jeweiligen Molekularstrahlen
ein und aus. Die Deposition geschieht auf einem geheizten Substrat, z.B.
einem GaAs-Wafer, der wihrend der Epitaxie rotiert, um eine méoglichst ho-
mogene Abscheidung zu erzielen. Typische Substrattemperaturen fiir I1I-V-
Halbleiter liegen zwischen 500 und 700 °C. Bei Wachstumsraten von 1 pum/h,
d.h. 0,3nm/s konnen atomar scharfe Ubergéinge zwischen zwei verschiede-
nen, aufeinander deponierten Schichten (Abb. 3.15) erzeugt werden, wenn die
Shutter-Umschaltzeiten unterhalb einer Sekunde liegen. Wie in Abb. B.1 ge-
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Abb. B.1. Schema einer Molekularstrahlepitaxie (MBE)-Anlage zur Herstellung
von ITI-V-Halbleiterheterostrukturen: UHV-Kammer mit Kyroschild und eingebau-
ten Depositions- und Charakterisierungseinheiten

zeigt, enthélt eine MBE-Anlage iiblicherweise ein Ionisationsmanometer und
eine Elektronenkanone sowie einen dazu gegeniiberliegenden fluoreszierenden
Leuchtschirm. Damit kénnen wihrend des Schichtwachstums Elektronenbeu-
gungsbilder (RHEED = Reflection High Energy Electron Diffraction) zur
Kontrolle des Wachstums aufgenommen werden.

Wéhrend MBE vor allem in der Grundlagenforschung erhebliche Bedeu-
tung hat, wird in der industriellen Anwendung das MOVPE-Verfahren be-
vorzugt, weil es keine UHV-Bedingungen verlangt. Bei der MOVPE, hier er-
klart fiir das eptitaktische Wachstum von GaAs-Schichten, wird festes GaAs
aus gasformigen Quellen, die Ga und As enthalten abgeschieden. Bevor-
zugt werden AsHs und das metallorganische Gas Trimethylgallium [TMG =
Ga(HCj3)3] verwendet. Die Gesamtreaktion, die iiber komplizierte Zwischen-
schritte ablduft, schreibt sich [Ga(CHs)slgas + [ASH3|gas — [GaAs]fess +
[3CHylgas- AsHg wird hierbei unmittelbar aus einer Gasflasche {iber ein ge-
regeltes Gasflussventil in den aus Quarz bestehenden Reaktor geleitet. Die
metallorganische Komponente TMG befindet sich in einem Kolben, in der
der TMG-Dampfdruck durch ein Temperaturbad eingestellt wird. Wasserstoff
(Ha) wird als Trégergas durch diesen Kolben geleitet und transportiert das
TMG zum Reaktor. Im Quarzreaktor rotiert das Substrat, ein GaAs-Walfer,
auf einem geheizten Suszeptor. Im Gegensatz zur MBE ist in der MOVPE
das Wachstum der Schicht durch ein komplexes Wechselspiel ineinander grei-
fender Prozesse bestimmt: diffusiver Transport der gasférmigen Ausgangsma-
terialien zum geheizten Substrat, Zerlegung der Ausgangsmaterialien in der
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Gasphase und an der Oberfliche der wachsenden Schicht, Einbau der Ga-
und As-Atome in die Schicht, diffusiver Abtransport der gasférmigen Reak-
tionsprodukte. Neben den eigentlichen chemischen Prozessen des Wachstums
spielen also stromungsdynamische Faktoren eine ebenso wichtige Rolle zur
Erzielung optimaler epitaktischer Schichtabscheidung bei der MOVPE.

Gegeniiber der MBE bietet die MOVPE den fiir die Erzeugung von Nano-
strukturen wichtigen Vorteil des nichtgerichteten Wachstums: Es gibt keine
durch die Richtung von Molekularstrahlen bevorzugte gerichtete Abschei-
dung. Weiterhin erlauben die chemischen Oberflichenprozesse auf dem Sub-
strat selektives Wachstum. Bedeckt man den Substratwafer mit einer
strukturierten Maske (z. B. SiO-Schicht mit wohldefinierten Offnungen), so
kann man die Wachtumsbedingungen (Temperatur, Gasfluss u. 4.) so einstel-
len, dass Wachstum nur in den Offnungen, d.h. auf der freien Substratober-
flache, jedoch nicht auf der wenig reaktiven Maske geschieht.

Fiir das MOVPE-Wachstum anderer Schichten als GaAs, z. B. AlGaAs,
InP oder InGaAs gelten analoge Aussagen. Es werden z. B. Ausgangsmate-
rialien wie PH3 (Phospin) oder TMIn, TMAI u. 4. eingesetzt, die natiirlich
etwas abgeéinderte Wachstumsbedingungen gegeniiber GaAs verlangen.

Mittels MBE oder MOVPE lassen sich also Heteroschichtsysteme mit
Schichtdicken unterhalb von 1nm und atomar scharfen Ubergingen her-
stellen. Um 3D-Nanostrukturen durch ,maschinelle* Strukturierung (top-
down) herzustellen, ist Lithographie (Aidoc = Stein, ypdepew = schreiben)
erforderlich. Hierdurch werden in z-Richtung nanostrukturierte Schichtfol-
gen auch in der z- und y-Richtung parallel zur Schicht nanostrukturiert
und damit 3D-Nanostrukturen erzeugt. Laterale Strukturierung bis in den
100 nm Bereich wird zurzeit mittels optischer Lithographie, d. h. Belichtungs-
methoden mit sichtbarem und UV-Licht durchgefiihrt. Nanostrukturierung
bis auf die 5-10 nm-Skala wird mittels sogenanntem Elektronenstrahlschrei-
ben, der Elektronenstrahl-Lithographie (e-beam-lithography) erreicht. Bei-
de Prozesse sind darin dhnlich, dass ein Photolack (photoresist) entwe-
der durch Licht oder durch einen Elektronenstrahl belichtet und dadurch
chemisch und strukturell beziiglich seiner Loslichkeit in einem organischen
Losungsmittel verdndert wird. Bei der optischen Lithographie geschieht die
Belichtung durch eine Maske (entweder Durchleuchtung oder durch opti-
sche Projektion), d.h. das gewiinschte Muster wird in seiner Gesamtheit
parallel, in einem einzigen Beleuchtungsschritt auf den Lack iibertragen.
Bei der Elektronenstrahl-Lithographie geschieht die Belichtung seriell, in-
dem ein fokusierter Elektronenstrahl rechnergesteuert iiber den Lack gefiihrt
wird. Dies geschieht in einer elektronenmikroskopischen Sdule wie bei einem
Rasterelektronenmikroskop. Verglichen mit der optischen Lithographie ist die
Elektronenstrahl-Lithographie also zeit- und kostenintensiver. Fiir industri-
elle Anwendung zielt deshalb die Forschung darauf ab, die Elektronenstrahl-
Lithographie in der Nanostrukturwissenschaft durch parallele Belichtungs-
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verfahren mit extrem kurzwelliger elektromagnetischer Strahlung zu ersetzen
(z.B. EUV, extreme UV).

Um laterale Strukturen im belichteten Photolack auf Halbleiterschichtsys-
teme oder Wafer zu iibertragen, werden verschieden Atzverfahren eingesetzt.
Die wichtigsten Ubertragungsverfahren sind in Abb. B.2 zusammengestellt.
Es geht um die beiden wichtigen Prozesse, laterale Metallstrukturen auf ei-
nem Halbleiterwafer zu erzeugen oder direkt Strukturen in den Wafer hin-
ein zu atzen. Im ersten Fall der Metallstrukturen auf dem Wafer sind zwei
Wege moglich: Man kann eine durch Verdampfung deponierte Metallschicht
(1. Schritt) strukturiert dtzen. Dazu wird diese Metallschicht (typische Di-
cke 100 nm) mit dem organischen Photolack (Resist: haufig PMMA = poly-
methyl metacrylate) in einer Lackschleuder durch Aufsprithen bedeckt. Im
hier beschriebenen Prozess wird ein sog. Negativlack benutzt, bei dem die
nachfolgende Belichtung (3. Schritt) durch eine Maske oder durch einen Elek-
tronenstrahl lokal, in den beleuchteten Arealen, zu einer Verfestigung der che-
mischen Struktur des Lackes (Polymerbildung), d. h. zu einer geringeren Los-
lichkeit fiihrt. Bei der nachfolgenden Entwicklung (4. Schritt) werden durch
ein organisches Losungsmittel die nichtbelichteten Areale des Lacks entfernt.
Die verbleibenden Lackstrukturen schiitzen nun die darunter liegende Me-
tallschicht davor, bei Atzen entfernt zu werden. Atzen von Strukturen kann
je nach verlangten Anforderungen nasschemisch in Losungen (HCl, HoOg - - -)
erfolgen oder in einer Plasmaentladung (O2) durch Ionenbeschuss mit mehr
oder weniger chemisch aktiven Beimischung (HF, HBr, - - -). Letztere Metho-
de, die in Ionenétzanlagen erfolgt, heifft Reaktives Ionenitzen (RIE =
reactive ion etching). Die Metallatzung (5. Schritt) hinterldsst nun auf dem
Wafer Nanostrukturen, bestehend aus Metall und dariiber liegender Lack-
schicht. In einem 6. Schritt wird in einem Ofen durch Veraschung der Lack
entfernt und die gewiinschten Metall-Nanostrukturen bleiben auf dem Wafer
zuriick.

Da III-V Halbleiter und Metalle sehr #hnliches Atzverhalten zeigen, eig-
net sich die beschriebene Methode zu Erzeugung metallischer Nanostrukturen
nur sehr begrenzt. Hier wird der sogenannte Lift-Off-Prozess bevorzugt an-
gewendet. Die III-V-Wafer-Oberflaiche wird mit einem Positivlack bedeckt
(1. Schritt). Ein solcher Lack wird durch Belichtung, optisch oder durch
Elektronenstrahl, chemisch so verindert, dass er in den belichteten Berei-
chen leichter 16slich wird (Aufbrechen von Polymer-Bindungen). Danach wird
der Positivlack belichtet, optisch oder durch Elektronenstrahl (2. Schritt).
Nach der Entwicklung, dem Entfernen des Lacks an den belichteten Stellen
(3. Schritt), ist der Wafer dann mit einer strukturierten Lackschicht bedeckt.
Eine nachfolgende Deposition von Metall bedeckt sowohl Lack und Waferbe-
reiche mit Metall (4. Schritt). Im Lift-Off-Prozess werden nun im 5. Schritt
die verbliebenen metallbedeckten Lackstrukturen entfernt und nur die auf
dem Wafer angeordneten Metallstrukturen bleiben iibrig, genauso wie in der
vorher beschriebenen Metall-Atzung.
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Abb. B.2. Schematische Darstellung wichtiger lithographischer Strukturierungs-
verfahren fiir Halbleiter. Die Belichtung (3. Schritt bei der Metall-Atzung, bzw.
2. Schritt beim Lift-off-Prozess) geschieht in der optischen Lithographie (dar-
gestellt) durch Beleuchtung des Photolacks durch eine Maske oder bei der
Elektronenstrahl-Lithographie durch einen iiber die Lackschicht gefiihrten fokus-
sierten Elektronenstrahl

Diesen mit Positivlack durchgefiihrten Prozess kann man auch einsetzen,
um Strukturen direkt in den Halbleiter-Wafer zu iibertragen. Nach der Belich-
tung (2. Schritt) muss man nur einen Atzschritt, meist RIE, anschlieRen, der
direkt das Halbleitersubstrat angreift (4. Schritt). Hierbei entstehen entspre-
chende Vertiefungen im Halbleiter, bzw. entsprechende 3D-Nanostrukturen,
die erhaben aus dem Halbleiter-Wafer herausragen. Diese Strukturierungs-
methode eignet sich also hervorragend, um Halbleiter-Heterostruktuen, die
schon in ihrer Schichtstruktur zwei Barrieren, z.B. aus AlAs eingebettet
in GaAs (Abb. 3.15) aufweisen, weiter in 3D-Quantenpunkte zu {iberfiih-
ren, indem die laterale Einschrankung durch lithographische Herausformung
von Saulenstrukturen (Abb. 5.18a) erreicht wird. In einem letzten 5. Schritt
wird dann nur noch der {ibrig gebliebene Photolack entfernt. Besondere Be-
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deutung haben die beschriebenen Strukturierungsverfahren im Hinblick auf
HEMT-Strukturen (Anhang A) mit eingebetteten 2DEGs am Halbleiteriiber-
gang, z.B. zwischen GaAs und AlGaAs. Beispiele zur Erzeugung von 0D-
Quantenpunkten oder 1D-Leitungskanélen im 2DEG sind in Abb. B.3 dar-
gestellt. Die beschriebene Substrat-Atzung (Abb. B.2) wird in Abb. B.3a
verwendet, um aus einer AlGaAs/GaAs-HEMT-Struktur eine Mesa (erhabe-
ne Struktur, benannt nach den Mesa-Tafelbergen der amerikanischen Wiiste)
herauszuétzen, die lateral das 2DEG begrenzt. Das 2DEG dehnt sich inner-
halb der Mesa nicht bis zum Rand hin aus, weil die Mesaoberflache natiirlich
eine Verarmungsrandschicht aufweist (Anhang A). Eine &hnliche lokale Ein-
schrankung des 2DEG lédsst sich durch lateral strukturierte, aufgedampfte
Metall-Gates (Abb. B.3b) erzielen, unter denen sich eine Schottky-Barriere
mit Verarmungsrandschicht ausbildet, die das 2DEG dort lokal von Elektro-
nen entleert. Diese, hiufig als ,Split-gate-Anordnung bezeichnete Struktur,
bietet den grofen experimentellen Vorteil, dass man die Ausdehnung und
Elektronenbesetzung des 2DEG-Kanals (oder Quantenpunktes) durch eine
am Metall-Gate anliegende Spannung variieren kann. In Abb. B.4 sind durch
diese Technik hergestellte Quantenpunkte (schematisch) und Doppelquan-
tenpunkte (Elektronenrasterbild) dargestellt. Damit sich ein 2DEG in einer
AlGaAs/GaAs-Heterostruktur voll ausbilden kann, muss es von der Oberflé-
che der Struktur mindestens so weit entfernt sein, dass es nicht in die Ober-
flichenverarmungsrandschicht (Abb. A.1d) hineinragt. Ware dies der Fall, so
wiirde es von Elektronen entleert und der entsprechende Raumbereich wa-
re isolierend. Genau dies macht man sich zunutze, um ein 2DEG lateral zu
strukturieren. Man diinnt mittels lithographisch préaparierter Masken durch
Atzen die obere AlGaAs-Schicht iiberall dort ab, wo isolierende Barrieren
das 2DEG einschrénken sollen (Abb. B.3c). Nur wo die HEMT-Struktur ihre
urspriingliche Dicke behélt, existiert das 2DEG weiter.

Das Abdiinnen der oberen AlGaAs-Schicht einer HEMT-Struktur kann
auch durch andere Methoden ersetzt werden, die dort den Halbleiter AlGaAs
zerstoren. Man kann z. B. lokal Ionen in hoher Dosis implantieren oder den
Halbleiter in die Tiefe hinein oxidieren, um darunter das 2DEG von Elektro-
nen zu verarmen. Hier haben sich in letzter Zeit das Rastertunntelmikroskop
(Abb. 3.10) oder das Rasterkraftmikroskop zur lokalen Oxidation von Halb-
leiteroberflachen auf der Nanometerskala bewédhrt (Abb. 5.21). Mittels eines
Rasterkraftmikroskopes mit leitender Spitze kann ein auf der Oberfléche vor-
handener Wasserfilm anodisch in der Ndhe der Metallspitze oxidiert werden,
indem die Spitze als Anode gegen das geerdete Substrat geschaltet wird.

Alle bisher vorgestellten Methoden der Herstellung von Nanostrukturen
gehen von makroskopischen Festkorpern aus und verwenden lithographische
Techniken zur Verkleinerung bis in den Nanometerbereich (top-down). Hier
nun sind in den letzten Jahren mit wachsender Bedeutung Verfahren ins
Blickfeld geriickt, bei denen man das Selbstorganisationsprinzip der Natur,
wie wir es vom Kristallwachstum her kennen, einsetzt. Wenn man die rich-
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Abb. B.3a—c. Verfahren zur Definition enger, lateral begrenzter Bereiche ei-
nes 2-dimensionalen Elektronengases (2DEG), in dem 2D-Leitfahigkeit gegeben
ist (0OD-Quantenpunkt oder 1D-Leitfahigkeitskanal). a Lithographisch préparier-
te Mesa auf einer AlGaAs/GaAs-Heterostruktur. b Split-Gate Metallkontakte
mit darunter liegender Verarmungsrandschicht eines Schottky-Kontaktes auf einer
AlGaAs/GaAs-Heterostruktur. ¢ Lokale Abdiinnung der AlGaAs-Schicht verrin-
gert die Dichte der Donatoren und schiebt die Verarmungsrandschicht lokal in das
2DEG, d.h. bildet dort ein Barriere aus

tigen physikalischen und chemischen Voraussetzungen schafft, bilden sich
Nanostrukturen von selbst aus, ohne den Einsatz komplexer und kostenin-
tensiver Lithographietechniken (bottom-up-Ansatz).

Ein weites Feld ist die Selbstorganisation organisch-chemischer Nanoparti-
kel und Fadenstrukturen, auf das hier nicht weiter eingegangen wird. Speziell
fiir die Halbleiterphysik hat das epitaktische Wachstum von Halbleiterwhis-
kern (Halbleiter-Nanosiulen) enorme Bedeutung gewonnen. Deponiert man
auf einem Halbleiter-Wafer metallische Tropfchen mit Durchmessern von 10—
100 nm, so wirken diese als Nuklationskeime und als Katalysatoren beim Kris-
tallwachstum in der Epitaxie, sowohl in der MBE wie auch in der MOVPE.
Bei der MOVPE bewirken diese metallischen Keime eine gesteigerte katalyti-
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Abb. B.4a,b. Quantenpunkte in einem 2DEG in einer AlGaAs/GaAs-Hetero-
struktur, realisiert durch die Split-Gate-Technologie. a Schematische Darstellung
der Erzeugung eines einzelnen Quantenpunktes durch metallische Gate-Elektroden.
Die Si-Dotierung der AlGaAs-Schicht ist als eine Schichtdotierung eingezeich-
net. b Rastertunnelmikroskopisches Bild einer Doppelquantenpunktstruktur im
AlGaAs/GaAs-Materialsystem. Die beiden Quantenpunkte im darunter liegenden
2DEG werden durch eine Sdgezahnstruktur des oberen metallischen Gates und der
unten angeordneten verschiedenen Gate-Finger dargestellt

sche Zersetzung der gasformigen Ausgangsmaterialien und lassen bei geeigne-
ten Wachstumsparametern nur Wachstum an der Stelle des Metallkeims zu.
Dies fiihrt zu Whisker-Wachstum; 10 bis 100 nm dicke Nanosédulen wachsen
bis zu Léngen von Mikrometern und kénnen nach Abtrennung vom Substrat
und elektrischer Kontaktierung, meist mit lithographisch praparierten Me-
tallkontakten (Abb. B.5b), zur Untersuchung von Quanteneffekten dienen.

Im Falle des MBE-Wachstums von Gruppe III-Nitriden (GaN, InN) reicht
es schon, den MBE-Prozess unter stickstoffreichen Wachstumsbedingungen
ablaufen zu lassen, um solche ITI-Nitrid-Whisker zu erzeugen; eine Vorbede-
ckung der GaN-Oberflache mit Metallkeimen ist nicht erforderlich (Abb. B.5).
Besonders interessant an diesem Whiskerwachstum ist die Tatsache, dass man
wahrend des Wachstums die Quellen in der MBE oder MOVPE umschalten
kann und auf diese Weise in den Whiskern Schichtstrukturen erzeugen kann,
genauso wie beim 2D-Schichtwachstum. Die gesamte Heterostrukturtechno-
logie der Halbleiter ldsst sich auf Nanosdulen iibertragen. Das ermoglicht
die Herstellung von Quantenpunkten oder Resonanztunneldioden durch zwei
Barrieren im Whisker schon beim Wachstum.

Denkt man an Anwendungen in der Quantenelektronik, dann wére ein
geordnetes Wachstum dieser Halbleiter-Nanoséaulen, sowohl beziiglich ihrer
Dicke und Léange als auch in ihrer rdumlichen Anordnung wiinschenswert.
Dies kann man erreichen, indem man die Metallkeime mit einheitlicher Dicke
an wohlbstimmten Platzen deponiert.
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Abb. B.5a,b. GaN-Nanosidulen (Whisker) mit (0001)-Orientierung, die in der
MBE auf einem Si(111)-Substrat unter stickstoffreichen Wachstumsbedingungen
deponiert wurden. a Rasterelektronenmikroskopisches Bild der Whisker auf dem
Substrat. Manche Whisker zeigen nach oben hin eine Verjiingung ihres Durchmes-
sers (tapering). b Einzelner Whisker, deponiert auf einem oxidierten Si-Wafer mit
lithographisch praparierten Metallkontakten zur Leitfdhigkeitsmessung

Es hat sich aber auch ein geordnetes selektives Wachstum mittels vorher
auf dem Wafer abgeschiedener Masken (Lithographie erforderlich) als erfolg-
reich herausgestellt. In Abb. B.6 ist als Beispiel das geordnete Wachstum
von GaAs-Séulen auf GaAs(111) mit Durchmessern von etwa 100 nm darge-
stellt. Die Maske aus einem anorganischen Negativ-Photolack (HSQ = Hy-
drogen Silesquioxan) wurde mittels Elektronenstrahl-Lithographie hergestellt
(Abb. B.6a). Die GaAs-Sdulen wurden in der MOVPE mit den Ausgangs-
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Abb. B.6a,b. Geordnetes selektives Wachstum von GaAs-Nanosdulen auf einem
GaAs(111)-Wafer in der MOVPE. a Anorganische HSQ-Maske, lithographisch auf
dem GaAs(111)-Wafer prapariert. In den 150 nm weiten Lochern scheint die freie
GaAs-Oberflache durch. b Die GaAs-Sdulen wurden mit Wachstumstemperatur von
750 °C mit den Quellgasen AsHs und TMGa deponiert

materialien AsH3z und TMGa bei einer Wachstumstemperatur von 750 °C
hergestellt.

Es sei noch einmal betont, dass fiir die Herstellung dieser wohlgeordneten
Séulen das in der MOVPE mogliche selektive Wachstum entscheidend ist, bei
dem die nicht-reaktive Maskenoberfliche durch die fehlende Fahigkeit einer
oberflichenkatalytischen Zersetzung der Ausgangsgase kein GaAs-Wachstum
zulésst.

Das Wachstum von Halbleiter-Nanosdulen in MBE und MOVPE wur-
de mittlerweile fiir alle Halbleitersysteme, Si, SiGe, GaAs, InAs, GaN, InN,
Zn0, ... gezeigt und ldsst interessante neue Entwicklungen im Hinblick auf
eine zukiinftige Quantenelektronik erwarten.



Ubungen

Ubungen zu Kapitel 3

3.1

3.2

3.3

3.4

3.5

3.6

3.7

Ein Teilchen der Masse m sei in einem eindimensionalen Potentialkasten

mit unendlich hohen Wanden eingesperrt. Man berechne fiir irgendeinen

stationdren Zustand die Orts- und Impulsunschirfe und zeige dass die

Heisenbergsche Unschérferelation erfiillt ist.

Die Wellenfunktion v (z) trage den mittleren Impuls (p). Man zeige, dass

dann die Wellenfunktion [exp(ipox/h)]¢(2) den mittleren Impuls (p)+po

hat.

Ein Elektron befinde sich in einem eindimensionalen rechteckigen Quan-

tentopf der Breite L mit unendlich hohen ,Energiewénden*.

(a) Man gebe die Wellenfunktionen i (x,t) und s (z,t) des Grundzu-
standes und des ersten angeregten Zustandes sowie deren Energien
an.

(b) Man berechne die Aufenthaltswahrscheinlichkeitsdichte des Uberla-
gerungszustandes aus 1¢; und 2 sowie die mittlere Ortskoordinate
(x) in diesem Zustand.

Man zeige, dass die Wellenfunktion

1/} (CC, t) _ Aei(km—wt) + Bei(—km—wt)

einen Teilchenfluss proportional zu (42 — B?) beschreibt.

Eine Wellenfunktion t(x) sei an einer Stelle z¢ unstetig, d. h. sie mache
einen Sprung von 1 (2o — €) nach ¢ (x¢ + €) fiir € — 0. Man zeige, dass
diese Unstetigkeit einen unendlichen Beitrag A(T) — oo zum Erwar-
tungswert der kinetischen Energie T = h?p? /2m verursacht.

Beim einfachsten Atom, dem des Wasserstof& , wird eine Elektron
durch die Coulomb-Kraft K = —FT—Q an den positiven Kern des Pro-
tons gebunden. Man stelle die Schrodlnger Gleichung fiir das Elektron
im H-Atom auf und zeige, dass 9(r) = Ae~"/% die Losung fiir den
Grundzustand darstellt. Wie groft ist die Bindungsenergie des Elektrons
in diesem Grundzustand?

Ein Teilchen der Masse m sei in einem kubischen Kasten der Lange L
auf einem quantisierten Zustand ., (r) eingesperrt.



468

3.8

Ubungen

Man berechne die Kraft K = —0E/0L, wenn die Wénde des Kastens
langsam nach innen verschoben werden. Dabei bleibe das Teilchen im
gleichen Quantenzustand.

Man vergleiche mit dem klassischen Fall, dass ein Teilchen die Energie
E,, habe. Man berechne dazu seine mittlere Geschwindigkeit und die
Frequenz, mit der das Teilchen auf die Kastenwinde stofit sowie den
Impulsiibertrag pro Stof und daraus die mittlere Kraft.

Die Fermi-Energie Er kann im freien Elektronengasmodell eines Metalls
unter Beriicksichtigung des Pauli-Prinzips (jeder elektronische Zustand
kann nur von einem oder bei Spinentartung von zwei Elektronen besetzt
sein) als die Energie definiert werden, bis zu der alle elektronischen Zu-
stdnde vom energetischen Boden des Potentialtopfes her beginnend bei
T = 0K besetzt sind.

Man bereche die Fermi-Wellenldnge Ar der Elektronen an der Fermi-
Kante als Funktion der Elektronenkonzentration fiir ein 3D, 2D, 1D-
Elektronengas.

Ubungen zu Kapitel 4

4.1

4.2

4.3

Man bilde die zu

123
M=[022
321

inverse Matrix %_1 und zeige, dass dann gilt MM ' = L
Man bestimme die Eigenwerte und normierten Eigenvektoren der Matrix

131
M={020
014

Sind die Eigenvektoren orthogonal?
Man betrachte die Matrix

- (Cos¥ sin ¢
=" \ —sinpcosp ) °
a) Man zeige, dass die Matrix unitér ist.
b) Man zeige, dass die Eigenwerte e'¥ und e'# sind.

¢) Man berechne die entsprechenden Eigenvektoren und zeige, dass sie
orthogonal zueinander sind.
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4.4 Man beweise die Kommutatorbeziehungen

:A,B} + [B,A] =0

4.5 Man zeige, dass fiir die 0-Funktion gilt:

1
—d(z) ; c#o, reell.

0 (cx) =
(cx) B
4.6 Man zeige, dass der Operator (a + I;+) angewendet auf einen Zustand
des harmonischen Oszillators einen Uberlagerungszustand zweier Zu-
stdnde erzeugt. « ist eine normale C-Zahl.
4.7 Man zeige mittels partieller Integration, dass der Impulsoperator p, =
—ihd/Ox hermitesch ist, d. h. dass gilt

/ pedz = ( / sa*ﬁwdsc>* .

a) Welche Bedingung muss man fiir £ — 400 an die Wellenfunktion
stellen?

b) Man zeige, dass in Kugelkoordinaten der Operator —iid/dr nicht
hermitesch ist, dass deshalb der Impulsoperator in Kugelkoordinaten
die Gestalt p, = —ih%%r haben muss, um hermitesch zu sein.

4.8 Man l6se die Schrodinger-Gleichung fiir ein negatives bindendes J-Po-
tential V(z) = —ad(z), indem man sie um den Wert Null herum inte-
griert und nach einem bindenden Zustand mit ¢ (+z) — 0 fir z — oo
und x — —oo suche.

4.9 Man beweise das Ehrenfest-Theorem

& @ = ([o.])

fiir die zeitliche Anderung des Erwartungswertes (£2) eines Operators 2,
der wie der Hamilton-Operator H nicht von der Zeit explizit abhéngt.
Dazu betrachte man im Einzelnen die Zeitableitung

d d
(=5 (0|2
und benutze fiir (4] und [¢)) die Schrédinger-Gleichung.

Man zeige weiter, dass die klassische Beziehung & = p/m fiir die Mittel-
werte von Ort () und Impuls (p) gilt.
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Ubungen

Ubungen zu Kapitel 5

5.1

5.2

5.3

5.4

5.5

5.6

5.7

Man beweise einige interessante Eigenschaften der Pauli-Spinoperatoren
G
a) [6s,05]+ = 6:6; + 66, = 0 fiir i # j. Man bezeichnet diesen Opera-
tor als Antikommutator, er spielt eine wichtige Rolle bei der Quan-
tisierung von Fermionenfeldern (Abschn. 8.3.1)
b) 62 =1 A
C) [5’1, &j]Jr = 25131
d) (a-o)(b-6) =
3D-Vektoren.
Ein Strahl von Fermionen (Spin %—Teilchen) passiere langs der y-Achse
zwei kollineare Stern-Gerlach (SG) Apparaturen, die eine Aufspaltung in
zwei Strahlen mit entgegengesetzter Spineinstellung bewirken. In beiden
SG-Apparaturen sei der untere resultierende Strahl blockiert. Im ersten
SG-Apparat sei das B-Feld in z-Richtung, im zweiten SG-Apparat in
z-Richtung orientiert.
Welcher Bruchteil von Teilchen, die den ersten SG-Apparat passiert ha-
ben, wird hinter dem zweiten SG-Apparat nachgewiesen.
Man beweise, dass der Operator ds - p mit p als Impulsoperator eine
infinitesimale Verschiebung der Wellenfunktion um ds bewirkt. Man be-
trachte dazu die Beziehung

(o

Zur Zeit t = 0 sei ein Elektron im Spinzustand s, = h/2. Wie viel
Zeit braucht ein Spin-Umklapp-Prozess nach Anschalten eines zeitlich
konstanten Magnetfeldes von 0,1 Tesla?

Ein He-Atom sei ionisiert zu Het, ihm fehle also ein Elektron. Man
schitze die Energiedifferenz zwischen Grundzustand und 1. angeregtem
Zustand fiir das verbliebene Elektron. Im Wasserstoffatom betrigt die
Grundzustandsbindungsenergie 13,6 eV.

Man berechne fiir ein 2D-Elektronengas die Fermi-Energie Er, wenn
die 2D-Dichte der Elektronen (Abschn. 3.6.1) n = 10'2cm™2 betrigt.
Wie grof ist die de Broglie-Wellenlédnge eines Elektrons bei der Fermi-
Energie?

Man betrachte wie in Abschn. 5.7.3 einen eindimensionalen leitenden
Ring mit Radius ro.

a) Man beweise, dass die stationéiren Eigenlosungen fiir ein Elektron

in diesem Ring die Gestalt ¥(p) = ﬁeim“’ haben, mit m als

a-bl 4 i(axb)-é mit a und b als beliebigen

i—%&s-f)’w> = (x— 085,y — I8y)

Drehimpuls-Richtungsquantenzahl.

b) Man berechne den Strom in diesem Ring als Funktion von ¢ bei ver-
schwindender Temperatur und vergleiche mit dem klassischen Aus-
druck fiir ein im Ring kreisendes Elektron.
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Ubungen zu Kapitel 6

6.1

6.2

6.3

6.4

6.5

Man 16se die Schrodinger-Gleichung fiir ein Elektron, das in einem zwei-
dimensionalen, rechteckigen Potentialkasten der Lénge L eingesperrt ist.
Man ermittle Energieeigenwerte und Wellenfunktionen (Zusténde).
Jetzt werde eine kleine Stérung v = ay eingeschaltet (a konstant). Wie
andern sich die Energien des Grundzustandes und des ersten angeregten
Zustandes?

Ein Elektron sei in ein eindimensionales Dreieckspotential der Form
V = C|xz| eingesperrt. Man berechne ndherungsweise die Energien des
Grundzustandes und des ersten angeregten Zustandes. Hierzu benutze
man das Variationsverfahren mittels einer verniinftig erratenen Versuch-
funktion mit einem Anpassparameter.

Mittels der Bornschen Naherung berechne man den differentiellen Streu-
querschnitt fiir die Streuung eines Elektrons an der kugelsymmetrischen
Ladungsverteilung  p(r) eines  Atoms. Das  Ergebnis soll
dargestellt werden durch den (Rutherford) Streuquerschnitt an einer
Punktladung und einen Formfaktor f als Funktion des Wellenzahliiber-
trages K. Man vergleiche f(K) fiir den Fall einer homogenen Ladungs-
verteilung p(r) = const fiir r < R und einer Gauk-Ladungsverteilung
p(r) mit der gleichen Halbwertsbreite R.

Man zeige, dass bei Streuung an einem kugelsymmetrischen Potential
V(r) die Streuamplitude f(9,¢) (6.211) fiir niedrige Teilchenenergien
(k — 0), d. h. Wellenzahliibertrdge K = 2ksin(9/2) — 0, sich schreiben
lasst als

mVorg

J )= -1

wo Vj eine effektive Hohe und r( eine effektive Reichweite des Streupo-
tentials darstellen. Die Streuung ist also weitgehend isotrop, d. h. unab-
héngig von 9.

Man zeige, dass bei Streuung an einem kugelsymmetrischen Potential
V(r) die Streuamplitude f(¥,¢) (6.211) fiir hohe Teilchenenergien nur
Betrége liefert, wenn gilt

Kr'cos = Kr'é <.

Dazu betrachte man den oszillierenden Term exp(iKr’¢) in (6.211) und
folgere, dass die Streuamplitude nur merkliche Beitrdge in Vorwirts-
richtung innerhalb eines Winkelbereiches ¢ < 1/krq liefert. ro ist die
effektive Reichweite des Streupotentials.
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Ubungen zu Kapitel 7

7.1 Der hermitesche Operator fl, ausgedriickt durch die entsprechende Ma-
trix A habe die Eigenwerte A1, A2, Az, ..., An.
a) Man beweise fiir den Fall eines zweidimensionalen Hilbert-Raumes

(Spin):

SpA=A+ X
Deté = )\1)\2

b) Man beweise die Spur- und Determinantenbezichungen in a) fiir
einen n-dimensionalen Hilbert-Raum
7.2 Man zeige, dass die Dichtematrix eines Ensembles von Spins (mit %h),
realisiert durch ein Ensemble von Fermionen, geschrieben werden kann
als

ﬁ:

wo a ein normaler 3D-Vektor ist.
Weiter beweise man, dass a der mittleren Spinpolarisation (o) ent-
spricht.
Benutze, dass jede 2 x 2 Matrix als Linearkombination von 1 und den
Pauli-Matrizen dargestellt werden kann. a

7.3 Man zeige mithilfe von Ubung 7.2, dass der in (7.22) benutzte Operator
O4(a)Op(B), definiert durch (7.21), den Operator fiir eine Korrelation
zwischen Messergebnissen Spinorientierung « bei ,,Alice” und Spinorien-
tierung [ bei ,,Bob* im Falle der Emission zweier antikorrelierter Spin
1 Teilchen in entgegengesetzte Richtung darstellt (Abb. 7.5).

7.4 Man zeige mithilfe der Schrédinger-Gleichung

0 A
ih ) = H )

dass fiir die Dichtematrix p, sowohl im Falle reiner Zustédnde (7.48) wie
auch gemischter Zustéinde (7.45) eine Zeitentwicklung geméf

9] i [x

o0 =4 ]

5P =—3 |H.p
folgt. Man beachte, dass das Ergebnis (von Neumann-Gleichung) der
Heisenbergschen Bewegungsgleichung fiir Operatoren (4.104) bis auf ein
Vorzeichen gleicht!

7.5 Die Zeitentwicklung eines Zustandes kann mittels des unitdren Propa-
gators U (4.96) dargestellt werden als

¥ () = Ul (0))



7.6

7.7
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Man beweise, dass sich mittels dieses Propagators U die Zeitentwicklung
der Dichtematrix ergibt zu

p(t) = Up (o) U .
Nach John von Neumann lésst sich die Entropie (Operator) eines quan-

tenmechanischen Systems durch seine Dichtematrix p wie folgt darstel-
len.

S = —kSp(plnp) .

a) Man berechne die mittlere Entropie (¢|S]¢) fiir den Quantenbit-
Zustand

) = alo) +b|1)
wo |o) und |1) entweder durch Spinzustdnde |T), ||) oder durch
Grund- und Anregungszustand |g), |e) eines 2-Niveau-Atoms rea-
lisiert, werden.
b) Man zeige, dass bei der Zeitentwicklung eines reinen Zustandes, z. B.
des Quantenbits [¢) in a) durch einen unitiiren Propagator U (4.96)
die Entropie S sich nicht &ndert:

0 -

atS =0.
Reine Zustande entwickeln sich in der Zeit reversibel, eine Bedingung
flir die Prozessierung von Quantenbits in Quantenrechnern.

¢) Durch Messung am Quantenbit-Zustand |¢) in a) geht dieser in einen
gemischten Zustand mit der Dichtematrix p = |a|?|0)(0] + |b|?|1)(1]
iiber. (Beweis!) Man zeige, dass sich dabei die Entropie von Null auf
den Wert

S=—k (|a|2 Inlal? + b In |b|2)

verdndert hat.
In der Quanteninformation spielt die Hadamard-Transformation, reali-
siert durch einen Quantengate-Operator Gy eine wichtige Rolle. Der
Operator G ist definiert durch seine Wirkung auf ein 2-Niveau-System
wie folgt:
1 1

V2 V2

Man untersuche die Wirkung von Gy auf einen verschriinkten Zweiteil-
chenzustand

Gul0)=—=(10)+ 1)) ; Gull)=—=(0) 1)) .

) = % (10) 4 [1) 5+ 11)4 0} )

wie er zur Uberpriifung der Bellschen Ungleichungen (Abschn. 7.2.1)
benutzt wird.
Man zeige, dass der resultierende Zustand wiederum verschrankt ist.
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Ubungen zu Kapitel 8

8.1 Ein geschlossener widerstandsloser elektrischer Oszillatorkreis bestehe
aus einer Kapazitdt C' und einer Induktivitdt L in Serie.

a) Man stelle die Schwingungsgleichung fiir die Ladung @ auf und er-
mittle die Resonanzfrequenz zu w = (LC)~1/2

b) Mit &5 = LI als magnetischem Fluss in der Induktivitit und @ =
CU als der in der Kapazitét gespeicherten Ladung berechne man die
gesamte im Osrzillator gespeicherte Energie (Hamilton-Funktion).

¢) Man quantisiere den Oszillator, indem man entsprechend zu Z und p
beim mechanischen Oszillator konjugierte Variable herausfinde und
die entsprechenden Operatoren einer Vertauschungsrelation analog
zu [p, &] = —ih unterwerfe.

d) Welche Grofen des Oszillators kénnen nicht gleichzeitig beliebig ge-
nau gemessen werden und wie grof ist die minimale im Ostzillator
gespeicherte Energie?

8.2 Der Gesamtteilchenzahl-Operator (8.147) schreibt sich als

N = / d*rpT ()P (r) .
Man zeige fiir Bosonen- und Fermionenfelder die Beziehung
b ()N = (NH)J)(r) .

8.3 Jordan-Wigner-Matrizen

a) Man zeige, dass sich die fermionischen Antivertauschungsrelationen
(8.127) fiir Erzeuger- und Vernichteroperatoren durch die sogenann-
ten Jordan-Wigner-Matrizen (JW-Matrizen)

0t =5 (0 +i6y) und a= (6 —idy)

erfiillen lassen, wo 6, und &, die Pauli-Spinmatrizen (5.116) sind.
In dieser Darstellung wird die Besetzung eines Einelektronenzustan-
des dargestellt durch

b) Mehrteilchenzustéinde verlangen eine Indizierung der JW-Matrizen
mit ¢ = (k, s) als Wellenvektor und Spinquantenzahl

|®) =afas,...,a;,...,a%0) .
Man stelle die Eigenwertwertgleichung fiir den Teilchenzahlopera-
tor N (8.138) auf und berechne mittels des JW-Matrizenformalismus
den Eigenwert.



c)

d)
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Man beweise mittels des JW-Matrizenformalismus die Antisymme-
trie eines fermionischen Zweiteilchenzustandes.

Man schreibe die Vielteilchenwellenfunktion eines Fermi-Sees freier
Elektronen hin, in dem alle elektronischen Zustédnde unterhalb des
Fermi-Wellenvektors kr besetzt und alle Zusténde oberhalb leer sind.

8.4 Vielteilchen-Matrixelemente

a)

Mit Hilfe der fermionischen Antivertauschungsrelationen fiir Elek-
tronen (8.127) beweise man fiir das Matrixelement (8.170a)

Olan, ..., 4zt |aFa;| afas, ... af [0) = {gﬂ zilrllsstj__ 1,2,... N
Man beachte, dass a@; auf einen unbesetzten Zustand nicht wirkt,
durch das Operatorenprodukt durchgezogen werden kann und dann
unmittelbar auf |0) wirkt und Null ergibt. Weiterhin sind Zusténde
mit verschiedenen Elektronenbesetzungen zueinander orthogonal.

In analoger Weise zeige man fiir das Matrixelement (8.170b)

Olan,... a1 |af af a;a| afag, ... a% |0)
_ 6uby; firi#k 1#£5;i=1,2...,N, k=1,2,....N
10 sonst

Hilfe: Man mache sich die Rechenschritte klar, indem man in a)
und in b) zuerst einmal Zustinde mit 1, 2, 3 bzw. 4 Elektronen
betrachtet, d. h. etwa a; aJ |0) oder a; a3 a; |0).

8.5 Man zeige an der einatomigen linearen Kette mit N Atomen, dass fiir
eine angeregte Gitterschwingung (8.203) der mechanische Gesamtimpuls
aller schwingenden Atome verschwindet. Man diskutiere das Ergebnis im
Zusammenhang mit dem Phonon-Quasiimpuls hx (k ist Wellenzahl).

8.6 Mit Hilfe der Phonon-Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren ¢, é,
zeige man, dass fiir die Teilchenzahlen und Teilchenzahloperatoren gilt

Ne =N, bZW. N, =N_gx
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