
9. ÎNCOVOIEREA BARELOR DREPTE ŞI CURBE 
9.1. Introducere 

 

 O bară este solicitată la încovoiere, când  în secţiunile acesteia există numai 

momente încovoietoare. În majoritatea cazurilor, solicitarea la încovoiere este 

produsă de forţe transversale (care acţionează pe axa barei). În aceste cazuri în 

secţiunile transversale se produc atât momente încovoietoare cât şi forţe tăietoare, iar 

solicitarea se numeşte încovoiere simplă. 

 În  cadrul  acestui capitol se admite că fiecare forţă trece prin centrul de 

greutate al secţiunii transverale şi nu produce o solicitare suplimentară de torsiune. 

 Momentul încovoietor solicită bara astfel încât întinde fibrele dintr-o parte şi le 

comprimă pe cele de pe partea opusă, producând în secţiune tensiuni normale. Forţa 

tăietoare solicită bara la forfecare, producând în secţiune tensiuni tangenţiale. 

 În funcţie de natura eforturilor interioare ce apar în bară, solicitarea poate fi: 

  - încovoiere pură, când în secţiunea transversală a barei există numai 

momente încovoietoare: 

  - încovoiere simplă, când  în secţiunea transversală a barei există atât  

momente încovoietoare cât şi forţe tăietoare. 

 După poziţia în spaţiu a forţelor transversale, solicitarea la încovoiere poate 

fi: 

  - încovoiere plană, când  toate forţele sunt într-un singur plan central 

principal de inerţie: 

  - încovoiere oblică, când toate forţele aplicate aparţin unui singur plan 

central longitudinal, diferit de planele principale centrale de  inerţie: 

  - încovoiere strâmbă, când forţele aplicate sunt dispuse în două sau mai 

multe plane centrale.  

 Solicitarea de încovoiere simplă este cea mai întâlnită în aplicaţiile inginereşti. 

 



 

9.2. Tensiuni şi deformaţii în  bare drepte solicitate  

la încovoiere pură plană 
  

Se consideră o bară dreaptă a cărei secţiune transversală este simetrică în raport cu 

planul vertical x0y, solicitată la încovoiere pură, de un moment de încovoiere dirijat 

după axa 0z (fig.9.1,a).  

 Bara este confecţionată din material continuu omogen şi izotrop, având 

caracteristica liniar-elastică (deformaţiile sunt elastice şi proporţionale cu tensiunile). 

Prin deformare, după aplicarea momentului încovoietor, ipoteza secţiunilor plane 

verificată experimental pentru punctele de pe contur se extinde la toate punctele din 

secţiune (secţiunile plane şi normale pe axa barei înainte de deformare, vor fi plane şi 

normale pe axa barei şi după 

deformare). De asemenea se admite că 

toate sarcinile aplicate sunt conţinute 

intr-un  plan principal central de inerţie 

(planul x0y). 

 Din bara considerată se 

detaşează un element de lungime dx 

(fig.9.1b). Înainte de aplicarea 

momentului încovoietor, fibrele 

elementului AD, BC, MN, sunt drepte 

şi paralele cu axa barei 0x. Secţiunile 

de la capetele elementului (AB, CD), 

sunt plane şi perpendiculare pe axa 

barei. După solicitare (se aplică 

momentul încovoietor M), bara se va 

deforma (fig.9.1.c), astfel încât fibrele 

elementului devin curbe , iar secţiunile   
Fig. 9.1 



 

AB şi CD se vor roti una faţă de cealaltă cu unghiul dϕ. În urma deformării numai 

unele fibre îşi vor păstra lungimea iniţială. Aceste fibre poartă denumirea de fibre 

neutre şi formează o suprafaţă neutră . Suprafaţa se consideră plană şi se numeşte 

plan neutru. Când M › 0, fibrele superioare ale planului se scurtează, iar cele 

inferioare planului se lungesc. Linia de intersecţie a planului neutru cu un plan 

longitudinal vartical (x0y), ce conţine axa barei , poartă numele de fibră neutră, axa 

neutră, sau fibra medie. 

 O fibră oarecare, MN, situată la ordonata  y  de planul neutru, are înainte de 

deformare lungimea  dx = MN = OP = r ⋅dϕ.  

 Din această relaţie se defineşte rotirea secţiunii: 
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 După deformarea barei, fibra MN = dx, va avea lungimea : 

 dx + ∆dx = MăNă = (r+y) ⋅ dϕ, iar alungirea  va fi: ∆dx = y ⋅ dϕ. 

 Lungirea specifică rezultă : 
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 Tensiunea normală σ, care ia naştere în secţiune, la ordonata y, (în dreptul 

fibrei MN), conform legii lui Hooke, va fi: 
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 Pentru a obţine relaţia dintre momentul încovoietor şi tensiunile produse pe 

suprafaţa secţiunii transversale se scriu ecuaţiile de echivalenţă. În acest caz 

particular, când toate forţele elementare σ⋅dA sunt paralele între ele şi normale pe 

suprafaţa secţiunii transversale, aceste ecuaţii sunt : 

 ∫∫∫ =⋅⋅σ=⋅⋅σ=⋅σ
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 Dacă se ţine seama de expresia (9.2) acestea devin : 
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 Din relaţiile obţinute se constată următoarele : 

  - întrucât: 

   ∫ =⋅
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axa neutră trece prin centrul de greutate al secţiunii transversale, deoarece numai 

faţă de o axă centrală momentul static al unei suprafeţe este egal cu zero. Deci, 

originea sistemului de referinţă coincide cu centrul de greutate al secţiunii 

transversale: 

 Din: 
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rezultă că axele Oy şi Oz trebuie să fie axe principale de inerţie ale secţiunii 

transversale: 

De la § 5.4: 
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este momentul de inerţie axial faţă de axa neutră Oz, a întregii secţiuni 

transversale. 

 Axele secţiunii (Oy şi Oz) trecând prin centrul de greutate şi Oy fiind axă de 

simetrie, sunt axe centrale principale de inerţie. Dacă se intersectează suprafaţa neutră 

cu un plan normal se obţine axa de încovoiere a secţiunii (axa Oz) . 

 Ţinând seama de cele deduse mai sus, rotirea secţiunii este definită de relaţia : 
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 Deci, rotirea secţiunii este egală cu curbura ( 1
r

) şi este direct proporţională cu 

momentul încovoietor şi invers proporţională cu rigiditatea la încovoiere (E ⋅ Iz). 



 

 Dacă în relaţia (9.5) se ţine seama de relaţia (9.2), expresia tensiunii normale 

devine : 

 y
I
M

z

⋅=σ .          (9.6) 

 Aceasta este formula lui L. M. H. Navier şi arată că valoarea tensiunii 

normale la încovoiere este o funcţie liniară faţă de ordonata punctului, raportată 

la axa neutră. Relaţia lui Navier exprimă o distribuţie liniară a tensiunilor: zero în 

axa neutră şi valori maxime şi minime în fibrele extreme (fig. 9.1,c). Tensiunea 

maximă din secţiune este : 
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 În formula (9.7) s-a introdus mărimea geometrică (vezi § 5.7): 
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care se numeşte modul de rezistenţă axial. 

 Deşi relaţia lui Navier a fost dedusă şi corespunde solicitării la încovoiere pură, 

se utilizează şi la calculul tensiunilor normale la barele solicitate la încovoiere simplă. 

Dacă axa de încovoiere nu este axă de simetrie, atunci se determină atât 

tensiunea maximă de întindere cât şi cea maximă de compresiune, 
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 În relaţiile de mai sus Wz1  şi Wz2 sunt 

modulele de rezistenţă definite de relaţiile (9.9,b), 

(fig.9.2). 
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Fig. 9.2 



 

9.3. Calculul de rezistenţă la 

încovoiere 
 

 Relaţiile deduse mai sus se utilizează 

pentru rezolvarea problemelor de rezistenţa 

materialelor: de verificare, de calculul 

capacităţii de încărcare şi de dimensionare. Rezolvarea acestor probleme se face 

respectând condiţia de rezistenţă 

σmax ≤ σa. Relaţiile pentru calculul de rezistenţă la încovoiere se deduc din relaţia 

(9.8) şi sunt : 

 - de verificare : 
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 - de calculul capacităţii de încărcare : 

 azefcapi WM σ⋅= ,         (9.11) 

 - de dimensionare : 
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 Relaţiile (9.10), (9.11) şi (9.12) se aplică pentru secţiunea cea mai solicitată 

(secţiunea periculoasă). În cazul barelor (grinzilor) de secţiune constantă, aceasta 

corespunde cu secţiunea în care momentul încovoietor este maxim în valoare 

absolută. La barele (grinzile) cu variaţie de secţiune în trepte, se determină pe baza 

diagramei de momente încovoietoare, pentru fiecare segment, câte o secţiune 

periculoasă pentru care se face apoi calculul de rezistenţă. 

 În secţiunea transversală a barei pot exista concentratori de tensiune, care 

modifică distribuţia liniară a tensiunilor după cum este prezentat  în figura 9.3. 

Fig. 9.3 



 

 În aceste cazuri relaţia (9.8) dă numai valoarea tensiunii `nominale`σn, iar 

valoarea tensiunii maxime este funcţie şi de un coeficient de concentrare a tensiunilor 

αk şi se calculează cu relaţia: 
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 Valorile coeficienţilor de concentrare a tensiunilor sunt date în manualele 

inginereşti. Valorile acestor coeficienţi sunt cu atât mai mari cu cât discontinuităţile 

geometrice sunt mai pronunţate. De efectul concentrării tensiunilor trebuie ţinut 

seama  cu precădere în cazul materialelor fragile. 

 

9.4. Forme raţionale de secţiuni pentru încovoiere 
 

 O bară (grindă) rezistă cu atât mai bine, la solicitarea de încovoiere cu cât 

modulul de rezistenţă axial Wz este mai mare. Valoarea modulului de rezistenţă axial 

depinde nu numai de mărimea secţiunii ci şi de forma ei. Forma secţiunii este cu atât 

mai raţională cu cât modulul de rezistenţă are o valoare mai mare pentru un consum 

de material cât mai mic. 

 Altfel spus, o secţiune este cu atât  mai raţională cu cât raportul dintre modulul 

de rezistenţă axial şi aria secţiunii este mai mare. În tab. 9.1 se dau valori ale acestui 

raport pentru câteva forme uzuale de secţiuni.  

 



 

 Din acest tabel rezultă că secţiunile profilelor laminate I şi U, utilizate foarte 

mult la construcţiile metalice, sunt mult mai raţionale decât secţiunile circulare şi 

dreptunghiulare. În cazul acestor profile secţiunea este raţional utilizată întrucât 

majoritatea materialului se află acolo unde tensiunile au valori mari (fig. 9.4) . 

 Aceste profile trebuiesc solicitate de momente încovoietoare ce au direcţia 

axei principale, adică au M = Mz şi Iz = I1 (fig. 9.4). În  caz contrar (când momentul 

acţionează după axa 0y), întrucât momentul de inerţie Iy = I2 = (1/20..1/30) ⋅ Iz, 

capacitatea de rezistentă la încovoiere a profilului este minimă. 

 Secţiunile circulare şi pătrate au module de rezistentă axiale mai mici, deoarece 

se află mult material dispus în apropierea axei neutre, unde tensiunile normale sunt 

mici. Secţiunea circulară prezintă avantajul de a rezista la fel de bine în raport cu 

orice axă centrală şi de aceea este 

utilizată în special la arbori de 

maşini. În  acest caz fortele îsi menţin 

poziţia în spaţiu, în schimb se roteşte 

arborele, care trebuie să reziste la fel în 

orice poziţie. 

 În cazul materialelor care rezistă 

mai bine la compresiune decât la întindere (ex. fonta) sunt mai raţionale acele secţiuni 

care nu prezintă simetrie faţă de axa de încovoiere (exemplu secţiunea T, secţiunea 

trapezoidală fig. 9.5). 

 

 

 

  Bara confecţionată din materiale fragile 

trebuie astfel asezată încât tensiunile cele mai 

mari trebuie să fie la compresiune şi nu la tracţiune. În  acest caz trebuie îndeplinite 

atât condiţiile de rezistentă la tracţiune cât şi cele la compresiune. 

 
Fig. 9.4 

Fig. 9.5 
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 Făcând raportul acestor două relaţii se obţin dimensiunile optime ale secţiunii: 
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 Aplicaţia 9.1  Pentru bara din figura 9.6, care poate fi realizată în 3 variante 

constructive, toate de aceeasi greutate, se cere să se determine sarcina capabilă ce o 

poate  suporta   fiecare  variantă,  dacă  tensiunea  admisibilă  este  σa = 150 MPa  şi  

a = 40 mm. 

 Pentru cele trei cazuri ariile secţiunilor sunt egale, iar modulele de rezistentă 

axiale au valorile: 
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 Din condiţia de rezistenţă: 
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rezultă valoarea forţei pentru cele trei variante constructive: 
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Fig. 9.6 
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 Secţiunea corespunzătoare variantei a treia rezistă cel mai bine la solicitarea de 

încovoiere, varianta este de 3,85 ori mai rezistentă decât varianta întâi. Deci alegând 

judicios forma secţiunii se pot obţine reduceri importante de material. 

  

Aplicaţia  9.2   Să  se  dimensioneze  o  bară  din fontă cu σat = 30 MPa şi  

σac = 90 MPa, de lungime l = 1300 mm şi având secţiunea în formă de T, cu t b
=

9
, 

solicitată de o fortă P=24 kN, (fig.9.7). 

 Rezolvare:  În punctele 1 şi respectiv 2 ale secţiunii tensiunea maximă va 

trebui să fie cel mult egală cu tensiunea admisibilă de întindere şi respectiv cea de 

compresiune. 
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 Ordonatele y1 şi y2 măsurate de la axa neutră (axa care trece prin centrul de 

greutate) rezultă din expresiile:  
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 Din relaţia 9.15 se obţine:  
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 Din această relaţie rezultă:  

 b2 - 6 bh + 9h2 = 0, cu soluţia 

compatibilă cu problema: b = 3h. 

 Cu această soluţie 

dimensiunile secţiunii, exprimate în funcţie de grosimea t, sunt următoarele:  

 b = 9t:  h = 3t:  y1 = t:  y2 = 3t. 

 Momentul de inerţie al secţiunii este:  

 ( ) 4
2323

z t12
2
t)t9(t

12
tt9

2
t3)t3(t

12
)t3(tI =






⋅⋅+

⋅
+






⋅⋅+

⋅
=  

iar modulele de rezistentă axiale sunt:  
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 Din condiţia de rezistentă la încovoiere Mimax = Wz ⋅σa, se obţine grosimea:  
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  Se adoptă:  t = 45 mm:  b = 405 mm:   h = 135 mm. 

 Aplicaţia 9.3 Să se verifice bara din figura 9.8, confecţionată din fontă, cu 

rezistenţa  admisibilă la tracţiune σat = 75 MPa şi rezistenţa admisibilă la 

compresiune σac = 140 MPa. Poziţia axei neutre faţă de baza inferioară este:  
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 Momentul de inerţie axial rezultă: 
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iar modulele de rezistenţă axială sunt:  
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Fig. 9.8 



 

 Prin calculul de verificare (comparare a tensiunilor extreme din punctele (1) şi 

(2) cu ale tensiunilor admisibile), se obţine:  
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 Deci bara rezistă. 
 

9.5. Tensiuni tangenţiale în secţiunile (grinzilor) 

solicitate la încovoiere simplă 
 

 In secţiunea transversală a unei bare (grindă), solicitată la încovoiere simplă 

acţionează eforturile: moment încovoietor şi forţă tăietoare. Bara simplu rezemată, 

încărcată cu forţa transversală P, (fig. 9.9,a), este solicitată la încovoiere simplă. Din 

această bară se izolează un element de lungime dx (fig.9.9,b). În  secţiunile  

transversale iau naştere eforturile T, M şi respectiv T şi M+dM. 

 Se admite că secţiunea barei este simetrică faţă de axa Oy (fig. 9.9c) şi 

constantă pe toată lungimea L. Bara este confecţionată dintr-un material omogen şi 

izotrop care satisface legea lui Hooke. Forţa tăietoare este dirijată în lungul axei Oy.  

 Momentele încovoietoare M şi M + dM vor produce în cele două secţiuni 

tensiunile normale σ, respectiv σ + dσ, distribuţia acestora pe secţiune este dată de 

relaţia lui Navier:  
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şi este prezentată în figura (9.9,d). 



 

 
Fig. 9.9 

  Forţa tăietoare T produce tensiuni tangenţiale. Repartizarea acestora în 

secţiune nu se cunoaşte încă. Tensiunea tangenţială, în dreptul punctelor de pe 

contur trebuie să fie tangentă la contur. Dacă într-un punct de pe contur tensiunea 

tangenţială τ ar avea o direcţie oarecare (fig. 9.9c), atunci acesta s-ar descompune în 

două componente: una τxt tangentă la contur şi alta τxr normală la contur. 

Componentei τxr ar trebui să-i corespundă, conform principiului dualităţii tensiunilor 

tangenţiale, o tensiune τrx situată pe suprafaţa exterioară a barei şi orientată în lungul 

barei. Întrucât bara este solicitată la încovoiere simplă şi nu se aplică barei astfel de 

forţe de frecare, longitudinale, rezultă că cele două componente τrx şi τxr (de pe 

suprafaţa exterioară şi din secţiunea transversală) sunt nule. Rezultă că tensiunea 

tangenţială τ este egală cu componenta τxt (τ = τnt), ceea ce înseamnă că în punctele 

din vecinătatea conturului există numai tensiuni tangenţiale tangente la contur. 



 

 Considerăm o linie BC paralelă cu axa de încovoiere Oz (situată la ordonata y 

de aceasta). Notăm cu A1 aria secţiunii transversale de sub linia BC. Lungimea 

segmentului BC se notează cu b. În punctele B şi C tensiunile tangenţiale τ sunt 

tangente la contur şi pot fi descompuse într-o componentă τxy perpendiculară pe axa 

de încovoiere Oz şi o componentă τxz paralelă cu axa de încovoiere. Conform ipotezei 

lui D.I. Juravski se admite că valorile componentei τxy sunt egale în dreptul 

tuturor punctelor de pe linia BC. 

 Se consideră un plan paralel cu axa barei, care conţine segmentul BC = b. 

Acest plan (BCC’B’) intersectează elementul dx după o suprafaţă dreptunghiulară cu 

dimensiunile b şi dx. Pe partea de sub planul considerat ( sub ordonata y ) acţionează 

atât tensiunile tangenţiale τxy cauzate de acţiunea forţei tăietoare T, cât şi tensiunile 

normale σ şi σ+dσ cauzate de acţiunea momentului încovoietor M în stânga şi 

M+dM în dreapta.  

 Ecuaţia de proiecţii a eforturilor de pe elementul de sub planul BCC’B’ pe axa 

Ox, este:  ∫ ∫ =⋅⋅τ−⋅σ−⋅σ+σ
1A 1A

xy 0dxbdAdA)d(  

şi ţinând seama de relaţiile (9.16), ecuaţia devine: 

  0dxbdAy
I
M

dAy
I

dMM

1A
xy

z

i

1A z

ii =⋅⋅τ+⋅⋅−⋅⋅
+

∫∫ , 

valoarea tensiunii tangenţiale este:  

 ∫ ⋅⋅⋅
⋅

=τ
1A

i

z
xy dAy

dx
dM

Ib
1 . 

Ţinând seama că dM
dx

T=  este forţa tăietoare din secţiune şi y dA Sz
A

⋅ =∫
1

 este 

momentul static al suprafeţei A1, ( de sub linia BC) faţă de axa Oz, se obţine:  

 τ τ τ= = =
⋅
⋅xy yx

z

z

T S
b I

,        (9.17) 

relaţie cunoscută sub numele de formula lui Juravski. 



 

 Din formula lui Juravski rezultă că, valoarea tensiunii tangenţiale dintr-o 

anumită secţiune transversală depinde de valoarea raportului Sz/b, ceea ce înseamnă 

că τxy este o funcţie de ordonata y. Pe marginea inferioară şi superioară a secţiunii 

aceste tensiuni sunt nule pentru că A1 = 0. 

  

9.6.  Variaţia tensiunilor tangenţiale la diferite secţiuni 
 

 a) Secţiunea dreptunghiulară.  

 În acest caz lăţimea b este constantă pe înălţimea secţiunii. Mărimile din 

formula lui Juravski au valorile:  

 I b h
z =

⋅ 3

12
;   A h y b1 2

= − ⋅( ) ;          

  e h y= ⋅ +
1
2 2

( );  

 S A e b h y b h y
hz = ⋅ = ⋅ − =

⋅
⋅ −1

2
2

2

2

2

2 4 8
1 4( ) ( ) .    (9.18)  

 Înlocuind aceste mărimi în relaţia (9.17), se obţine:  
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⋅
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⋅
⋅

=τ  (9.19) 

unde s-a notat cu A = b ⋅h aria secţiunii 

transversale.  

 Relaţia (9.19) arată că tensiunile 

tangenţiale variază parabolic pe înălţimea 

secţiunii. Tensiunea tangenţială maximă rezultă în 

dreptul axei neutre, pentru y = 0 şi are valoarea:  

 τmax =
3
2

T
A

.          (9.20) 
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 Deci, valoarea maximă a tensiunii tangenţiale, în cazul forfecării barelor de 

secţiune dreptunghiulară, este cu 50% mai mare decât valoarea obţinută prin calcul 

convenţional la forfecare. (vezi § 7). 

 b) Secţiune circulară. 

  Se consideră o secţiune circulară de diametru d (fig 9.11). Pentru calculul 

momentului static, se consideră un element de arie dA , de lăţime b şi înălţimea dy, 

aflat la ordonata y.  

 Lăţimea BC a secţiunii A1  este: 

 b d d= ⋅ = ⋅2
2

sin sin ,α α   

iar ordonata   y d
= ⋅

2
cosα ,  

astfel că  

 dy d d= − ⋅ ⋅
2

sinα α . 

Aria elementară rezultă: 

 dA b dy d d= ⋅ = − ⋅ ⋅
2

2

2
sin .α α  

 Momentul static al secţunii A1, de sub 

ordonata  y va fi :  

 

S y dA d d d d
z

A
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−
∫∫ 2 2 12
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1

cos ( sin ) siα α α
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α

 

 Ţinând seama că:  

 A d I d y
dz=

⋅
=

⋅
= − = −

⋅π π
α α

2 4
2 2

2

24 64
1 1 4; ; sin cos , 

rezultă valoarea tensiunii tangenţiale:  

Fig. 9.11 
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 Valoarea tensiunii tangenţiale maxime se obţine ca şi pentru secţiunea 

dreptunghiulară pentru y = 0 şi are valoarea: 

 τ = ⋅
4
3

T
A

.          (9.22) 

 Relaţia (9.21) ne arată că tensiunile tangenţiale variază tot parabolic ca în cazul 

secţiunii dreptunghiulare.  

 

9.7.  Distribuţia tensiunilor tangenţiale τxz 

 

 Aşa cum s-a văzut la punctul 9.5 tensiunea τ poate avea două componente: τxy 

şi τxz. Variaţia tensiunilor tangenţiale τxy s-a analizat, iar pentru câteva secţiuni uzuale 

s-a stabilit şi distribuţia acestora în cadrul § 9.6. 

 Pentru studiul componentei τxz se i-a elemntul de bară de lungime dx, cu 

secţiunea din figura (9.12,a), ce este izolat într-o bară solicitată la încovoiere simplă. 

Prin secţiunea longitudinală 1-1 figura (9.12,a), se separă elemetul 11’2’2 de lungime 

dx, figura (9.12,b), din talpa inferioară, solicitată la încovoiere simplă: T şi M fiind 

pozitive. 



 

 Pe faţa 1-2, de dimensiuni t şi z, rezultanta tensiunilor normale σ = ⋅
M
I

y
z

 va 

fi:  z
zz

S
I
MdAy

I
MdAX ′⋅=⋅⋅=⋅σ= ∫∫ ,      ( 9.23 ) 

unde S’z, reprezintă momentul static al ariei haşurate, ( fig. 9.12a) faţă de axa de 

încovoiere şi are expresia :  

 ′ = ⋅ ⋅ =
⋅

⋅S t z h t h zz
m m

2 2
.       (9.24) 

 Pe faţa 1’2’, conform celor precizate la demonstrarea relaţiei lui Juravski, se 

obţine :  

 z
z

z
z1A z

S
I

dMS
I
MdAy

I
dMMdXX ′⋅+′⋅=⋅⋅

+
=+ ∫  .    ( 9.25) 
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 Pe faţa 1221 acţionează tensiunile tangenţiale τxz considerate constante la 

aceeaşi coordonată z, pe grosimea t. Conform dualităţii tensiunilor tangenţiale pe faţa 

111’1’ vor acţiona tensiunile tangenţiale τzx, constante pe întreaga suprafaţă t⋅dx 

(fig.9.12,b). Din ecuaţia de echilibru a acestui element faţă de axa Ox rezultă:  

 X + τzx ⋅ t ⋅ dx - (X + dx) = 0, 

şi ţinând seama de relaţiile (9.23) şi (9.25) se obţine relaţia lui Juravski pentru 

tensiunile τxz:  

  τ τxz zx
z

z

T S
t I

= =
⋅ ′
⋅

         (9.26) 

 Dacă în relaţia (9.26) se introduce expresia momentului static al unei porţiuni 

din talpă de lăţime z, dată de relaţia (9.24), rezultă expresia: 

 τ τxz zx
m

z

T h
I

z= =
⋅

⋅
2

,         (9.27) 

valabil pentru [ ]b,0z∈ , care arată că tensiunile τxz variază liniar. Sensul acestor 

tensiuni este cel indicat în  figura (9.12,a), unde semnul (+) s-a adoptat pentru τxz 

orientat în  sensul axei 0z. Pentru stabilirea semnelor trebuie reţinută regula că sensul 

lui τxz şi τxy este cel al curgerii unui fluid printr-o conductă. Cum sensul lui τxz pe 

inimă coincide cu sensul lui Tz, sensurile tensiunilor τxz converg către inimă pe una 

din talpi (cea inferioară) şi diverg pe cealaltă (cea superioară). 

 Valoarea cea mai mare, 

   
z

1
z

max
xz I2

bhT ⋅⋅
=τ         (9.28) 

se obţine la marginea inimii (pe linia 33 în  figura 9.12,a). 

 Remarcă. Pe grosimea inimii nu pot să apară tensiuni τxz, deoarece pe 

elementul dx având una din feţe formată dintr-o secţiune longitudinală pe toată 

înălţimea profilului, rezultanta eforturilor normale Y este nulă şi deci nu există 

tensiuni de lunecare τzx. 

 



 

 

9.8. Distribuţia tensiunilor τ la un profil cu o singura axa de simetrie. 

    Centrul de încovoiere-torsiune 
 

 Pentru exemplificare se prezintă profilul din figura (9.13,a). În mod similar ca 

la profilul I, distribuţia tensiunilor τxy se considera numai pe inima şi are aliura din 

figura (9.13,b). Valorile determinate cu relaţia (9.17) sunt:  
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 Tensiunile τxz apar numai pe tălpi, până la contactul acestora cu inima 

profilului şi au variaţii liniare.Valoarea maximă a acestora determinată cu relaţia 

(9.26) şi va fi:  

 
z

'
zmax

xz It
ST
⋅
⋅

=τ .          (9.32) 

 Sensurile tensiunilor τxy şi τxz sunt arătate în  figura (9.13,a). Rezultanta forţelor 

elementare date de tensiunile tangenţiale τxyse aplică pe linia mediană a inimii  

profilului, iar rezultantele forţelor elementare date de tensiunile tangenţiale τxzse 

reduc la două forţe H, egale şi de sens contrar, ce formează un cuplu, aplicate pe 

liniile mediane ale tălpilor (fig.9.13,c). 

 Cele trei forţe se află în  acelaşi plan şi au o rezultantă RT, al cărui punct de 

aplicaţie I, se află pe axa de simetrie Oz. Distanţa dintre I şi rezultanta tensiunilor 

tangenţiale τxy, pe linia mediană a inimii, care determină poziţia centrului de 

încovoiere sau a centrului de încovoiere-răsucire I. Se notează cu “a” distanţa de 

la centrul de încovoiere-răsucire I şi marginea profilului (figura 9.13) şi se determină 



 

din ecuaţia de momente faţă de I. Scriind momentele forţelor RT şi H faţă de centrul 

de încovoiere-răsucire I, care trebuie sa fie nule :  

 ,hH
2
gaT m⋅=





 +⋅         (9.33) 

obţinem distanţa pînă la centrul de încovoiere I:  

 a H
T

h g
m= ⋅ −

2
.          (9.34) 

 Folosind relaţia (9.26) şi introducând valoarea rezultantei H:  

 H b txz= ⋅ ⋅
τmax

,
2

         (9.35) 

se obţine poziţia centrului de încovoiere-răsucire :  
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  a t b
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gxz=
⋅ ⋅
⋅
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τmax
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        (9.36) 

 Punctul I din planul secţiunii transversale în care se aplică rezultanta forţelor 

elementare tangenţiale T din secţiune este denumit centrul de încovoiere-răsucire 

sau centrul de încovoiere. 

 Se observă că atunci când forţele exterioare F trec prin centrul de greutate al 

secţiunii, Rt nu are acelaşi suport cu T şi deci secţiunea este solicitată suplimentar şi 

la răsucire, de momentul dat de RT faţă de centrul de greutate G. 

 Pentru ca secţiunea să fie solicitată numai la încovoiere, trebuie ca forţele 

exterioare F să se găsească intr-un plan longitudinal care să conţină şi punctul I 

(centrul de încovoiere-răsucire). În acest caz RT şi T sunt echilibrate deoarece au 

acelasi suport şi sunt egale. Denumirea de centru de încovoiere-răsucire urmăreşte să 

sugereze fie numai prezenţa încovoierii, fie absenţa răsucirii.   

 Un profil cornier cu aripi egale (fig.9.14,a) pentru a fi solicitat numai la 

încovoiere, după axa Oz, trebuie ca forţele să fie paralele cu Oy şi să treacă prin  

centrul de încovoiere-răsucire I care se afla la intersecţia liniilor mediane ale tălpilor 

(tensiunile tangenţiale τ sunt paralele cu conturul şi se reduc la două forţe care sunt 

 
Fig.9.14 



 

concurente în  I). 

 La profilul din figura (9.14,b), având axa de simetrie Oz, pentru a nu fi supus şi 

la torsiune datorită eforturilor τ produse de T, trebuie ca planul forţelor sa conţină 

centrul de incovoiere-răsucire I. Deoarece tensiunile τxz ce se dezvoltă pe inima 

profilului se pot neglija, forţele tăietoare preluate de elementele 1 şi 2 satisfac relaţia: 

 T1 + T2 = T. 

  Pentru a determina valorile acestora se foloseşte condiţia:  

 1 1

1 2r r
= ,  

care ţine seama de  relaţia (9.5) şi care conduce la:  

 T
T

I
I

z

z

1

2

1

2

= .  

 Din cele două relaţii se stabilesc valorile T1 şi T2 precum şi punctul de aplicaţie 

al rezultantei lor care este centrul de încovoiere-răsucire I a carei poziţie este dată de 

relaţia: 

 a I
I

hz

z
m= ⋅ ⋅2          (9.37) 

  Aplicaţia  9.4 Să se traseze diagramele de variaţie a tensiunilor tangenţiale 

pentru secţiunea din figura  9.15. 

 Mărimile geometrice ale secţiunii necesare sunt :  

 I cmz =
⋅ − ⋅

=
11 16 10 12

12
2315

3 3
3 , 

 S Sz
A

z
D= = 0, 

 S S cmz
B

z
C= = ⋅ ⋅ =11 2 7 154 3 , 

 S S cmz
G

z
B= + ⋅ ⋅ =6 1 3 172 3 . 

  Momentele statice ale tălpilor libere vor fi (cu indice s pentru talpa din stânga: 

cu indice d pentru talpa din dreapta):  



 

 S cmzs
' = ⋅ ⋅ =4 2 7 56 3, 

 S cmzd
' .= ⋅ ⋅ =6 2 7 64 3  

 Pentru solicitarea de răsucire, deoarece forţa T nu trece prin centrul de 

încovoiere-răsucire I, folosind relaţiile pentru caracteristicile geometrice de la profile  

cu pereţi subţiri deschise se obţine:  

  ( )I b t cmt
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 Utilizând relaţia (9.17) se determină tensiunile tangenţiale τxy :  

 τ τxy
A

xy
D= = 0 , 

 
Fig. 9.15 



 

 τ τxy
Bt

xy
Ct z

B

t z

T S
b I

MPa= =
⋅
⋅

= ⋅ ⋅ ⋅
⋅ ⋅

=125 10 154 10
110 2315 10

7 559
3 3

4 , , 

 τ τxy
Bi

xy
Ci z

B

i z

T S
b I

MPa= =
⋅
⋅

= ⋅ ⋅ ⋅
⋅ ⋅

=125 10 154 10
10 2315 10

8315
3 3

4 , , 

 τ xy
G z

G

i z

T S
b I

MPa=
⋅
⋅

= ⋅ ⋅ ⋅
⋅ ⋅

=125 10 172 10
10 2315 10

92 87
3 3

4 , .  

 Reprezentarea acestor tensiuni este dată în  fig. 9.15,b. 

 Tensiunile tangenţiale τxz se determină cu relaţia (9.26) şi vor fi :  

 τxz
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T S
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  Variaţia acestei tensiuni precum şi semnele lor convenţionale sunt prezentate în  

figura (9.15,a).  

 Aceste tensiuni tangenţiale se reduc în  tălpile libere la forţele Hs şi Hd care au 

valorile:  

 H A kNs xz
s

t s= ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ =1
2

1
2

1512 20 40 10 6 0483τmax
, , , , 

 H A kNd xz
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2

1
2
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, , , . 

 Din ecuaţia de momente faţă  de centrul de încovoiere-răsucire I rezultă poziţia 

acesteia: 

 ( )T a g H H hd s m⋅ +

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2
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       Momentul de torsiune ce solicită secţiunea, din cauza forţei tăietoare T care nu 

acţionează în  centrul de încovoiere-răsucire I, va fi:  
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iar tensiunile tangenţiale produse de acest moment sunt:  
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 Diagramele acestor tensiuni sunt redate în  figura (9.15,c). 

 

 

9.9.  Lunecarea longitudinală şi împiedicarea ei 
 

 Se consideră două bare identice suprapuse care au secţiunea transversală  

dreptunghiulară (fig 9.16,a). Ansamblul format din cele două bare simplu rezemate la 
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capete se încarcă cu o forţă transversală P. După cum barele sunt imbinate sau nu 

(prin pene, nituri, şuruburi, etc) pot să apară doua stări distincte de tensiune: 

 a) Barele nu sunt imbinate, astfel că ele se deformează independent una faţă 

de cealaltă. Dacă forţa de frecare, dintre cele două bare, este mică şi se poate neglija, 

atunci cele două suprafeţe în contact alunecă una faţă de cealaltă. Fenomenul se 

numeşte lunecare longitudinală şi este cauzat de alungirea, prin încovoiere, a 

fibrelor de jos ale barei superioare 1 şi scurtarea fibrelor de sus ale barei inferioare 2. 

Considerând că cele două bare se deformează identic, momentul încovoietor capabil 

al sistemelor de bare neîmbinate este: 

 M W b h
cap a z= ⋅ ⋅ =

⋅2
3

2

σ .  

 b) Barele sunt îmbinate, astfel că ele lucrează ca o singură bară compusă 

solicitată la încovoiere. În acest caz îmbinările împiedică lunecarea longitudinală (fig 

.9.16,c). Bara compusă rigidizată este mai rezistentă decât ansamblul celor două bare 

nerigidizate şi în acest caz momentul încovoietor capabil este: 

 ( ) .
3

hb2
6

h2bWM
2

a

2

azacap
⋅

σ=
⋅

⋅σ=⋅σ=  

 Rezultă că, prin utilizarea barelor suprapuse, ce au lunecarea longitudinală 

impiedicată, se obţin bare mai rezistente. În tehnică se utilizează frecvent bare 

compuse (cu inima plină, realizate prin sudură, 

nituire, etc.). În funcţie de mărimea 

momentului încovoietor, pentru construcţiile 

metalice se adoptă, de obicei, următoarele 

soluţii: 

- se utilizează profile laminate pentru 

momente încovoietoare relativ mici  

( [ ] )I sau : 

- se utilizează bare compuse din platbenzi şi profile laminate pentru valori 

intermediare ale momentului încovoietor (fig.9.17,a): 
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- se utilizează grinzi cu zăbrele pentru momente încovoietoare foarte mari 

(fig.9.17,b). 

Calculul barelor cu secţiuni transversale compuse presupune rezolvarea a două 

probleme de rezistenţă: 

 a) Dimensionarea secţiunii barei numai la încovoiere pură, astfel ca bara 

compusă să reziste la momentul încovoietor maxim (de obicei se adoptă forma şi 

dimensiunile secţiunii transversale şi apoi se verifică). 

 b) Dimensionarea îmbinării dintre elementele compuse, astfel încât să se 

asigure rezistenţa îmbinărilor la lunecare longitudinală. Pentru a face calculul de 

rezistenţă al elementelor de îmbinare se consideră bara compusă din două elemente 

identice (fig.9.16). Lunecarea relativă a celor două elemente suprapuse, în planul AB, 

este datorată tensiunilor tangenţiale, ce apar în acest plan. Forţa produsă de tensiunile 

tangenţiale τyx, pe o distanţă elementară dx, numită forţa de lunecare elementară 

este: 

 dxbdN yxL ⋅⋅τ= , 

unde: 

 τyx rezultă din relaţia lui Juravski (9.17), iar b este lăţimea barei în planul de 

lunecare.  Înlocuind valoarea lui τyx se obţine: 
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 Pe o lungime L de bară, forţa de lunecare este: 
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 Dacă bara are secţiunea constantă: 
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L I

S
dxT

I
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unde: 

 ∫ ⋅=Ω
L

dxT , este suprafaţa diagramei forţei tăietoare de pe lungimea L. 



 

 Pentru orice secţiune compusă din mai multe elemente se pune totdeauna 

problema lunecării longitudinale şi a împiedicării ei. La barele din lemn împiedicarea 

lunecării longitudinale se poate realiza prin pene transversale (fig.9.16,c) sau prin 

încleiere. La barele metalice se pot realiza secţiuni compuse împiedicând lunecarea 

longitudinală prin nituire, sudură sau prin şuruburi (fig. 9.18). 

 Calculul de rezistenţă al îmbinărilor, se face din condiţia ca rezistenţa 

elementelor de îmbinare să fie mai mare sau cel mult egală cu forţa de lunecare 

longitudinală L[ NR ≥ , astfel: 

 a) Pentru îmbinări cu pene transversale (fig.9.16,c): 

 
eLa Ncb ≥⋅⋅τ ,         (9.39) 

unde s-a notat cu:    

- τa  tensiunea admisibilă pentru materialul penelor: 

- c   lăţimea penelor utilizate la îmbinarea barelor: 

- b   lăţimea barei în secţiunea de lunecare: 

- NLe forţa de lunecare longitudinală corespunzatoare distanţei e dintre două 

pene. 

 Din relaţia de sus se calculează pasul e, la care se vor monta penele (dacă au 

fost alese în prealabil dimensiunile acestora, sau lăţimea penelor dacă s-a ales pasul e, 

în prealabil, cu ajutorul relaţiei: 

 ∫ ⋅⋅≥⋅⋅τ
ez

z
a dxT

I
S

eb .        (9.40) 

Fig. 9.18 



 

 b) Pentru cazul îmbinărilor cu şuruburi sau nituri (fig.9.17,a) relaţia (9.37) 

devine: 

 ∫ ⋅⋅≥
⋅π

⋅⋅τ⋅
Lz

z
2

a dxT
I
S

4
din ,       (9.41) 

relaţie din care se obţine diametrul d (diametrul interior al şuruburilor sau diametrul 

niturilor dacă s-a ales pasul) sau se obţine pasul la care se vor monta şuruburile, 

respectiv niturile dacă se alege în prealabil diametrul (n, este numărul de nituri din 

secţiunea considerată, iar i este numărul de planuri de forfecare pentru nituri sau 

şuruburi). 

 c) Pentru îmbinari sudate, relaţia de calcul este: 

  ∫ ⋅⋅≥⋅⋅⋅τ
Lz

z
a dxT

I
S

Lai ,      (9.42) 

 unde:  

  - a  este grosimea sudurii: 

  -  τas  este tensiunea admisibilă pentru cordonul de sudură: 

  -   i   numarul de cordoane de sudură din secţiunea considerată. 

  Grosimea cordonului de sudură va fi: 

  ∫ ⋅
⋅⋅τ

≥
Lzas

z dxT
LI2

S
a .       (9.43)     

 Pentru cazul în care grosimea cordonului de sudură rezultă mult mai mic decât 

grosimea sudurii standardizate (care este în funcţie de grosimea minimă a 

platbandelor de sudat) se adoptă sudura pe porţiuni (fig.9.18.c) şi relaţia (9.37) 

devine: ∫ ⋅⋅≥⋅⋅τ
ez

z
sas dxT

I
S

La2 . 

 În această relaţie se înlocuieşte a cu grosimea sudurii standardizate şi se obţine 

lungimea sudurii necesare Lsnec. Pasul e la care se execută: la lungimea sudurii 

calculată Lsnec , se adaugă de două ori grosimea sudurii, deoarece începutul şi sfârşitul 

sudurii nu au aceleaşi caracteristici mecanice ca cele teoretice luate în calcul. 



 

 L L as s nec= +, 2 .         (9.45) 

 Aplicaţia 9.15.   Să se determine sarcina maximă care poate să o suporte bara 

din fig.9.19, ţinând seama numai de solicitarea de încovoiere dacă σa= 150 MPa  şi să 

se dimensioneze sudura dacă  τas=100 MPa. 

 Momentul de inerţie axial este: 

I cmz =
⋅

−
⋅

=
40 84

12
37 5 80

12
375680

3 3
4, iar modulul de rezistenţă axial: 

W I
y

cmz
z= = =

max

375680
42

8945 3 , 

 Momentul static al unei tălpi care poate luneca va fi: 

 S cmz = ⋅ ⋅ =40 2 41 3280 3. 

 Sarcina capabilă este: 

   

q W
L

N
mmcap

z a=
⋅

= ⋅ ⋅ ⋅ =
8 8 8945 10 150

2500
17172

3

2

σ

. 

 Se adoptă:   q=1700 kN/m. 

 Pentru calculul îmbinării sudate se 

aplică relaţia (9.37) şi se obţine: 
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 Deoarece grosimea cusăturii a, reieşită din calcul este mult mai mică decât cea 

corespunzatoare din STAS (a=10 mm) se adoptă a =10 mm şi pasul e = 1250 mm şi 

se face calculul pentru sudura pe porţiuni (relaţia 9.30): 

 
Fig. 9.19 



 

 2τ as s
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z e

a L S
I

T dx⋅ ⋅ ≥ ⋅ ⋅∫ , 

 2 1
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z

z
a L S

I
q L L
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iar lungimea sudurii va fi: 

   L S
I

q L mmsnec
z

as z
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⋅ ⋅ ⋅
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 Se  adoptă  sudura  pe  porţiuni  cu pasul e = 1250 mm şi lungimea cusăturii 

Ls= Lsnec + 2a = 600 mm (fig.9.19). 

 Aplicaţia 9.6 Să se traseze diagramele de variaţie a tensiunilor în secţiunea 

periculoasă  pentru  bara  din  figura  9.20  şi  să  se dimensioneze sudura ştiind că 

τas= 80 MPa.  

 Marimile geometrice ale secţiunii sunt: 

 I cmz =
⋅

−
⋅

=
6 9 6

12
5 4 8

12
212

3 3
4, , , 

 W I
y
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,212
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44 17 3 , 

 Sz1 = 0 , 

 
Fig. 9.20



 

 S S cmz z2 3
36 0 8 4 4 2112= = ⋅ ⋅ =, , , , 

 S S cmzG z= + ⋅ ⋅ =3
34 0 6 2 25 92, , , 
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' , , , ,= ⋅ ⋅ =2 7 0 8 4 4 9 504 3. 

 Tensiunile pentru  secţiunea din încastrare sunt: 
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iar variaţia lor este redată în figura (9.20,b).  

 Dimensionarea sudurii se face cu relaţia (9.37) şi  se obtine: 

 a S
I L

T dx T S
I

mmz

z as

z

z asl

≥
⋅ ⋅ ⋅

⋅ ⋅ =
⋅

⋅ ⋅
=

⋅ ⋅ ⋅
⋅ ⋅ ⋅

=∫2 2
24 10 10 2112

2 212 10 80
1 494

3 3

4τ τ
, , . 

 Deoarece grosimea sudurii este mult mai mică decât cea standardizată 

( a mm= 6 ), se dimensionează sudura pe porţiuni alegând pasul e = L/2 = 125 mm, cu 

relaţia (9.30): 

  2 2⋅ ⋅ ⋅ ≥ ⋅ ⋅∫τas s
z

z e

a L S
I

T dx  

sau 
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 Se adoptă  Ls =Lsnec+ 2a = 43 mm. 

 Deci, pentru  bara dată se fac două cusături la capete  de  Ls = 43 mm. 

 

9.10  Bare  de  egală  rezistenţă  solicitate  la  încovoiere  simplă 
 

 În general barele se dimensionează la încovoiere pe baza momentului 

încovoietor maxim, utilizându-se bare prismatice (de secţiune constantă pe toată 

lungimea barei). Folosirea barelor prismatice (de secţiune constantă pe toată lungimea 

barei), se recomandă pentru încărcări complicate, cu multe sarcini pentru care rezultă 

o diagramă de momente cu mai multe valori extreme ce nu diferă mult între ele. 

 Dimensionarea raţională a barelor solicitate la încovoiere se face astfel ca 

tensiunea maximă din orice secţiune a barei să fie egală cu rezisţenţa admisibilă. 

Astfel  de bare poartă denumirea de bare de egală rezistenţă la încovoiere. Mai jos 

se analizează două exemple de asemenea bare. 

 

9.10.1. Bare cu secţiunea circulară 
 

 Se consideră o bară simplu rezemată solicitată de o forţă concentrată  P 

(fig.9.21,a). Momentul încovoietor variază liniar având valoarea maximă în dreptul 

forţei concentrate (fig.9.21,b), iar într-o secţiune oarecare  este dat de relaţia:  

 M P b
L

x=
⋅

⋅ . 

 Din condiţia de egală rezistenţă  la  încovoiere: 



 

 a
z

max W
M

σ==σ ,    

 rezultă:   

 W M
znec

i

a

=
σ

 , 

sau  ţinând seama de secţiunea circulară şi de 

expresia momentului: 

 3

a L
xbP32d

⋅σ⋅π
⋅⋅⋅

= ,  (9.46) 

ceea ce ne dă legea de variaţie a diametrului 

în lungul barei, care este o variaţie după o 

curbă de gradul trei (fig.9.21.c) şi care are 

diametrul maxim: 

 3

a
max L

baP32d
⋅σ⋅π
⋅⋅⋅

= . (9.47) 

  

 

 

În practică nu pot fi  realizate  astfel de 

bare (arbori) în condiţii de eficienţă şi ca 

atare se adoptă soluţia barei cu mai multe tronsoane, de diametre diferite (fig.9.21,d). 

 Pentru calculul  diametrelor minime necesare la capetele barei (care din legea 

de variaţie ar fi zero), se dimensionează la forfecare: 

 A T
nec

a

= ⋅
4
3 τ

, 

de unde rezultă: 

 d P b
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a
1

16
3

=
⋅ ⋅
⋅ ⋅π τ

,        (9.48,a) 
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 şi  d P a
Lnec

a
2

16
3

=
⋅ ⋅
⋅ ⋅π τ

.        (9.48,b) 

 Pentru alte moduri de încărcare, legea de variaţie a diametrului barei este dată 

de relaţia: 

 π
σ

⋅
=

d Mi

a

3

32
, 

sau: 

 d Mi

a

=
⋅
⋅

32
3
π σ

 .         (9.49) 

 

9.10.2.  Bare de secţiune dreptunghiulară 
 

 Barele de secţiune dreptunghiulară de egală  rezistenţă la încovoiere se execută 

menţinând constantă una din dimensiunile secţiunii: 

       Se consideră o bară în consolă încărcată cu o sarcină P (fig.9.22,a). Momentul 

încovoietor într-o secţiune oarecare la abscisa x este:   M = - P ⋅ x. Modulul de 

rezistenţă al secţiunii dreptunghiulare este: 

W b h
z =

⋅ 2

6
  . 

 Punând condiţia de egală rezistenţă pentru 

orice secţiune x: 

 σ σmax = =
M
W

i

z
a , 

se obţine:  b h Mi

a

⋅ =
2

6 σ
. 

  

 

 
 

Fig. 9.22 



 

Dacă se  menţine constantă lăţimea b, atunci înălţimea h, a secţiunii  rezultă  

din relaţia: 

  h P x
b a

=
⋅
⋅ σ

 .         (9.50) 

 Deci, în acest  caz bara trebuie sa aibă înălţimea după o variaţie parabolică 

(fig.9.22.b). 

       Dacă se menţine constantă înălţimea h, rezultă: 

 b P x
h a

=
⋅ ⋅
⋅

6
2 σ

,         (9.51) 

iar bara trebuie să aibă lăţimea variabilă liniar (formă triunghiulară, fig.9.22,c). În 

practică, o astfel de bară se realizează din fâşii de lăţime b0 care se pun una peste alta, 

rezultând bara cunoscută sub numele de arcul în foi. 

 Lăţimea bo se calculează din condiţia de rezistenţă la forfecare a capătului 

barei: 

 A T
nec

a

= ⋅
3
2 τ

  sau b T
ha

0
3
2

= ⋅
⋅τ

. 

 

 

9.11.  Încovoierea oblică 
 

 Solicitarea produsă de forţe care se află  într-un  plan longitudinal central, dar 

nu principal de inerţie, se numeşte încovoiere oblică (fig.9.23). 

 Se consideră o secţiune transversală oarecare 

dintr-o bară (grindă) solicitată la încovoiere  oblică şi se 

raportează la axele ei principale de  inertie  0y şi 0z 

(fig.9.24). Momentul încovoietor poate fi reprezentat 

printr-un vector înclinat cu unghiul α faţă de una din 

axele principale de inerţie a secţiunii transversale. 

 
Fig. 9.23 



 

 În cazul încovoierii oblice este recomandabil să se traseze o singură diagramă 

de momente încovoietoare, cea corespunzătoare forţelor aplicate. Momentul 

încovoietor calculat formează  acelaşi unghi α cu o axa principală ca şi planul forţelor 

cu cealaltă axă principală centrală de inerţie.                                 

 Relaţia lui Navier nu poate fi aplicată direct deoarece momentul încovoietor 

este dirijat după o direcţie oarecare şi nu se realizează cea de a doua ecuaţie de 

echivalenţă (9.3). Ca urmare este necesară descompunerea momentului încovoietor în 

componente orientate  în lungul axelor principale centrale de inerţie. 

 α⋅= cosMM z   şi   α⋅= sinMM y . 

 Relaţia lui Navier este aplicabilă faţă de aceste componente şi în dreptul unui 

punct oarecare M, de coordonate y şi z, de pe suprafaţa transversală a secţiunii, 

fiecare componentă a momentului încovoietor produce câte o tensiune normală: σ1 şi 

σ2. Pentru momentul încovoietor admis în primul cadran al secţiunii transversale 

tensiunile sunt de semne contrare şi anume: 

      σ , = ⋅
M
I

yz

z

, σ ,, = − ⋅
M
I

zy

y

. 

 În figura 9.24 se arată 

modul de distribuţie al acestor 

tensiuni şi se observă că în două 

cadrane tensiunile σ’ şi σ’’ au 

acelaşi semn, iar în celelalte două 

au semne contrare. Tensiunea 

totală din dreptul unui punct  

oarecare M se obţine prin 

însumarea algebrică a tensiunilor: 

 

σ σ σ= + = ⋅ − ⋅' " M
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y
M
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y

Fig. 9.24 



 

.       (9.52) 

 În funcţie de semnul coordonatelor punctului M, componentele tensiunilor σ’ şi 

σ’’ vor rezulta pozitive sau negative. Punctul cel mai solicitat se află în cadranul în 

care cele două componente au acelaşi semn. Prin anularea expresiei de sus se obţine 

ecuaţia axei neutre: 

M
I

y
M
I

zz

z

y

y

⋅ − ⋅ = 0 .         (9.53) 

 Se observă că axa neutră este o dreaptă centrală înclinată faţă de axa 0z cu un 

unghi β dat de relaţia: 
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tgy
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y

β α= = ⋅ = ⋅ .        (9.54) 

 Axa neutră este o dreaptă ce este înclinată cu unghiul β faţă de axa 0z şi de 

obicei nu coincide cu suportul vectorului moment. În caz particular, când Iz=Iy, atunci 

rezultă β = α  şi deci axa neutră coincide cu suportul vectorului moment. 

 Aplicaţia 9.7 Să se determine sarcina capabilă să o suporte o bară simplu 

rezemată, confecţionată dintr-un profil I 20 (fig.9.25) dacă rezistenţa admisibilă a 

materialului este σa=150 MPa.  

 Rezolvare:  Profilul este solicitat la încovoiere oblică de un moment 

încovoietor maxim   M p L
max =

⋅ 2

8
, ce 

se descompune în lungul axelor centrale 

principale de inerţie ale secţiunii în: 

M M p L
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⋅
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2

8
20o    şi  

M M p L
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⋅
⋅sin sinα

2

8
20o . 
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Profilul rezistă dacă este indeplinită condiţia:  

 σ σmax = + ≤
M
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M
W
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z

y

y
a . 

 Înlocuind valorile momentelor cu expresiile de mai sus se obţine: 
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 unde s-a înlocuit: W cmz = 214 3şi W cmy = 26 3  din anexa nr. 9.  

 Se adoptă   p kN mcap = 11 / . 

 Deoarece s-a ales o valoare mai mare decât  cea calculată se face calculul de 

verificare: 
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deci valoarea adoptată este bună, bara rezistă. 

 

9.12.  Încovoierea strâmbă 
 

 Solicitarea de încovoiere produsă de forţe aplicate în plane longitudinale 

diferite se numeşte încovoiere strâmbă. În acest caz se determină momentele 

încovoietoare Mz şi My, după descompunerea forţelor aplicate, în componente situate 

în cele două plane principale de inerţie ale barei (grinzii). 

 Pentru secţiunea (sau secţiunile periculoase) se face calculul de rezistenţă 

asemănător cu cel de la încovoierea oblică. 



 

 Aplicaţia 9.8 Să se dimensioneze bara din figura 9.26  ştiind că σa = 150 MPa. 

  Rezolvare: Se descompun forţele după direcţiile axelor 0y şi 0z şi se trasează 

diagramele de momente în cele două plane principale centrale de inerţie Mz şi My. Se 

observă că momentul încovoietor maxim este în încastrare,  respectiv: 

 M M M kNmi iz iymax , , ,= + = + =2 2 2 22 419 3 45 4 213 . 

 Din condiţia de rezistenţă: 
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Se adoptă: a = 45 mm. 

 

 

 
Fig .9.26 



 

9.13.Tensiuni în bare curbe plane 
 

  În cadrul acestui paragraf se vor studia deformaţiile şi tensiunile în bare curbe 

plane de mare curbură. În acest caz axa barei este conţinută într-un plan şi raza de 

curbură este mică. Se vor avea în vedere numai barele curbe plane, de curbură 

constantă (circulare) cu secţiunea simetrică faţă de planul forţelor. Sarcinile ce 

acţionează asupra barei sunt conţinute în planul de simetrie al secţiunii transversale a 

barei. 

 

9.13.1  Tensiuni şi deformaţii 
 

 În bara curbă plană, acţionată 

de sarcini conţinute în planul barei, 

se produc eforturile N, T şi M (fig. 

9.27,a). Momentul încovoietor 

produce cele mai importante efecte 

(tensiuni şi deformaţii), apoi forţa 

normală. Tensiunile produse de 

forţa tăietoare se pot calcula cu 

formula lui Jurawski: τxy
z

z

T S
b I

=
⋅
⋅

,  

şi au distribuţia studiată la 

încovoierea simplă. În cele mai 

multe cazuri tensiunile tangenţiale 

maxime sunt mici în comparaţie cu 

cele normale şi  ca atare se 

neglijează. 

 Forţa axială produce în 

 
Fig. 9.27 



 

secţiunea  barei tensiuni ce se consideră  uniform repartizate şi  se determină cu 

formula:  σ =
N
A

, cunoscută de la solicitări axiale. 

 Momentul încovoietor produce în secţiunea barei tensiuni normale. În cazul 

barelor de mică curbură, variaţia acestora nu diferă de cea dată de formula lui Navier 

(de la barele drepte). Totuşi, când raza de curbură este mai mare de 5 ori faţă de 

înălţimea secţiunii transversale, diferenţa dintre tensiunile calculate cu formula lui 

Navier şi cele calculate cu formula dedusă mai jos este mică. De aceea, când R h> ⋅5  

se admite că tensiunile normale au distribuţia dată de formula lui Navier, σ = ⋅
M
I

yi

z

. 

  Dacă bara  este de mare curbură  (R < 5⋅h)  este necesar să se stabilească o 

nouă relaţie pentru tensiunile normale. În acest scop se consideră elementul de bară 

din figura  (9.27,b). Pe acesta se definesc elementele geometrice specifice. 

 Sub acţiunea  momentului încovoietor se admite valabilă ipoteza lui Bernoulli 

(a secţiunilor plane) şi deci secţiunea plană 1’2’ se roteşte cu unghiul ∆dϕ  în nouă 

poziţie, rămanând tot plană. 

Din toate fibrele din planul axei barei numai fibra  00’ îsi păstrează lungimea iniţială, 

ds = r ⋅ dϕ; fibrele inferioare se alungesc, iar cele superioare se scurtează. Această 

fibră (00’) se numeste axa neutră. O fibră AA’, aflată la ordonata y în raport cu axa 

neutră se va alungi cu: 

 ϕ∆⋅=∆= dyds''A'A . 

 Alungirea specifică a fibrei este: 

 ( ) ϕ
ϕ∆

⋅
−

==ε
d
d

yr
y

'AA
''A'A        

 Tensiunea normală, în dreptul fibrei A’A’’, conform legii lui Hooke va fi: 

 ( ) E
d
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yE ⋅

ϕ
ϕ∆

⋅
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=⋅ε=σ .       (9.55) 



 

 Întrucât mărimile dϕ , ∆dϕ  şi E sunt constante (pentru secţiunea transversală 

şi pentru material), din relaţia (9.55) rezultă că tensiunile normale variază hiperbolic 

pe înălţimea secţiunii. 

 În condiţia când în secţiunea transversală acţionează numai momentul 

înconvoietor (încovoiere pură), ecuaţiile de echivalenţă pentru secţiunea din 0 şi 

respectiv 0’ sunt: 

 ∫ =⋅σ
A

0dA   şi  ( ) MdAy
A

=⋅σ⋅∫ .      (9.55,a) 

 Înlocuind pe σ din relaţia (9.55) în prima ecuaţie se obţine: 
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respectiv:  
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relaţie ce precizează poziţia axei neutre. 

 Înlocuind pe σ în a doua relaţie (9.55,a) rezultă: 
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  Prima integrală, din paranteză este nulă conform relaţiei (9.56) iar a doua este 

momentul static al întregii secţiuni faţă de axa neutră (axă normală în 0 pe 0y). Deci: 

 ∫ =⋅=⋅
A

z ,SAedAy   

în care e = - y, este excentricitatea axei neutre 00’ faţă de axa barei GG’. 

 Drept urmare: 

 eA
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 Ţinând seama de aceasta în relaţia (9.55) se obţine ecuaţia tensiunilor normale 

pentru barele de mare curbură solicitate la încovoiere pură: 
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y
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⋅
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=σ ,         (9.57) 

care este ecuaţia unei hiperbole. 

 Tensiunile maxime din fibrele extreme (1 -pe fibra interioară şi 2 -pe fibra 

exterioară)  rezultă  prin  particularizarea relaţiei (9.57): y = y1, r - y = r - y1= R1 şi 

respectiv y = - y2  şi r - y = r + y2 = R2 astfel că:  
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 Dacă în secţiunea barei acţionează atât momentul încovoietor cât şi forţa 

normală variaţia tensiunilor normale pe secţiune rezultă din suprapunerea efectelor 

date de relaţiile (6.1) şi (9.57), adică: 
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iar tensiunile extreme, din  fibra interioară şi exterioară, sunt date de relaţiile: 
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9.13.2.  Poziţia axei neutre 
 

 La barele curbe fibra neutră nu coincide cu axa barei, ci totdeauna este către 

interiorul acesteia, la distanţa e de axa barei. Fibra neutră este definită prin raza r, 

sau prin excentricitatea e. Între raza de curbură a barei R, raza fibrei neutre r şi 

excentricitatea e, există relaţia: 

 r = R - e  sau e = R - r.        (9.60) 



 

 Folosind schimbarea de variabilă v = r - y, respectiv y = r - v şi înlocuind în 

relaţia (9.56) se obţine: 
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 Din aceasta rezultă ecuaţia axei neutre: 
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 Pentru calculul razei r se ia un element de arie dA = b ⋅ dy paralel cu axa 0z. 

Aria ce variază se exprimă funcţie de mărimea v. Astfel pentru secţiunile din figura 

9.28 se obţin formulele: 

  

- pentru secţiunea dreptunghiulară: 
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 - pentru secţiunea circulară: 
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Fig.9.28 



 

 - pentru secţiunea trapez isoscel: 
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 - pentru secţiunea dublu T: 

 ∑
= +⋅

⋅
=

⋅+⋅+⋅

⋅+⋅+⋅
=

n

1i

i

1i
i

ii

3

4
3

2

3
2

1

2
1

332211

R
R

lnb

hb

R
R

lnb
R
R

lnb
R
R

lnb

hbhbhb
r .  (9.65) 

 Se poate obţine o formulă aproximativă pentru determinarea poziţiei axei 

neutre dacă se  face o nouă schimbare de variabilă v = R - yc, integrala de la numitor 

devine: 
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în care yG este ordonata unui punct al secţiunii faţă de axa centrală ce trece prin 

punctul G. 

 Dezvoltând în serie expresia de sub integrală vom obţine: 
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 Dacă  se iau primii termeni ai seriei, integrala devine: 
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 Termenul al doilea reprezintă momentul static al secţiunii faţă de axa centrală 

şi este nul. Înlocuind în formula lui r, rezultă: 
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 Excentricitatea axei neutre se obţine: 
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 Întrucât valoarea momentului de inerţie axial faţă de axa centrală Izc, este 
neglijabil faţă de valoarea A⋅R2, expresia excentricităţii va fi: 

 e I
A R

zc≅
⋅

.          (9.66) 

 Aplicaţia 9.9  Să se traseze diagramele de variaţie a tensiunilor pentru 

secţiunea periculoasă a barei curbe din figura 9.29, dacă: h1=150 mm: h2=200 mm: 

h3=150 mm: b1=300mm: b2=100 mm: b3=200 mm. 

Rezolvare: Din figură se obţin R1 = 100 mm: R2 = 250 mm: R3 = 450 mm: 

R4=600 mm. 

 Ordonata centrului de greutate este: 

 
Fig. 9.29 
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iar mărimile geometrice ale secţiunii sunt: 
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 R R y cmG= + + =1 7 5 32 24, , , 

 y r R cm1 1 24 28 10 14 28= − = − =, , , 

 y R r cm2 4 60 24 28 35 72= − = − =, , . 

 Tensiunile în punctele extreme ale secţiunii periculoase sunt: 
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iar variaţia acestora este dată în figura 9.29, trasate prin suprapunere de efecte. 

 Aplicaţia 9.10  Să se determine forţa capabilă să o suporte bara curbă din 

figura 9.30 pentru R=300 mm şi σa=150 MPa. 

 Rezolvare: Mărimile geometrice ale secţiunii 

sunt: 
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Fig. 9.30 



 

 r R e cm= − = − =30 0 12 29 88, , , 

 R R cm1 3 27= − = , 

 R R cm2 3 33= + = , 

 y r R cm1 1 29 88 27 2 88= − = − =, , , y R r cm2 2 33 29 88 312= − = − =, , . 

 Din relaţia: 

 σa
iN

A
M

A e
y
R

P
A

P R
A e

y
R

≥ +
⋅
⋅ = +

⋅
⋅

⋅1

1

1

1

2 , 

se obţine sarcina capabilă : 
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 Se aoptă: Pcap= 11 kN. 

 

9.14. Încovoierea barelor (grinzilor) de secţiune neomogenă 
 

 Se consideră o bară dreaptă cu secţiune transversală constantă, neomogenă 

formată din mai multe straturi din materiale 

diferite (spre exempulu o bară din lemn întărită 

cu o platbandă din oţel figura 9.31). Bara este 

solicitată la încovoiere pură şi pentru a deduce 

relaţiile de calcul se admit următoarele ipoteze: 

-  elementele barei sunt rigidizate înte ele şi 

lucrează ca un tot unitar la încovoiere, 

-  materialele barei satisfac legea lui Hooke, sarcinile aplicate se află întru-un 

singur plan, care este totodată şi plan de simetrie al barei, 

-  prin încovoiere se realizează ipoteza lui Bernoulli cu privire la secţiunile 

transversale plane. 

Fig. 9.31 



 

  Din bară se izolează un element oarecare de lungime dx (fig.9.32,a) şi se 

ataşează un sistem de referinţă triortogonal drept, considerând cazul a două materiale, 

fară a elimina astfel generalizarea problemei. Prin deformarea elementului sub 

acţiunea momentului încovoietor M, cele două secţiuni marginale se rotesc 

(fig.9.32,c). Se notează cu r, distanţa de la centrul de curbură la axa neutră, a cărei 

poziţie urmează să fie determinată. 

  Se consideră câte o fibră oarecare în fiecare material la ordonatele y1 şi 

respectiv y2, de axa neutră. Prin solicitarea la încovoiere aceste fibre se alungesc. 

Considerând secţiunile transversale plane şi după deformare, conform ipotezei lui 

Bernoulli se obţine: 
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            Pe baza legii lui Hooke, alungirilor specifice ε, le corespund tensiunile 

normale σ: 

 
Fig. 9.32 



 

 σ ε1 1 1 1
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r
şi  σ ε2 2 2 2
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.    (9.67) 

 Rezultă că, tensiunile normale pe fiecare zonă a secţiunii transversale 

sunt proportionale cu distanţa de la axa neutră, factorul de proporţionalitate fiind 

funcţie de modulul de elasticitate longitudinal al materialului. În figura (9.32,d) sunt 

prezentate diagramele de variaţie a tensiunilor. Dacă modulul de elasticitate 

longitudinal,  este  mare  şi  tensiunile  sunt  mari şi invers. 

 În figură  s-a considerat E1 > E2. 

 Scriind ecuaţiile de echivalenţă se obţine: 

 ∫ ∫∫ =⋅⋅σ=⋅⋅σ=⋅σ
A AA

MdAy;0dAz;0dA .     (9.68) 

Aceste integrale se aplică pe cele două zone ale secţiunii transversale. 

 Din prima integrală se obtine: 
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 În cazul general al mai multor materiale se poate scrie: 
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unde s-a notat cu ∫ ⋅=
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ii dAyS  momentul static, al unei suprafeţe oarecare, faţă de 

axa neutră. Relaţia (9.69) determină poziţia axei neutre. Dacă se notează cu e1, e2,..en, 

distanţele de la o dreaptă arbitrară de referinţă la centrele de greutate ale suprafeţelor 

de arie A1, A2, ..An, atunci din (9.69) rezultă: 
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 Ecuaţia a doua (9.68) este satisfăcută deoarece s-a facut ipoteza că axa Oy este 

axa de simetrie a secţiunii transversale. 



 

 Din relaţia a treia (9.68) se obţine: 
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 sau pentru cazul general: 

 
∑
=

⋅
= n

1i
ii IE

M
r
1 .         (9.71) 

unde: Ii este momentul de inerţie al unei suprafeţe oarecare i, faţă de axa neutră. 

 Numitorul ∑
=

⋅
n

1i
ii IE , constituie rigiditatea la încovoiere a barelor de secţiune 

neomogenă. 

 Prin înlocuirea în relaţiile (9.67) se obţin expresiile tensiunilor: 
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 Dacă se consideră drept module de rezistenţă ale secţiunii neomogene 

rapoartele: 
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atunci tensiunile maxime se pot calcula cu relaţia lui Navier: 
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  Pentru aplicarea acestor relaţii trebuie determinată în prealabil poziţia axei 

neutre cu relaţia (9.70). 

  

Aplicaţia 9.11 Să se determine sarcina capabilă să o suporte bara din figura 

9.33 şi pentru aceasta să se traseze diagrama de variaţie a tensiunilor pe secţiunea 

periculoasă. Bara este confecţionată din lemn cuσaL MPa= 20 , E GPaL = 12  întărită 

cu o platbandă de oţel cu σaOL MPa= 150  şi E GPaOL = 210 . 



 

 Poziţia axei neutre va fi: 
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Rigiditatea barei la încovoiere este: 
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 Din relaţia 9.73 rezultă: 
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 Se adoptăP kNcap = 2 , iar tensiunile pentru secţiunea periculoasă vor fi: 
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Fig. 9.33 
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 Variaţia  tensiunilor  pentru  secţiunea  periculoasă  au  fost reprezentate în 

figura 9.33. 

 

9.15.  Calculul de rezistenţă al barelor drepte la încovoiere  

în domeniul plastic 
 

 La toate problemele studiate până acum, la acest capitol, s-a admis că 

materialele (ER) au deformaţii elastice şi satisfac legea lui Hooke. Deci, tensiunile 

maxime au valori mai mici decât tensiunea corespunzatoare limitei de elasticitate a 

materialului. 

 În practică se întâlnesc probleme la care nu poate fi admisă legea lui Hooke, fie 

din cauza depăşirii limitei de proporţionalitate a materialului, prin solicitarea 

produsă, fie din cauza că materialul nu are o caracteristică liniar-elastică. Din 

prima categorie fac parte procesele tehnologice care dau deformaţii permanente iar, în 

a doua categorie se încadrează materialele a căror curbă caracteristică nu are nici o 

porţiune rectilinie.  

 La solicitările în domeniul plastic, nemai fiind valabilă legea lui Hooke, nu 

poate fi aplicat principiul suprapunerii efectelor şi ipoteza deformaţiilor mici. 



 

 Pentru calculul la încovoiere, în domeniul plastic al barelor drepte se consideră 

o porţiune de bară dreaptă solicitată la încovoiere pură. Secţiunea transversală are cel 

puţin o  axă de simetrie (axa Oy) ce este conţinută în planul forţelor (fig. 9.34). 

Materialul barei admite o curbă caracteristică, identică cu cea de la tracţiune. 

 Momentul încovoietor care solicită bara Mi :  σa ⋅Wz , are o valoare suficent de 

mare pentru a produce şi deformaţii plastice. Datorită faptului că secţiunea este 

simetrică faţă de axa Oy, axa neutră a secţiunii este perpendiculară pe planul forţelor 

şi poziţia ei trebuie determinată. 

 Axa neutră împarte secţiunea în două zone, una intinsă (A1) şi alta comprimată  

(A2).  Ca şi la încovoierea liniar - elastică, se verifică ipoteza lui Bernoulli: secţiunile 

plane şi normale pe axa barei înainte de deformare rămân plane şi normale pe axa 

barei şi după aplicarea sarcinilor. Deci, se poate exprima alungirea specifică, a unei 

fibre oarecare, situată la ordonata y, în funcţie de raza de curbură r, astfel: 

 
r
y

=ε  .           (9.75) 

 Tensiunea normală, produsă de momentul încovoietor, este funcţie de alungirea 

specifică şi se poate exprima astfel: 

 )y(f
r
1)(f ⋅=ε=σ .                               (9.76) 

 
Fig.9.34 



 

 Relaţia (9.76) ne arată că tensiunile normale la încovoiere sunt repartizate pe 

înălţimea secţiunii, după o lege asemănătoare cu cea exprimată de curba 

caracteristică a materialului. 

 - Din ecuaţia de echivalenţă a proiecţiilor eforturilor elementare σ⋅dA pe axa 

longitudinală a barei,    

 ∫ =⋅σ
A

,0dA                   (9.77) 

se obţine poziţia axei neutre. 

 - Din ecuaţia de echivalenţă a momentelor forţelor elementare faţă de axa 

neutră Oz, se obţine relaţia dintre tensiunile normale σ şi momentul încovoietor Mi: 

 M y dAi A
= ⋅ ⋅∫ σ .             (9.78) 

 Rezolvarea ecuaţiilor (9.77) şi (9.78) presupune cunoaşterea curbei 

caracteristice a materialului şi forma secţiunii transversale. 

 Se admite că materialul este ideal elasto-plastic, adică are o curbă caracteristică 

schematizată prin două linii drepte (fig.9.35), porţiunea OC, are modulul de 

elasticitate E = tgα şi CC’, modulul de plasticitate 

EP = 0. În acest caz stările de tensiune care se 

produc succesiv cu creşterea momentului 

încovoietor sunt redate în fig.9.36. 

 Pentru o valoare mică a momentului 

încovoietor, tensiunile se distribuie liniar pe 

înălţimea secţiunii şi pot fi determinate cu relaţia lui 
 

Fig. 9.35 

 
Fig. 9.36 



 

Navier. În acest caz axa neutră trece prin centrul de greutate al secţiunii (fig.9.36,a). 

 La o valoare mai mare a lui Mi, tensiunea maximă atinge valoarea de curgere 

σc (fig.9.36,b) şi în acest caz valoarea momentului încovoietor este: 

 M Wc c z= ⋅σ          (9.79) 

 La creşterea în continuare a momentului încovoietor apare o stare de solicitare 

elasto-plastică. În acest caz relaţia lui Navier nu mai este aplicabilă. Axa neutră nu 

mai trece prin centrul de greutate decât în cazul în care axa Oz este axă de simetrie 

(fig.9.32,c,d). Pe măsura creşterii momentului încovoietor creşte zona plastică 

(fig.9.36,c,d) şi zona elastică se micşorează. La limită, momentul încovoietor limită 

ML, produce deformaţii plastice în toată secţiunea (fig.9.36,e). 

 Pentru o stare elasto-plastică (MC : Mi : ML) tensiunile se pot exprima astfel 

(pentru fig.9.36,d): 

 σ σ= ⋅
y
yc

c ,  -pentru zona elastică ,     (9.80,a) 

 σ σ= c ,  -pentru zona plastică.     (9.80,b) 

 Ţinând seama, în ecuaţia de echivalenţă (9.77), de relaţiile (9.80) se obţine : 

 ∫ ∫ ∫
−
− −

=⋅σ+⋅σ⋅+⋅σ− c
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y
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y
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y
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y
ydA .  

 Simplificând cu σc, rezultă: 

 ∫ ∫ ∫
−

−
=+⋅⋅+− c
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y
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 Dacă notăm cu A1P şi A2P - ariile suprafeţelor marginale solicitate plastic, iar 

cu Se - momentul static al zonei centrale, solicitată elastic, faţă de axa neutră se 

obţine: 

 ( ) 0AAyS p2p1ce =+⋅+        (9.81) 

 Pentru cazul particular al secţiunii solicitate plastic în totalitate, la starea 

limită:  

 A1P = A2P,           (9.82)   



 

adică axa neutră împarte o secţiune solicitată plastic în părţi egale. 

 Înlocuind expresiile (9.80) în ecuaţia (9.78) se obţine : 

 ∫ ∫ ∫
−

− −
⋅⋅σ+⋅⋅σ⋅+⋅⋅σ−= cy

2y

cy

cy

1y

cy cc
c

ci ,dAydAy
y
ydAyM   

sau: 

 ( )peci SWM +⋅σ= ,        (9.83)  

unde s-a notat cu:  

 ∫− ⋅⋅= c

c

y
y

2

c
e dAy

y
1W :          (9.84) 

 -modulul de rezistenţă al zonei elastice calculat faţă de axa neutră: 

 ∫ ∫
−
−

⋅+⋅−= c

2

1

c

y
y

y
y 1P dAydAyS :        (9.85)               

 -suma momentelor statice calculate în valoare absolută faţă de axa neutră, a 

zonelor solicitate plastic. 

 Pentru cazul particular al secţiunii solicitate numai plastic (We= 0) se obţine 

expresia momentului încovoietor limită (ML). 

 M SL c P= ⋅σ .          (9.86) 

 Pentru această valoare a momentului încovoietor întreaga secţiune este 

solicitată plastic. Pe toată secţiunea există σ = σc, aşa că tensiunile nu mai pot creşte. 

Deci nici momentul încovoietor nu poate creşte şi se numeşte moment limită. În 

acest caz alungirea specifică poate creşte nedefinit (fig.9.35), o dată cu aceasta creşte 

nedefinit şi  rotirea secţiunii faţă de poziţia iniţială. De aceea în secţiunea unde se 

ajunge ca   M = ML se produce o articulaţie plastică. 

 Diferenţa dintre articulaţia plastică şi articulaţia mecanică este că cea 

plastică apare pentru o solicitare M = ML, iar la articulaţia mecanică M =0. 



 

 Aplicaţia 9.12  Să se determine forţa capabilă a barei din figura  9.37. prin 

metoda stării limită şi prin metoda rezistenţelor admisibile, dacă  σc = 240 MPa şi 

coeficientul  de siguranţă impus este de c0 = 1,6. 

 Rezolvare: 

 

a)  Metoda stării limită: 

  Poziţia axei neutre este dată de relaţia:  

 A1p = A2p,  

şi pentru dimensiunile secţiunii din figură se poate scrie: 

 ( )30 5 4 20 5 20 4⋅ + ⋅ = ⋅ + − ⋅⋅y yc c ,  

din care rezultă: 

 y cmc =
⋅ + ⋅ − ⋅ =20 5 20 4 30 5

8
3 75, . 

  Momentul static al secţiunii este:  
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 Din condiţia  M M
c

L
max = , scrisă astfel : 

 
Fig. 9.37 



 

 q L S
c

c p⋅ =
⋅2

8
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, 

 se obţine sarcina capabilă la starea limită: 
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⋅ ⋅
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 Se adoptă:  qcp = 450 kN/m. 

 

b) Metoda rezistenţelor admisibile: 

 y cmG = ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅
⋅ + ⋅ + ⋅
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iar sarcina capabilă se obţine din condiţia: 
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 Se adoptă:  qcap = 325 kN/m. 

Observaţie: 

 Dacă se face raportul între qcp şi qcap  se obţine: 

  
q
q

cp

cap

⋅ = ⋅ =100 450
325

100 138 5, % , 

deci se obţine o creştere a sarcinii capabile cu 38,5 % prin metoda stării limită faţă de 

metoda rezistenţelor admisibile   

Aplicaţia 9.13 Pentru bara din figura 9.38, se cere să se determine zona 

solicitată plastic în secţiunea periculoasă pentru: σc = 250 MPa şi L = 2m. 



 

 ( )M W Si c e p= ⋅ +σ . 

 Admitem ca ipoteză, că zona de delimitare între porţiunile de secţiune solicitate 

plastic şi cea elastică, se află pe porţiunea inimii, la ± yc de axa Oz şi în acest caz 

mărimile geometrice sunt: 

 ( ) ( )S y y y yp c
c
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84
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 252 3
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 y M cmc
i

c

= ± − = −
⋅ ⋅ ⋅
⋅ ⋅

= ±252 3 252 3 40 10 200
4 250 10

3 464
3

2σ
, , 

 yc =± 34,64 cm. 

Observaţie:  Deoarece yc< 40 mm ipoteza adoptată este corectă. 

Pentru determinarea abscisei xp, de la care începe zona plastică, se pune 

condiţia: Mx= σc⋅Wz,  unde: 
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de unde rezultă: 
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 Secţiunea solicitată plastic este reprezentată în figura 9.39. 
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