9. INCOVOIEREA BARELOR DREPTE SI CURBE

9.1. Introducere

O bard este solicitata la incovoiere, cand 1in sectiunile acesteia existd numai
momente incovoietoare. In majoritatea cazurilor, solicitarea la incovoiere este
produsi de forte transversale (care actioneazi pe axa barei). In aceste cazuri in
sectiunile transversale se produc atat momente incovoietoare cat si forte taietoare, iar
solicitarea se numeste incovoiere simpla.

In cadrul acestui capitol se admite ci fiecare fortd trece prin centrul de
greutate al sectiunii transverale si nu produce o solicitare suplimentarad de torsiune.

Momentul incovoietor solicitd bara astfel incét intinde fibrele dintr-o parte si le
comprima pe cele de pe partea opusd, producand in sectiune tensiuni normale. Forta
taietoare solicitd bara la forfecare, producand in sectiune tensiuni tangentiale.

In functie de natura eforturilor interioare ce apar in bar, solicitarea poate fi:

- incovoiere pura, cand in sectiunea transversala a barei existd numai
momente incovoietoare:

- incovoiere simpli, ciand 1in sectiunea transversald a barei existd atat
momente incovoietoare cat si forte taietoare.

Dupa pozitia in spatiu a fortelor transversale, solicitarea la incovoiere poate
fi:

- incovoiere plana, cind toate fortele sunt intr-un singur plan central
principal de inertie:
- Incovoiere oblica, cand toate fortele aplicate apartin unui singur plan
central longitudinal, diferit de planele principale centrale de inertie:
- incovoiere stramba, cand fortele aplicate sunt dispuse In doud sau mai
multe plane centrale.

Solicitarea de incovoiere simpla este cea mai intalnitd in aplicatiile ingineresti.



9.2. Tensiuni si deformatii in bare drepte solicitate

la incovoiere pura plana

Se considerd o bard dreaptd a carei sectiune transversala este simetrica in raport cu

planul vertical x0y, solicitata la incovoiere pura, de un moment de incovoiere dirijat

dupa axa 0z (fig.9.1,a).

Bara este confectionatd din material continuu omogen si izotrop, avand

caracteristica liniar-elastica (deformatiile sunt elastice si proportionale cu tensiunile).

Prin deformare, dupa aplicarea momentului incovoietor, ipoteza sectiunilor plane

verificatd experimental pentru punctele de pe contur se extinde la toate punctele din

sectiune (sectiunile plane si normale pe axa barei inainte de deformare, vor fi plane si
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normale pe axa bareir si dupa
deformare). De asemenea se admite ca
toate sarcinile aplicate sunt continute
intr-un plan principal central de inertie
(planul x0y).

Din  bara  consideratd  se
detaseazd un element de lungime dx
(fig.9.1b). Inainte de aplicarea
momentului incovoietor, fibrele
elementului AD, BC, MN, sunt drepte
si paralele cu axa barei 0x. Sectiunile
de la capetele elementului (AB, CD),
sunt plane si perpendiculare pe axa
barei. Dupd solicitare (se aplica
momentul incovoietor M), bara se va
deforma (fig.9.1.c), astfel incat fibrele

elementului devin curbe , 1ar sectiunile



AB si CD se vor roti una fata de cealaltid cu unghiul de. In urma deformarii numai
unele fibre is1 vor pastra lungimea initiald. Aceste fibre poartd denumirea de fibre
neutre si formeaza o suprafata neutra . Suprafata se considerd plana si se numeste
plan neutru. Cand M » 0, fibrele superioare ale planului se scurteaza, iar cele
inferioare planului se lungesc. Linia de intersectie a planului neutru cu un plan
longitudinal vartical (xOy), ce contine axa barei , poartd numele de fibra neutra, axa
neutra, sau fibra medie.

O fibra oarecare, MN, situata la ordonata y de planul neutru, are inainte de
deformare lungimea dx = MN = OP =r -de.

Din aceasta relatie se defineste rotirea sectiunii:

o=de_1
dx r

Dupa deformarea barei, fibra MN = dx, va avea lungimea :
dx + Adx = M*N*= (r+y) - do, iar alungirea va fi: Adx =y - d.
Lungirea specifica rezulta :

8_A-ds_M'N'—MN_(r+y)-d(p—r-d(p_X
ds MN r-do r

9.1

Tensiunea normald o, care ia nastere in sectiune, la ordonata y, (in dreptul

fibrei MN), conform legii lui Hooke, va fi:

c=¢-E=E-Y. 9.2)

r

Pentru a obtine relatia dintre momentul incovoietor si tensiunile produse pe
suprafata sectiunii transversale se scriu ecuatiile de echivalenti. In acest caz
particular, cand toate fortele elementare o-dA sunt paralele intre ele si normale pe
suprafata sectiunii transversale, aceste ecuatii sunt :

[c-dA=0, [o-z-dA=0, [o-y-dA=M. 9.3)

(A) (A) (A)

Daca se tine seama de expresia (9.2) acestea devin :



[y-dA=0, [y-z-dA=0, E-Iyz-dAzM. (9.4)
(A) (A) r @

Din relatiile obtinute se constatd urmatoarele :
- Intrucat:

[y-da=o,

(A)
axa neutra trece prin centrul de greutate al sectiunii transversale, deoarece numai
fatd de o axa centrala momentul static al unei suprafete este egal cu zero. Deci,
originea sistemului de referintd coincide cu centrul de greutate al sectiunii
transversale:
Din:

jy-z-dA=0,
(A)

rezultd cad axele Oy si Oz trebuie sd fie axe principale de inertie ale sectiunii
transversale:

Dela § 5.4:

[y*-da=1,,
(A)

este momentul de inertie axial fatd de axa neutrda Oz, a intregii sectiuni
transversale.

Axele sectiunii (Oy si Oz) trecand prin centrul de greutate si Oy fiind axa de
simetrie, sunt axe centrale principale de inertie. Daca se intersecteaza suprafata neutra
cu un plan normal se obtine axa de incovoiere a sectiunii (axa Oz) .

Tinand seama de cele deduse mai sus, rotirea sectiunii este definitd de relatia :

1 M
O=—=—. 9.5
r E-I ©:3)

N o 9 | . . 9
Deci, rotirea sectiunii este egala cu curbura (—) si este direct proportionald cu
r

momentul incovoietor i invers proportionala cu rigiditatea la incovoiere (E - L ).



Daca in relatia (9.5) se tine seama de relatia (9.2), expresia tensiunii normale

devine :

()

M
==y (9.6)

Aceasta este formula lui L. M. H. Navier si aratd ca valoarea tensiunii
normale la incovoiere este o functie liniara fatd de ordonata punctului, raportata
la axa neutra. Relatia lui Navier exprimd o distributie liniard a tensiunilor: zero in
axa neutrd si valori maxime si minime in fibrele extreme (fig. 9.1,c). Tensiunea

maxima din sectiune este :

M M
G, .. =—": =—. 9.7
max I , y max WZ ( )
In formula (9.7) s-a introdus marimea geometrica (vezi § 5.7):
I
W, =—“, (9.8)
ymax

care se numeste modul de rezistenta axial.
Desi relatia lui Navier a fost dedusa si corespunde solicitdrii la incovoiere pura,
se utilizeaza si la calculul tensiunilor normale la barele solicitate la incovoiere simpla.
Daca axa de incovoiere nu este axa de simetrie, atunci se determina atat

tensiunea maxima de intindere cat si cea maxima de compresiune,

-M
o, =—— si o,=— (9.9,a
' Wzl S : WZZ ( ,)

in relatiile de mai sus W, st W, sunt

modulele de rezistentd definite de relatiile (9.9,b),

(fig.9.2).

| |
W, ="% s W,=-* (9.9,b)
Y Y




9.3. Calculul de rezistenta la

incovoiere

Relatiile deduse mai sus se utilizeaza

pentru rezolvarea problemelor de rezistenta

Fig. 9.3 materialelor: de wverificare, de calculul

capacitatii de incarcare si de dimensionare. Rezolvarea acestor probleme se face
respectand conditia de rezistenta

c .. < 0, Relatiile pentru calculul de rezistenta la incovoiere se deduc din relatia

(9.8) si sunt :

- de verificare :

Mimax
O ax = <o,, 9.10)
W

z
- de calculul capacitatii de incarcare :

M. =W, o, 9.11)

icap
- de dimensionare :

M

(¢

a

imax

W

(9.12)

znec

Relatiile (9.10), (9.11) si (9.12) se aplica pentru sectiunea cea mai solicitata
(sectiunea periculoasd). In cazul barelor (grinzilor) de sectiune constantd, aceasta
corespunde cu sectiunea in care momentul incovoietor este maxim in valoare
absoluta. La barele (grinzile) cu variatie de sectiune in trepte, se determina pe baza
diagramei de momente incovoietoare, pentru fiecare segment, cite o sectiune
periculoasa pentru care se face apoi calculul de rezistenta.

In sectiunea transversali a barei pot exista concentratori de tensiune, care

modifica distributia liniard a tensiunilor dupa cum este prezentat in figura 9.3.



In aceste cazuri relatia (9.8) da numai valoarea tensiunii ‘nominale’c,, iar
valoarea tensiunii maxime este functie si de un coeficient de concentrare a tensiunilor

a, si se calculeaza cu relatia:

M,
Cpax =0y O, =0 *—"y .. (9.13)

n I

Valorile coeficientilor de concentrare a tensiunilor sunt date in manualele
ingineresti. Valorile acestor coeficienti sunt cu atat mai mari cu cét discontinuitatile
geometrice sunt mai pronuntate. De efectul concentrarii tensiunilor trebuie tinut

seama cu precddere in cazul materialelor fragile.
9.4. Forme rationale de sectiuni pentru incovoiere

O bara (grindd) rezistd cu atdt mai bine, la solicitarea de incovoiere cu cat

modulul de rezistenta axial W_este mai mare. Valoarea modulului de rezistenta axial

depinde nu numai de marimea sectiunii ci si de forma ei. Forma sectiunii este cu atat
mai rationald cu cat modulul de rezistenta are o valoare mai mare pentru un consum
de material cat mai mic.

Altfel spus, o sectiune este cu atdt mai rationald cu cét raportul dintre modulul
de rezistenta axial si aria sectiunii este mai mare. In tab. 9.1 se dau valori ale acestui

raport pentru cateva forme uzuale de sectiuni.

Tabelul 9.1
D .
Forma [ T
sectiunii - _ s -1 -
- *_{L

Wa/A 0,125D 0,167 h % 0,26 h ~03h




Din acest tabel rezulta ca sectiunile profilelor laminate I g1 U, utilizate foarte
mult la constructiile metalice, sunt mult mai rationale decat sectiunile circulare si
dreptunghiulare. In cazul acestor profile sectiunea este rational utilizatd intrucat
majoritatea materialului se afla acolo unde tensiunile au valori mari (fig. 9.4) .

Aceste profile trebuiesc solicitate de momente incovoietoare ce au directia
axei principale, adica au M = M, s1 [, =1, (fig. 9.4). in caz contrar (cand momentul
actioneaza dupd axa Oy), intrucdt momentul de inertie I, = I, = (1/20..1/30) - L,
capacitatea de rezistenta la ncovoiere a profilului este minima.

Sectiunile circulare si patrate au module de rezistentd axiale mai mici, deoarece
se afla mult material dispus in apropierea axei neutre, unde tensiunile normale sunt
mici. Sectiunea circulara prezintd avantajul de a rezista la fel de bine in raport cu

orice axa centrala si de accea este

utilizatd In special la arbori de

Grnes
% magini. In acest caz fortele 1si mentin

pozitia in spatiu, in schimb se roteste

c arborele, care trebuie sa reziste la fel in

orice pozitie.

In cazul materialelor care rezista
mai bine la compresiune decat la intindere (ex. fonta) sunt mai rationale acele sectiuni
care nu prezintd simetrie fatd de axa de incovoiere (exemplu sectiunea T, sectiunea

trapezoidala fig. 9.5).

Bara confectionata din materiale fragile
Fig. 9.5 trebuie astfel asezatd incat tensiunile cele mai
mari trebuie si fie la compresiune si nu la tractiune. In acest caz trebuie indeplinite

atat conditiile de rezistenta la tractiune cat si cele la compresiune.



M
'y, <0, C, = (9.14)

1 1,

z

G, =

Facand raportul acestor doua relatii se obtin dimensiunile optime ale sectiunii:

Yi_ O (9.15)

Y2 Oy

Aplicatia 9.1 Pentru bara din figura 9.6, care poate fi realizata in 3 variante
constructive, toate de aceeasi greutate, se cere sa se determine sarcina capabild ce o
poate suporta fiecare varianta, daca tensiunea admisibila este o, = 150 MPa si
a =40 mm.

Pentru cele trei cazuri ariile sectiunilor sunt egale, iar modulele de rezistenta

axiale au valorile:
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Fig. 9.6
Din conditia de rezistenta:
2
p-L
imax — ] = Wz "Gy»

rezultd valoarea fortei pentru cele trei variante constructive:

8-a® 8-40°-150

—— 0, = > =128N/mm=128kN /m,
oL 6-1000

plcap =



3 3
Doy =2 5, = 2055 N mm=256kN/ m,
3L 3-1000
_8.77-a> 8-77-40%-150

= (e)
Paen = 0012 %% T 12010002

=49,28 N/ mm=49,28 kN / m.

Sectiunea corespunzatoare variantei a treia rezistd cel mai bine la solicitarea de
incovoiere, varianta este de 3,85 ori mai rezistenta decat varianta intdi. Deci alegand

judicios forma sectiunii se pot obtine reduceri importante de material.

Aplicatia 9.2 Sa se dimensioneze o bara din fonta cu o, = 30 MPa si
G = 90 MPa, de lungime 1 = 1300 mm si avand sectiunea in forma de T, cu t = g,

solicitata de o forta P=24 kN, (fig.9.7).
Rezolvare: In punctele 1 si respectiv 2 ale sectiunii tensiunea maximi va
trebui sa fie cel mult egala cu tensiunea admisibild de intindere si respectiv cea de

compresiune.

Ordonatele y, si y, masurate de la axa neutrd (axa care trece prin centrul de

greutate) rezulta din expresiile:

t h
b-t-—-+h-t-| t+— 5 5 5
2 2) b-t+2h-t+h” b +2b-h+9%h

T han)t . a-(b+h)  18-(b+h)
h-t-h-+b-t-(h+t) 2 P o b -y
72T 2(b+h)-t 2t :2(E+hh ] ' = =
P. t _@
Din relatia 9.15 se obtine: @ M@T
Si_Sua_N <au Fig. 9.7
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b?+2b-h+9h* 1
b> +18b-h+9h> 3’
Din aceasta relatie rezulta:

b’ - 6 bh + 9h* = 0, cu solutia - L=800

p=8kN/m =10

Ao
1 30:@

=~

I 1)

¥

104 20

compatibild cu problema: b = 3h.
Cu aceasta solutie Fig. 9.8
dimensiunile sectiunii, exprimate in functie de grosimea t, sunt urmatoarele:
b= 9t: h = 3t: y; =t y, = 3t.

Momentul de inertie al sectiunii este:

UGy +t-(3t)-(§j +(9t)—'t3+t-(9t)-(£j =12t"
12 2 12 2

4

1ar modulele de rezistenta axiale sunt:

4 4
W, =120 e W=l 120 g
Yi t Y2 3t

Din conditia de rezistentd la incovoiere Mi,.x = W, -G,, se obtine grosimea:

M__ _3\/12.103 1300
12-30

=44 25mm

tnec 3
12-c,,

Se adopta: t=45mm: b=405mm: h=135 mm.

Aplicatia 9.3 Sa se verifice bara din figura 9.8, confectionatd din fonta, cu
rezistenta  admisibila la tractiune o, = 75 MPa si rezistenta admisibila la

compresiune c,. = 140 MPa. Pozitia axei neutre fatd de baza inferioara este:

300-5+200-20 :
=y = =11 mm, 1ar: =30-11=19 mm.
Y17 T 300+ 200 v

Momentul de inertie axial rezulta:

4 4
I:3 2

z

+9-(1,5-11)> —4-(1,9-1)*=3,617cm*,

iar modulele de rezistenta axiala sunt:

| I 3,61
W, =-—2= 3,017 _ 3,288 cm”, W, =—*%t= 7 1,904 cm” .
yl 151 Y2 1’9



Prin calculul de verificare (comparare a tensiunilor extreme din punctele (1) si
(2) cu ale tensiunilor admisibile), se obtine:
M, pl 1-800
Glmax = = = 3
W, 8W, 8-3,288-10

z

=24,33 MPa<o,

o My _p I 1-800°
W, 8W,, 8-1,904-10°

=42,02MPa <o, .

Deci bara rezista.

9.5. Tensiuni tangentiale in sectiunile (grinzilor)

solicitate la incovoiere simpla

In sectiunea transversala a unei bare (grinda), solicitata la incovoiere simpld
actioneaza eforturile: moment incovoietor si fortd tdietoare. Bara simplu rezemata,
incarcata cu forta transversala P, (fig. 9.9,a), este solicitatd la incovoiere simpld. Din
aceasti bard se izoleazi un element de lungime dx (fig.9.9.b). In sectiunile
transversale 1au nastere eforturile T, M si respectiv T s1 M+dM.

Se admite ca sectiunea barei este simetrica fatda de axa Oy (fig. 9.9¢) si
constantd pe toatd lungimea L. Bara este confectionatd dintr-un material omogen si
1zotrop care satisface legea lui Hooke. Forta taietoare este dirijata in lungul axei Oy.

Momentele incovoietoare M si M + dM vor produce in cele doud sectiuni
tensiunile normale o, respectiv ¢ + do, distributia acestora pe sectiune este data de
relatia lui Navier:

M, +dM;

c= % y, respectiv o + do = 1 y, (9.16)

z z

si este prezentata in figura (9.9,d).



M+dM —-——p'ﬁb
a)
I M+dM
" K
X T
b)

Fig. 9.9

Forta taietoare T produce tensiuni tangentiale. Repartizarea acestora in
sectiune nu se cunoaste inca. Tensiunea tangentiali, in dreptul punctelor de pe
contur trebuie sa fie tangenta la contur. Dacd intr-un punct de pe contur tensiunea
tangentiald 1 ar avea o directie oarecare (fig. 9.9¢), atunci acesta s-ar descompune 1n
doud componente: una Ty tangenta la contur si alta t,, normald la contur.
Componentei Ty, ar trebui sd-1 corespundd, conform principiului dualitatii tensiunilor
tangentiale, o tensiune T,y situatd pe suprafata exterioara a barei si orientatd in lungul
barei. Intrucat bara este solicitatd la incovoiere simpla si nu se aplica barei astfel de
forte de frecare, longitudinale, rezultd ca cele doud componente T, $1 Ty (de pe
suprafata exterioard si din sectiunea transversald) sunt nule. Rezultd ca tensiunea
tangentiala t este egald cu componenta Ty (T = Ty), Ce€a ce inseamna cd in punctele

din vecinatatea conturului existd numai tensiuni tangentiale tangente la contur.



Consideram o linie BC paraleld cu axa de incovoiere Oz (situata la ordonata y
de aceasta). Notam cu A; aria sectiunii transversale de sub linia BC. Lungimea
segmentului BC se noteaza cu b. In punctele B si C tensiunile tangentiale T sunt
tangente la contur si pot fi descompuse Intr-o componenta Ty, perpendiculard pe axa
de incovoiere Oz si 0 componenta Ty, paraleld cu axa de incovoiere. Conform ipotezei
lui D.I. Juravski se admite ci valorile componentei t,, sunt egale in dreptul
tuturor punctelor de pe linia BC.

Se considerda un plan paralel cu axa barei, care contine segmentul BC = b.
Acest plan (BCC’B’) intersecteaza elementul dx dupa o suprafatd dreptunghiulara cu
dimensiunile b si dx. Pe partea de sub planul considerat ( sub ordonata y ) actioneaza
atat tensiunile tangentiale t,, cauzate de actiunea fortei taietoare T, cat si tensiunile
normale o si o+do cauzate de actiunea momentului incovoietor M in stanga si
M+dM in dreapta.

Ecuatia de proiectii a eforturilor de pe elementul de sub planul BCC’B’ pe axa

Ox, este: I(G+d0)-dA—IG°dA—’Exy°b-dX=0

A1 A1
si tinand seama de relatiile (9.16), ecuatia devine:

IMi +dM, M,

-y -dA - ‘y-dA+1_ -b-dx=0,
A1 Iz Jl Iz !
valoarea tensiunii tangentiale este:

=L.dMi . Iy°dA'
Al

T
¥ p.I, dx

z

- . dM . : : .
Tinand seama ca d—: T este forta tdietoare din sectiune si Iy-dA=SZ este
X Al

momentul static al suprafetei A,, (de sub linia BC) fata de axa Oz, se obtine:

TS,
T=Ty, =T, = R

z

9.17)

relatie cunoscuta sub numele de formula lui Juravski.



Din formula lui Juravski rezultd cd, valoarea tensiunii tangentiale dintr-o
anumita sectiune transversalda depinde de valoarea raportului S,/b, ceea ce inseamna
cd Tyy este o functie de ordonata y. Pe marginea inferioara §i superioard a sectiunii

aceste tensiuni sunt nule pentru ca A; = 0.
9.6. Variatia tensiunilor tangentiale la diferite sectiuni

a) Sectiunea dreptunghiulara.
In acest caz litimea b este constantd pe iniltimea sectiunii. Marimile din
formula lui Juravski au valorile:

3
Iz:b h
12

h
5 A1=(E—y)-b;
1 h
=—(—+ ;
5 (2 y)

b2_4_y

(9.18)

z

b h’
S =A1-e=5-(——y )=

Inlocuind aceste marimi in relatia (9.17), se obtine:

bh2

y’
T-——(1-4)) 2 2
T-S 3T 3T
=== - a-4¥)=>".a-4Y) (919
b-1, b. b-h ~2 b-h h" 2 A h
12
unde s-a notat cu A = b -h aria sectiunii
d
- | 0 2 = transversale.
=i Relatia  (9.19) arata cd tensiunile
by | tangentiale variaza parabolic pe inaltimea
y sectiunii. Tensiunea tangentiala maxima rezulta in
Fig. 9.10 dreptul axei neutre, pentru y = 0 si are valoarea:
Tmax = £ (9.20)

2A



Deci, valoarea maxima a tensiunii tangentiale, in cazul forfecarii barelor de
sectiune dreptunghiulara, este cu 50% mai mare decat valoarea obtinuta prin calcul
conventional la forfecare. (vezi § 7).

b) Sectiune circulara.

Se considerd o sectiune circulard de diametru d (fig 9.11). Pentru calculul
momentului static, se considerd un element de arie dA , de latime b si ndltimea dy,
aflat la ordonata y.

Latimea BC a sectiunii A; este:

b=2%-sina=d-sina,

iar ordonata y= g -CcosaL,
astfel ca
dy=—g-sina-da.

Aria elementara rezulta:

2

1 dA=b-dy=—d?-sinzoc-da.
4 '%;Enux

i Momentul static al sectunii A;, de sub
B ™ .
= ordonata y va fi:
b
| |
y “d . 3
= ° = - el in? . = — 1
Fig. 9.11 Sz—;[y dA _J;z cosa. - ( ) sin“ a) - da 2 si

Tindnd seama ca:

2 4
A=" d ; Iz=n d ; sin20c=1—c0szoz=1—4 ZI
4 64 d

rezulta valoarea tensiunii tangentiale:



d’ ,
T-y89ma y6dnta
4 = 2 -
d-sinoc-d— 3d
604

). (9.21)

T = i.l.(l_“y
3 A

dZ

Valoarea tensiunii tangentiale maxime se obtine ca §i pentru sectiunea
dreptunghiulara pentru y = 0 si are valoarea:
4 T
T=——.
3 A

Relatia (9.21) ne aratd ca tensiunile tangentiale variaza tot parabolic ca in cazul

(9.22)

sectiunii dreptunghiulare.

9.7. Distributia tensiunilor tangentiale t,,

Asa cum s-a vazut la punctul 9.5 tensiunea T poate avea doud componente: Tyy
s1 Ty, Variatia tensiunilor tangentiale T,y s-a analizat, iar pentru citeva sectiuni uzuale
s-a stabilit s1 distributia acestora in cadrul § 9.6.

Pentru studiul componentei 1y, se i-a elemntul de bard de lungime dx, cu
sectiunea din figura (9.12,a), ce este izolat intr-o bara solicitatd la incovoiere simpla.
Prin sectiunea longitudinala 1-1 figura (9.12,a), se separa elemetul 11°2°2 de lungime
dx, figura (9.12,b), din talpa inferioara, solicitata la incovoiere simpla: T s1 M fiind

pozitive.



Pe fata 1-2, de dimensiuni t si z, rezultanta tensiunilor normale ¢ = T y va

z

M M
fi: X=|o-dA=—- -dA=—-8', 9.23
| ; [y S (9.23)

z z

unde S’,, reprezintd momentul static al ariei hasurate, ( fig. 9.12a) fata de axa de

incovoiere si are expresia :

Fig. 9.12

s;=t.z-h—m=t'hm-z. (9.24)
2 2

Pe fata 1°2°, conform celor precizate la demonstrarea relatiei lui Juravski, se
obtine :
X+dX=IM-y-dA=M-S’Z+dI—M-S’Z. (9.25)

Aq z z z



Pe fata 1221 actioneazad tensiunile tangentiale t,, considerate constante la
aceeasl coordonata z, pe grosimea t. Conform dualitatii tensiunilor tangentiale pe fata
111°1° vor actiona tensiunile tangentiale T, constante pe intreaga suprafatd t-dx
(fig.9.12,b). Din ecuatia de echilibru a acestui element fata de axa Ox rezulta:

X+ T,-t-dx-(X+dx)=0,
si tindnd seama de relatiile (9.23) si (9.25) se obtine relatia lui Juravski pentru
tensiunile T,,:

to=g, =15 (9.26)

Daca 1n relatia (9.26) se introduce expresia momentului static al unei portiuni
din talpa de latime z, data de relatia (9.24), rezulta expresia:
_T-h,

1. =T, = z, 9.27
Xz X ZIZ ( )

valabil pentru z e [O,b], care aratd ca tensiunile T,, variaza liniar. Sensul acestor

tensiuni este cel indicat in figura (9.12,a), unde semnul (+) s-a adoptat pentru t,,
orientat Tn sensul axei 0z. Pentru stabilirea semnelor trebuie retinuta regula ca sensul
lui 1y, $1 T4y este cel al curgerii unui fluid printr-o conducta. Cum sensul lui 1y, pe
inima coincide cu sensul lui T,, sensurile tensiunilor ty, converg catre inima pe una
din talpi (cea inferioard) si diverg pe cealalta (cea superioara).

Valoarea cea mai mare,

T”-h, -b
[l R (9.28)
2,

se obtine la marginea inimii (pe linia 33 in figura 9.12,a).

Remarca. Pe grosimea inimii nu pot sd apard tensiuni Ty, deoarece pe
elementul dx avand una din fete formatd dintr-o sectiune longitudinald pe toata
indltimea profilului, rezultanta eforturilor normale Y este nuld si deci nu exista

tensiuni de lunecare T,.



9.8. Distributia tensiunilor T la un profil cu o singura axa de simetrie.

Centrul de incovoiere-torsiune

Pentru exemplificare se prezinti profilul din figura (9.13,a). In mod similar ca
la profilul I, distributia tensiunilor 1y, se considera numai pe inima si are aliura din
figura (9.13,b). Valorile determinate cu relatia (9.17) sunt:

w_ o T-SP_T.S?

Txy _Txy - b -1 - B-1 ’ (9.29)
t z z
. o T-S® T.SF
Ty =Ty = =—=, (9.30)
bi 'Iz gIz
G G
max _ TG _ T Sz — T Sz (9.31)

T, = .
y Xy

bt ) Iz g ' Iz
Tensiunile t,, apar numai pe tilpi, pana la contactul acestora cu inima

profilului si au variatii liniare.Valoarea maxima a acestora determinatd cu relatia

(9.26) si va fi:
T-S
o = 01 =, (9.32)

Sensurile tensiunilor tyy $1 Ty, sunt ardtate in figura (9.13,a). Rezultanta fortelor
elementare date de tensiunile tangentiale tse aplicd pe linia mediand a inimii
profilului, iar rezultantele fortelor elementare date de tensiunile tangentiale ty,se
reduc la doua forte H, egale si de sens contrar, ce formeazd un cuplu, aplicate pe
liniile mediane ale talpilor (fig.9.13,c).

Cele trei forte se afla in acelasi plan si au o rezultanta Ry, al carui punct de
aplicatie I, se afld pe axa de simetrie Oz. Distanta dintre I si rezultanta tensiunilor
tangentiale t,y,, pe linia mediand a inimii, care determind pozitia centrului de
incovoiere sau a centrului de incovoiere-rasucire I. Se noteaza cu “a” distanta de

la centrul de incovoiere-rasucire I s1 marginea profilului (figura 9.13) si se determina



din ecuatia de momente fata de I. Scriind momentele fortelor Ry s1 H fata de centrul

de incovoiere-rasucire I, care trebuie sa fie nule :

Bj Bt
Xy gii"i Yk
e|fF e
1 \ Td T
Mz T A 4
z 6 = _ 1z 11 ||
b ?#TEF \\ - [
blo | Moax ||
© } By
! S@ e i ] - ---—-t:
rnn::-: Ty H
Bxz @

Y aq) b} cl

Fig. 9.13
T-(a+%J=H-hm, (9.33)
obtinem distanta pina la centrul de incovoiere I:
a=—-h_ —=. (9.34)

Folosind relatia (9.26) si introducand valoarea rezultantei H:

max

Hz%-b-t, (9.35)

se obtine pozitia centrului de incovoiere-rasucire :



a=w_§. (9.36)
2-T 2

Punctul I din planul sectiunii transversale in care se aplicd rezultanta fortelor
elementare tangentiale T din sectiune este denumit centrul de incovoiere-rasucire
sau centrul de incovoiere.

Se observa ca atunci cand fortele exterioare F trec prin centrul de greutate al
sectiunii, R, nu are acelasi suport cu T si deci sectiunea este solicitatd suplimentar si
la rasucire, de momentul dat de Ry fata de centrul de greutate G.

Pentru ca sectiunea sa fie solicitatd numai la incovoiere, trebuie ca fortele
exterioare F sa se gaseascd intr-un plan longitudinal care sa contina si punctul I
(centrul de incovoiere-rasucire). In acest caz Ry si T sunt echilibrate deoarece au
acelasi suport si sunt egale. Denumirea de centru de incovoiere-rasucire urmareste sa
sugereze fie numai prezenta incovoierii, fie absenta rasucirii.

Un profil cornier cu aripi egale (fig.9.14,a) pentru a fi solicitat numai la
incovoiere, dupd axa Oz, trebuie ca fortele sa fie paralele cu Oy si sd treaca prin
centrul de incovoiere-rasucire I care se afla la intersectia liniilor mediane ale talpilor

(tensiunile tangentiale t sunt paralele cu conturul si se reduc la doua forte care sunt

Tz \
a

§

Tz?

G
e a—
| |
| |

|

b)

Fig.9.14



concurente in I).

La profilul din figura (9.14,b), avand axa de simetrie Oz, pentru a nu fi supus si
la torsiune datoritd eforturilor t produse de T, trebuie ca planul fortelor sa contina
centrul de incovoiere-rasucire I. Deoarece tensiunile t,, ce se dezvoltd pe inima
profilului se pot neglija, fortele taietoare preluate de elementele 1 si 2 satisfac relatia:

T,+T,=T.

Pentru a determina valorile acestora se foloseste conditia:

1 1

Lo

care tine seama de relatia (9.5) si care conduce la:
Tl _ Izl
T, L,
Din cele doua relatii se stabilesc valorile Ty si T, precum si punctul de aplicatie

al rezultantei lor care este centrul de Incovoiere-rasucire I a carei pozitie este datd de

relatia:

2.p . 9.37)

Aplicatia 9.4 Sa se traseze diagramele de variatie a tensiunilor tangentiale
pentru sectiunea din figura 9.15.
Marimile geometrice ale sectiunii necesare sunt :
11-16° -10-12°
& 12
S* =8P =0,

I =2315cm’,

SP=8=11.2-7=154 cm’,
SY=8"+6-1-3=172 cm’.

Momentele statice ale talpilor libere vor fi (cu indice s pentru talpa din stanga:

cu indice d pentru talpa din dreapta):



22,68

3
HQ.-‘I 5172 ok

N D\ 7559 8315
® ———\
\

L g 92.67 |

>

120
JIN

16,78

e T=125KN —
©) 7 —
10 60 33,75

AN

@f
,8
.

—
n
L
S
LV ]

MPa 1 MPa]
IMPg ] 3
Fig. 9.15

S, =4-2-7=56cm’,
S, =6-2-7=64cm’.
Pentru solicitarea de rasucire, deoarece forta T nu trece prin centrul de

incovoiere-rasucire I, folosind relatiile pentru caracteristicile geometrice de la profile

cu pereti subtiri deschise se obtine:

1 1
E==>b-t*==-(2-11-2 +12-1°) = 62,67 cm*,
t3 3

1Y 62,67
W!=—-=—""3133cm’,
t 2
d
wé :%:&167 =62,67 cm’.

Utilizand relatia (9.17) se determina tensiunile tangentiale Ty :

— D _
Ty =Ty =0,



m o TSP 125.10°-154-10°

Ty =Ty = — =1,559 MPa,
b, -1, 110-2315-10
B 3 3
Tfyi :rf; _T-S, _125-10°-154 }O _ 8315 MPa.
b, -1, 10-2315-10
G 3 3
¢ T-S) 125-10°-172-10 — 92,87 MPa.

T = =
¥ b, -1, 10-2315-10°
Reprezentarea acestor tensiuni este data in fig. 9.15,b.

Tensiunile tangentiale 1y, se determina cu relatia (9.26) si vor fi :

) 3 3
Txmzaxs — T st — 125-10° -56 140 = 15,12 MPa,
t-1, 20-2315-10

T-S 10°-%4-10°
maxd _ 2d _ 125-10° -84 140 — 22,68 MPa.
t-1, 20-2315-10

XZ

Variatia acestel tensiuni precum si semnele lor conventionale sunt prezentate in
figura (9.15,a).

Aceste tensiuni tangentiale se reduc in talpile libere la fortele Hy si Hy care au
valorile:
H, :%-txmza"s Ay =%-15,12-20-40-103 = 6,048 kN,
H, = % A = %-22,68-20-60-103 =13,61 kN.

Din ecuatia de momente fata de centrul de Incovoiere-rasucire I rezultd pozitia

acesteia:
gl _
T-(a+5j =(H,-H,)-h,,
azu.hm_gzw.l4o_5:147 mm.
T 2 125

Momentul de torsiune ce solicitd sectiunea, din cauza fortei taietoare T care nu

actioneaza in centrul de incovoiere-rasucire I, va fi:



M, :T-(a+§) =(H, - H,)-h, =125-(3,47+5)-10° = 1,059 kNm,

iar tensiunile tangentiale produse de acest moment sunt:

3
o M 109:10° o0y
we 31,33-10
3
o= Mo 1000 609 Mpa.
W 62,6710

t

Diagramele acestor tensiuni sunt redate in figura (9.15,c).

9.9. Lunecarea longitudinala si impiedicarea ei

Se considera doud bare identice suprapuse care au sectiunea transversalad

dreptunghiulara (fig 9.16,a). Ansamblul format din cele doud bare simplu rezemate la




capete se incarca cu o fortd transversald P. Dupd cum barele sunt imbinate sau nu
(prin pene, nituri, suruburi, etc) pot sd apard doua stari distincte de tensiune:

a) Barele nu sunt imbinate, astfel ca ele se deformeaza independent una fata
de cealalta. Dacd forta de frecare, dintre cele doua bare, este mica si se poate neglija,
atunci cele doud suprafete in contact alunecd una fatd de cealaltd. Fenomenul se
numeste lunecare longitudinald si este cauzat de alungirea, prin incovoiere, a
fibrelor de jos ale barei superioare 1 si scurtarea fibrelor de sus ale barei inferioare 2.
Considerand ca cele doua bare se deformeaza identic, momentul incovoietor capabil

al sistemelor de bare neimbinate este:

2
M, =20 -W:bh.

cap a z 3

b) Barele sunt imbinate, astfel cd ele lucreaza ca o singurd bard compusa
solicitata la incovoiere. In acest caz imbindrile impiedica lunecarea longitudinala (fig
.9.16,c). Bara compusa rigidizata este mai rezistentad decat ansamblul celor doud bare
nerigidizate si Tn acest caz momentul incovoietor capabil este:

2 2
b-(2h 2b-h

Mcap =0, .Wz =0, °%:Ga T‘

Rezultd ca, prin utilizarea barelor suprapuse, ce au lunecarea longitudinala

impiedicata, se obtin bare mai rezistente. In tehnicd se utilizeazd frecvent bare

compuse (cu inima plina, realizate prin sudura,

S S ' nituire, etc.). In functie de marimea

momentului incovoietor, pentru constructiile

a) metalice se adoptd, de obicei, urmatoarele
solutii:
Py 2 - se utilizeazd profile laminate pentru
bl momente incovoietoare relativ mici
Fig. 9.17 (I'sau[ ]):

- se utilizeaza bare compuse din platbenzi si profile laminate pentru valori

intermediare ale momentului incovoietor (fig.9.17,a):



- se utilizeazd grinzi cu zdbrele pentru momente incovoietoare foarte mari
(fig.9.17,b).

Calculul barelor cu sectiuni transversale compuse presupune rezolvarea a doud
probleme de rezistenta:

a) Dimensionarea sectiunii barei numai la incovoiere purd, astfel ca bara
compusa sd reziste la momentul incovoietor maxim (de obicei se adoptd forma si
dimensiunile sectiunii transversale si apoi se verifica).

b) Dimensionarea imbinarii dintre elementele compuse, astfel incat sa se
asigure rezistenta imbindrilor la lunecare longitudinald. Pentru a face calculul de
rezistenta al elementelor de imbinare se considerd bara compusd din doud elemente
identice (fig.9.16). Lunecarea relativa a celor doua elemente suprapuse, in planul AB,
este datoratd tensiunilor tangentiale, ce apar in acest plan. Forta produsa de tensiunile
tangentiale Ty, pe o distantd elementara dx, numitd forta de lunecare elementara
este:

dN, =7 -b-dx,

yx
unde:

Tyx rezultd din relatia lui Juravski (9.17), iar b este latimea barei in planul de
lunecare. Inlocuind valoarea lui Tyx S€ Obtine:
=::fzdrdx=jgszwm.

z z

dN,

Pe o lungime L de bard, forta de lunecare este:

T-S
o (9.38)

z

N, =[dN, =]
L L

Daca bara are sectiunea constanta:

S S
N, =—2.[T-dx="2-Q,,
LT { I T

z

z

unde:

Q= I T - dx, este suprafata diagramei fortei taietoare de pe lungimea L.
L



Pentru orice sectiune compusd din mai multe elemente se pune totdeauna
problema lunecarii longitudinale si a impiedicarii ei. La barele din lemn impiedicarea
lunecarii longitudinale se poate realiza prin pene transversale (fig.9.16,c) sau prin

incleiere. La barele metalice se pot realiza sectiuni compuse impiedicdnd lunecarea

e r gl T ¥ 7

H’r[ll{llfltt\;; W
: S S T T

TN RS NEENNY LYV L 104

b) c)
Fig. 9.18

j
!

longitudinala prin nituire, sudura sau prin suruburi (fig. 9.18).
Calculul de rezistentd al imbinarilor, se face din conditia ca rezistenta
elementelor de imbinare sa fie mai mare sau cel mult egald cu forta de lunecare

longitudinala R, 2N, , astfel:

a) Pentru imbinari cu pene transversale (fig.9.16,c):

T,-b-e2N, (9.39)

unde s-a notat cu:
- T, tensiunea admisibila pentru materialul penelor:
- ¢ latimea penelor utilizate la imbinarea barelor:
- b latimea barei in sectiunea de lunecare:
- N, forta de lunecare longitudinala corespunzatoare distantei e dintre doua
pene.
Din relatia de sus se calculeaza pasul e, la care se vor monta penele (daca au
fost alese 1n prealabil dimensiunile acestora, sau latimea penelor daca s-a ales pasul e,

in prealabil, cu ajutorul relatiei:

S
T, b-ex—-
I

z

[ T-dx. (9.40)



b) Pentru cazul imbinarilor cu suruburi sau nituri (fig.9.17,a) relatia (9.37)

devine:

7))

.d?
e s

. [T-dx, 9.41
a s o1 (9.41)

relatie din care se obtine diametrul d (diametrul interior al suruburilor sau diametrul
niturilor dacad s-a ales pasul) sau se obtine pasul la care se vor monta suruburile,
respectiv niturile daca se alege in prealabil diametrul (n, este numarul de nituri din
sectiunea considerata, iar i este numarul de planuri de forfecare pentru nituri sau
suruburi).

c¢) Pentru imbinari sudate, relatia de calcul este:

S
T,-i-a-L>-~
I

z

[T-dx, (9.42)

unde:
- a este grosimea sudurii:
- Tas este tensiunea admisibila pentru cordonul de sudura:
- i numarul de cordoane de sudura din sectiunea considerata.

Grosimea cordonului de sudura va fi:

S
a>_———+—[T-dx. (9.43)
ZT 'I 'LL

as z
Pentru cazul in care grosimea cordonului de sudura rezultd mult mai mic decét
grosimea sudurii standardizate (care este in functie de grosimea minimd a

platbandelor de sudat) se adoptd sudura pe portiuni (fig.9.18.c) si relatia (9.37)

as

devine: 27 -a-LSZ?—Z-IT-dx.

z
In aceastd relatie se inlocuieste a cu grosimea sudurii standardizate si se obtine
lungimea sudurii necesare Lg,.. Pasul e la care se executd: la lungimea sudurii
calculata Ly, , se adaugad de doua ori grosimea sudurii, deoarece inceputul si sfarsitul

sudurii nu au aceleasi caracteristici mecanice ca cele teoretice luate in calcul.



L =L 2a.

s,nec +

Aplicatia 9.15. Sa se determine sarcina maxima care poate sa o suporte bara

din fig.9.19, tindnd seama numai de solicitarea de incovoiere daca ¢,= 150 MPa si sa

se dimensioneze sudura daca t,,=100 MPa.
Momentul de inertie axial este:

_40-84° 375-80°

I = 375680 cm*iar modulul de rezistenta axial:

’ 12
W, = I, 375680 8945 cm’,
ymax 42

Momentul static al unei talpi care poate luneca va fi:

S,=40-2-41=3280 cm’.

q - Sarcina capabila este:
e=l/2 %_ % \
raran NTLLITY 3 8W e 8 . 8945 . 10 . 150
14; Py — Z a —
@QZL/ Se adopta: q=1700 kN/m.
/2 4l
2 Pentru calculul imbinarii sudate se
@ aplica relatia (9.37) si se obtine:
\aie
8
Fig. 9.19
aZ#-JTL -dx=2-
21,-m-7t,-L |

~3280-10°-1700-2500

= = 6,32 mm;

275680-10* -100-8

Deoarece grosimea cusdturii a, reiesitd din calcul este mult mai mica decat cea

corespunzatoare din STAS (a=10 mm) se adopta a =10 mm si pasul e = 1250 mm si

se face calculul pentru sudura pe portiuni (relatia 9.30):

N

=1717 —

mm

L
i L
.lq.(g_



IZ
2Tas.a.LSZS_Z.l.q.£.£’
I, 2 2 2
iar lungimea sudurii va fi:
2
L > S L

3280-10° - 1700 - 25007
= 25 =279.8mm.
8 16-100-10-375680-10

snec —
2.t -1,

Se adoptd sudura pe portiuni cu pasul e = 1250 mm si lungimea cusaturii
L= Lgpee ¥ 22 =600 mm (fig.9.19).
Aplicatia 9.6 Sa se traseze diagramele de variatie a tensiunilor in sectiunea

periculoasa pentru bara din figura 9.20 si sd se dimensioneze sudura stiind ca
Tas— 80 MPa.

Marimile geometrice ale sectiunii sunt

[ _6:96 548

, =212cm®,
12 12
® 13,45
i
G 135,8
P24 kN Qo 398 398
60 | = -
ﬂ - 113,2 ﬁ 48.9
L=250 6 / ——

o0 7
(MG @

~ @E\F ® @ [MPa] @

BT | @ e
a) b)
Fig. 9.20
W, = L = & =44.17cm’,
|Ymax 4’8

S, =0,



S,=S,=6-08-44=2112cm’,
S . =S ,+4:0,6-2=2592cm’,
S =27-08-44=9504 cm’.

Tensiunile pentru sectiunea din incastrare sunt:

M, . 24-10°-250

o - >0~ 1358 MPa
W, 4417-10
M. 103
o, = —ms 2 24107230 g y135 ppy,
L 212-10
T.,=0;

_T-S, 24-10°-21,12-10°

Ty = T = 3,985 MPa;
b, -1, 60-212-10
3 3
1:3Xy:T S, _24-10 21,124 10 —39.85 MPa,
b, 1, 6-212-10
3 3
_T-S,; _24-107-2592-10 _ 4891 MPa,

T =
N pe, 6-212-10"

. _Ts, _24-10°-9,504-10°
Vb, 8-212-10*

~ 13,45 MPa.

iar variatia lor este redata in figura (9.20,b).
Dimensionarea sudurii se face cu relatia (9.37) si se obtine:

3 3
az#-ﬁ-dx: T-S, _24:10 10421,12:1,494mm.
2.1 -t -L 1 2.1 -t,  2-212-10"-80

z as

Deoarece grosimea sudurii este mult mai mica decat cea standardizatda

(a=6 mm), se dimensioneaza sudura pe portiuni alegand pasul e = L/2 = 125 mm, cu

relatia (9.30):

2.1

-a~L52S

s IZZ -_!T-dx

z

Sau



S,-Qp  212-10°-24-10°-125

L snec 2
2-1,,-a-1,  2-.6-80-212-10*

=31,13 mm

Se adopta L =Lgpec+ 2a =43 mm.

Deci, pentru bara data se fac doua cusaturi la capete de Ly =43 mm.

9.10 Bare de egala rezistenta solicitate la incovoiere simpla

In general barele se dimensioneazi la incovoiere pe baza momentului
incovoietor maxim, utilizdndu-se bare prismatice (de sectiune constantd pe toata
lungimea barei). Folosirea barelor prismatice (de sectiune constanta pe toata lungimea
barei), se recomanda pentru incarcari complicate, cu multe sarcini pentru care rezulta
o diagrama de momente cu mai multe valori extreme ce nu difera mult intre ele.

Dimensionarea rationald a barelor solicitate la incovoiere se face astfel ca
tensiunea maximd din orice sectiune a barei sa fie egala cu rezistenta admisibila.
Astfel de bare poartd denumirea de bare de egala rezistenta la incovoiere. Mai jos

se analizeaza doud exemple de asemenea bare.

9.10.1. Bare cu sectiunea circulara

Se considerd o bard simplu rezematd solicitatd de o fortd concentrata P
(fig.9.21,a). Momentul incovoietor variaza liniar avand valoarea maxima in dreptul
fortei concentrate (fig.9.21,b), iar intr-o sectiune oarecare este dat de relatia:

M=H-x.
L

Din conditia de egala rezistenta la incovoiere:



¥
Ita:
% rezu

a b M,
l u) Wznec =— s
@ () sau tinand seama de sectiunea circulara si de
é expresia momentului:

a
2:P:-b-x
S d=, 32 Pb-x (9.46)

@ n-o,-L

b) L .

ceea ce ne da legea de variatie a diametrului
X Ry

{ in lungul barei, care este o variatie dupa o

curbad de gradul trei (fig.9.21.c) si care are

4

diametrul maxim:

c)
dmax=3M. (9.47)
\/ n-o, L
3
S el s el b
d)

Fig. 9.21

d jmax

dITIinz

dmin

In practica nu pot fi realizate astfel de
bare (arbori) in conditii de eficientd si ca
atare se adopta solutia barei cu mai multe tronsoane, de diametre diferite (fig.9.21,d).

Pentru calculul diametrelor minime necesare la capetele barei (care din legea

de variatie ar fi zero), se dimensioneaza la forfecare:

de unde rezulta:

16-P-b_ (9.48,a)

d .= ,
Inec 3TC°’Ca'L



si dyy., = %. (9.48,b)

Pentru alte moduri de incarcare, legea de variatie a diametrului barei este data

de relatia:
n-d® M,
32 o,
sau.
d=, 22 M (9.49)
mT-0

9.10.2. Bare de sectiune dreptunghiulara

Barele de sectiune dreptunghiulara de egald rezistenta la incovoiere se executd
mentinand constantd una din dimensiunile sectiunii:

Se considera o bard in consold incdrcatd cu o sarcina P (fig.9.22,a). Momentul

incovoietor Intr-o sectiune oarecare la abscisa x este: M = - P - x. Modulul de

rezistenta al sectiunii dreptunghiulare este:

Px
P 2
b-h
X t Wz =
L 6
al " Punand conditia de egald rezistentd pentru
£ /
“ . .
: b) orice sectiune x:
£
Mi
cymax = = Ga 2
T W,
= ;
— = : b-h* M,
5 se obtine: =
Ga
d) ’

Fig. 9.22



Daca se mentine constantd ldtimea b, atunci indltimea h, a sectiunii rezulta
din relatia:

P-x

h= (9.50)

Deci, in acest caz bara trebuie sa aiba Indltimea dupd o variatie parabolica
(fig.9.22.b).
Dacd se mentine constantd inaltimea h, rezulta:

b=6;P°X
h*-c,

: 9.51)

iar bara trebuie si aibd latimea variabila liniar (forma triunghiulara, fig.9.22.c). in
practica, o astfel de bara se realizeaza din fasii de latime by care se pun una peste alta,
rezultdnd bara cunoscuta sub numele de arcul in foi.

Latimea b, se calculeaza din conditia de rezistenta la forfecare a capatului

barei:

A =

nec

N | W

L
Ta

9.11. incovoierea oblici

Solicitarea produsad de forte care se afla intr-un plan longitudinal central, dar
nu principal de inertie, se numeste incovoiere oblica (fig.9.23).

Se considerd o sectiune transversald oarecare
dintr-o bara (grinda) solicitatd la incovoiere oblica si se
raporteaza la axele ei principale de inertie Oy si 0z
(fig.9.24). Momentul incovoietor poate fi reprezentat

printr-un vector inclinat cu unghiul o fatd de una din

axele principale de inertie a sectiunii transversale.



In cazul incovoierii oblice este recomandabil si se traseze o singura diagrama
de momente incovoietoare, cea corespunzdtoare fortelor aplicate. Momentul
incovoietor calculat formeaza acelasi unghi o cu o axa principala ca si planul fortelor
cu cealaltd axd principala centrala de inertie.

Relatia lui Navier nu poate fi aplicata direct deoarece momentul incovoietor
este dirjjat dupa o directie oarecare si nu se realizeazd cea de a doua ecuatie de
echivalentd (9.3). Ca urmare este necesara descompunerea momentului incovoietor in
componente orientate 1n lungul axelor principale centrale de inertie.

M,=M-cosa si M, =M-sina.

Relatia lui Navier este aplicabild fata de aceste componente si in dreptul unui
punct oarecare M, de coordonate y si z, de pe suprafata transversald a sectiunii,
fiecare componenta a momentului incovoietor produce cate o tensiune normala: oy si
G,. Pentru momentul incovoietor admis in primul cadran al sectiunii transversale

tensiunile sunt de semne contrare si anume:

M M,
' =—=>y,06"=—"""1.
I I
P z y
. In figura 9.24 se arata
<o\ 2ol g.: : /dg‘“{ modul de distributie al acestor
C=o . < < oA <
z M, ~ . tensiuni §1 se observa ca in doua
i
b, cadrane tensiunile ¢ si o au
A y oM< Y M
M| 0’0 acelasi semn, iar in celelalte doua

ra Gl>° o 1
e G%o G>o au semne contrare. Tensiunea

Y totala din dreptul unui punct

oarecare M se obtine prin

insumarea algebricd a tensiunilor:

Fig. 9.24




(9.52)
In functie de semnul coordonatelor punctului M, componentele tensiunilor o si
G vor rezulta pozitive sau negative. Punctul cel mai solicitat se afld in cadranul in
care cele doud componente au acelasi semn. Prin anularea expresiei de sus se obtine
ecuatia axei neutre:

M
h;lz.y_Ty.ZzO' (9'53)

z y

Se observa cad axa neutrd este o dreapta centrald inclinatd fatd de axa 0z cu un

unghi 3 dat de relatia:

M, 1 1
tgf="=—. 2= 2.tgq,. (9.54)
z M, I, 1
z y y
Axa neutrd este o dreapta ce este inclinatd cu unghiul  fatd de axa 0z si de
obicei nu coincide cu suportul vectorului moment. In caz particular, cand I,=Iy, atunci
rezultd B = o si deci axa neutra coincide cu suportul vectorului moment.
Aplicatia 9.7 Sa se determine sarcina capabild sd o suporte o bard simplu
rezemata, confectionatd dintr-un profil 1 20 (fig.9.25) daca rezistenta admisibild a

materialului este 5,=150 MPa.

Rezolvare:  Profilul este solicitat la incovoiere oblica de un moment

5 . . 35
incovoietor maxim M__ = 4 s ce
P se descompune in lungul axelor centrale

principale de inertie ale sectiunii in:

1=2500
35 ,
@ - M, =M, -cosa = P2 cos20 s1
1
pL 2
8 M, =M, -sinoL = P -sin20°.

Fig. 9.25



Profilul rezistd daca este indeplinita conditia:

_ M, My
O = + <o,.
W, Wy

Inlocuind valorile momentelor cu expresiile de mai sus se obtine:
8-0, W, -W,
L* (W, -c0s20° + W, -sin20° )
8-15-214-26-10°
" 25007 - (26 c0s20° + 214 -5in 20°)-10°

pcap =

=10,94kN /m,

unde s-a inlocuit: W, =214 cm’si W, =26 cm’ din anexa nr. 9.
Se adoptd p,, =11 kN/m,

Deoarece s-a ales o valoare mai mare decat cea calculata se face calculul de
verificare:
6..<L05c,
M, M, p-I’-cos20° p-L’-sin20°
Gmax = + = + =
W, Wy 8- W, 8-Wy

~ 11-2500° ( cos20°  sin20
8 214-10°  26-10°

) =150,9<1,05-0,.

deci valoarea adoptata este buna, bara rezista.
9.12. Incovoierea stramba

Solicitarea de incovoiere produsd de forte aplicate in plane longitudinale
diferite se numeste incovoiere strAimbi. In acest caz se determini momentele
incovoietoare M, si My, dupa descompunerea fortelor aplicate, in componente situate
in cele doua plane principale de inertie ale barei (grinzii).

Pentru sectiunea (sau sectiunile periculoase) se face calculul de rezistenta

asemanator cu cel de la incovoierea oblica.



Aplicatia 9.8 Sa se dimensioneze bara din figura 9.26 stiind cd o, = 150 MPa.
Rezolvare: Se descompun fortele dupa directiile axelor Oy si 0z si se traseaza
diagramele de momente in cele doud plane principale centrale de inertie M, si M. Se

observa ca momentul incovoietor maxim este in incastrare, respectiv:

M, = Mj, + M}, =2,4197 + 345> =4,213 kNm.

Din conditia de rezistenta:
<o

M, M, 3.M, 3M,
cSmaxz . + = 3Z + 3 - a
W, W, 2a a

pentru ca:
2a . a’
V\/ = — 1 V\/ = —
‘ 3 3 Y3
iar:

3M, +6M,  [(3-2,419+6-3,45)-10°
a=3 Y =3 =45,34 mm.
2 2-150

Se adopta: a =45 mm.

w " e,
P=1kN Pg=’l'5kH P3='-1 Y
fl : | - % f !
“500_| 800 | 1000 ~ T
.
P! PICOS3D. a
2,419
@yl
{kNm) [ sin30” Py
3,45
= 1
{xNm]

Fig .9.26



9.13.Tensiuni in bare curbe plane

In cadrul acestui paragraf se vor studia deformatiile si tensiunile in bare curbe

plane de mare curburd. In acest caz axa barei este continuta intr-un plan si raza de

curburd este micd. Se vor avea in vedere numai barele curbe plane, de curbura

constantd (circulare) cu sectiunea simetrica fatd de planul fortelor. Sarcinile ce

actioneaza asupra barei sunt continute in planul de simetrie al sectiunii transversale a

9.13.1 Tensiuni si deformatii

barei.
? | Ty
a)
M- 2"
a 1
0 _a.c o o 2
- aXq He, - v
P ey S
-I ds -
o A <
“‘ 1
o “
]f Cr\o'
« 7%
]
%o
Ade )
T
b)
Cl
Fig. 9.27

In bara curbi plani, actionati
de sarcini continute in planul barei,
se produc eforturile N, T s1 M (fig.
9.27,a). Momentul incovoietor
produce cele mai importante efecte
(tensiuni si deformatii), apoi forta
normald. Tensiunile produse de
forta taietoare se pot calcula cu

formula lui Jurawski: t = i?z ,

z

si au distributia studiatd la
incovoierea simpli. In cele mai
multe cazuri tensiunile tangentiale
maxime sunt mici In comparatie cu
cele normale s§i  ca atare se
neglijeaza.

axiald

Forta produce in



sectiunea barei tensiuni ce se considerd uniform repartizate si se determind cu
N g e .
formula: o= e cunoscuta de la solicitari axiale.

Momentul incovoietor produce in sectiunea barei tensiuni normale. In cazul
barelor de micd curburd, variatia acestora nu diferd de cea datd de formula lui Navier
(de la barele drepte). Totusi, cind raza de curbura este mai mare de 5 ori fatd de
inaltimea sectiunii transversale, diferenta dintre tensiunile calculate cu formula lui

Navier si cele calculate cu formula dedusa mai jos este mica. De aceea, cand R >5-h

o o C e . ) ) M.
se admite ca tensiunile normale au distributia data de formula lui Navier, ¢ = I—’ Y.

Daca bara este de mare curbura (R < 5-h) este necesar sd se stabileasca o
noui relatie pentru tensiunile normale. In acest scop se consideri elementul de bari
din figura (9.27,b). Pe acesta se definesc elementele geometrice specifice.

Sub actiunea momentului incovoietor se admite valabila ipoteza lui Bernoulli

(a sectiunilor plane) si deci sectiunea pland 1°2’ se roteste cu unghiul Ade in noua
pozitie, ramanand tot plana.
Din toate fibrele din planul axei barei numai fibra 00’ isi pastreazad lungimea initiala,
ds = r - do; fibrele inferioare se alungesc, iar cele superioare se scurteaza. Aceasta
fibra (00’) se numeste axa neutrd. O fibrd AA’, aflata la ordonata y in raport cu axa
neutrd se va alungi cu:

A'A"=Ads =y - Ado.

Alungirea specifica a fibrei este:

CA'A"y Adg

AA" (r-y) do

€

Tensiunea normala, in dreptul fibrei A’A’’, conform legii lui Hooke va fi:

y Ado
o=¢-E= i 8 ) (9.55)
(r-y) do




Intrucat marimile do, Ade si E sunt constante (pentru sectiunea transversala
si pentru material), din relatia (9.55) rezulta ca tensiunile normale variaza hiperbolic
pe Tndltimea sectiunii.

In conditia cand in sectiunea transversali actioneazi numai momentul
inconvoietor (incovoiere purd), ecuatiile de echivalenta pentru sectiunea din 0 si

respectiv 0’ sunt:
[o-dA=0 si [y-(c-dA)=M. (9.55,a)
A A

Inlocuind pe o din relatia (9.55) in prima ecuatie se obtine:

E-A(p.jy-dA_0
do ir-y ,
respectiv:
jy'dA=0, (9.56)

Ar-y)
relatie ce precizeaza pozitia axei neutre.

Inlocuind pe & in a doua relatie (9.55,a) rezulta:

M=

E,A.d(p.J-yz-dA=E-Ad(p.Iy2—l‘°y+1"Y,dA=
do A(r_y) do 1 r-y

St L)

Prima integrald, din paranteza este nula conform relatiei (9.56) iar a doua este

momentul static al intregii sectiuni fatd de axa neutra (axa normala in 0 pe Oy). Deci:

[y-dA=e-A=S,,
A

in care e = -y, este excentricitatea axei neutre 00’ fata de axa barei GG’.
Drept urmare:

E-Ad(p.A.e <au E-Ad(p= M .
do do A-e

M =




Tinand seama de aceasta in relatia (9.55) se obtine ecuatia tensiunilor normale
pentru barele de mare curbura solicitate la incovoiere pura:
M
_ Y , 9.57)
A-e r—y

care este ecuatia unei hiperbole.

Tensiunile maxime din fibrele extreme (1 -pe fibra interioara si 2 -pe fibra
exterioard) rezultd prin particularizarea relatiei (9.57): y =y, r-y=r-y;=R;s1

respectivy =-y, sir-y=r+y,=R,; astfel ca:

M M
o =M Y __ My

= , c . 9.58,a
A-e R, ' A-e R, ©.55.2)

Daca in sectiunea barei actioneaza atdt momentul incovoietor cat si forta

normald variatia tensiunilor normale pe sectiune rezultd din suprapunerea efectelor
date de relatiile (6.1) s1(9.57), adica:

s=N M ¥ (9.58)
A A-er-y
1ar tensiunile extreme, din fibra interioara si exterioard, sunt date de relatiile:
N M
o, =N, M ¥
A A-e R,
(9.59)
s.=N_ M ¥,
' A A-e R,

9.13.2. Pozitia axei neutre

La barele curbe fibra neutra nu coincide cu axa barei, ci totdeauna este catre
interiorul acesteia, la distanta e de axa barei. Fibra neutra este definita prin raza r,

sau prin excentricitatea e. Intre raza de curburd a barei R, raza fibrei neutre r si
excentricitatea e, exista relatia:

r=R-e saue=R-r. (9.60)



Folosind schimbarea de variabila v =r - y, respectiv y = r - v si Inlocuind in

relatia (9.56) se obtine:

y-dA ,r-v dA
= -dA=r-|——-|dA=0.
e

Din aceasta rezulta ecuatia axei neutre:

A
_—%.

A Y

r 9.61)

Pentru calculul razei r se ia un element de arie dA = b - dy paralel cu axa 0z.

Aria ce variazd se exprima functie de marimea v. Astfel pentru sectiunile din figura

9.28 se obtin formulele:

b d : b by
>, y ; - S
. V-4 [
/:/‘/ B i ‘ bl \:
Ze :" aé ol ze ¢ é\ G @ & = Zo N s
4= [ gw Z '\\ o L§ Z.-_O.\ o|
247 \S ' B \& 5
]
CI? &l o = [+ o Y B - :
o o] o2 o o
a) b) c) d} .
|
Fig.9.28
- pentru sectiunea dreptunghiulara:
h
r= R (9.62)
In_—*
1
- pentru sectiunea circulara:
2R +4R? —d?
r= , (9.63)

4



- pentru sectiunea trapez isoscel:
h B-h
r= 3 = . (9.64)
(B-R, —b-Rl)-lnR—z—(B—b)-h

1

- pentru sectiunea dublu T:

o blR-h1+b2-hl;+b3-h3 _ 3 bi-l;; | 9.65)
b,-In_2+b,-In_>+b,-In_* b, -In—_""
Rl 112 3 Ri

Se poate obtine o formuld aproximativa pentru determinarea pozitiei axei

neutre daca se face o noua schimbare de variabila v =R - y,, integrala de la numitor

devine:

=lj’ 1 -dA,
R il {_Ye
R

in care yg este ordonata unui punct al sectiunii fatd de axa centrald ce trece prin

punctul G.

Dezvoltand in serie expresia de sub integrala vom obtine:

1 2 3
—1+26 4| Yo | 4 Ye | 4
Yo R | R R

R

Daca se iau primii termeni ai seriei, integrala devine:

R .v¥s Ril R R R R’

R

1+

Termenul al doilea reprezintd momentul static al sectiunii fatd de axa centrald
si este nul. Inlocuind in formula lui r, rezulta:
A AR
I, A-R*+I,
R3

r

12

A
—
R



Excentricitatea axei neutre se obtine:

A-R* R,
A-R*+I,, A-R™+I,

e=R-r=R-

Intrucat valoarea momentului de inertie axial fata de axa centrald I,., este

neglijabil fata de valoarea A-R?, expresia excentricitatii va fi:

I
ex—% . 9.66
AR (9-66)

Aplicatia 9.9 S3d se traseze diagramele de variatie a tensiunilor pentru

sectiunea periculoasa a barei curbe din figura 9.29, daca: h;=150 mm: h,=200 mm:

o Ty b4 06
= A A
of z —=iiqDe of |
/ - A G.n
_jrza ] N
\ £~ ot el
1 - D ©) 1594
| [Mpa]
- N Sede
[}
S
n 1
!
P= 80CKN
Fig. 9.29

h;=150 mm: b;=300mm: b,=100 mm: b;=200 mm.
Rezolvare: Din figura se obtin R; = 100 mm: R, = 250 mm: R; = 450 mm:
R4=600 mm.

Ordonata centrului de greutate este:



C>yirA;  —20-10-17,5--20-15-35

= = =-14,74 cm,

Yo TS A, T 30-15+20-10+20-15
iar marimile geometrice ale sectiunii sunt:
A=30-15+20-10+20-15=950 cm®,
S'b, b,
o 950

r=—-1 = =24.28 cm,

Zb. -lnRi+1 30-ln§+10-ln£+20-ln@

~" TR 10 25 45

R=R, +y,;+75=32,24cm,

y,=r—R, =2428-10=14,28 cm,

y, =R, —1r=60-24,28 = 35,72 cm.

Tensiunile In punctele extreme ale sectiunii periculoase sunt:

_N_, M 'y, _800-10° 800-10°-10° 1428

o, = =
A A-e R, 950-10° 950-10°-79,6 100
=842 +151,1=159,5 MPa,
N M vy, 800-10° 800-10°-10° 357,22
c,=—+— 2= - : =

A A-e R, 950-10° 950-10*-79,6 600

=8,42 — 52,98 =-54,56 MPa.

iar variatia acestora este data in figura 9.29, trasate prin suprapunere de efecte.
Aplicatia 9.10 Sa se determine forta capabild sa o suporte bara curba din

figura 9.30 pentru R=300 mm si ¢,=150 MPa.

Rezolvare: Marimile geometrice ale sectiunii
_
sunt:

60, adsn
| < 1o A=8-6-4-2=40cm?,
A Yy
SB- 8.6° 4.2° \
. B¢ I = - =141,33 cm”,
< ! 12 12
R
=R, oo Lo 14133
{2 A-R_ 40-30

Fig. 9.30



r=R—-e=30-0,12=2988
R, =R-3=27 cm,

R, =R+3=33cm,

y,=r—R, =29,88-27=2.88 cm, y,

Din relatia:

cm,

R, -r=33-29,88=3,12 cm.

682_+£.L:£+2P'R.L’
A A-e R}, A A-e R
se obtine sarcina capabila :
3 c, _o,-A-e-R;
o i+72R'y1 e-R,+2R -y,
A A-e-R, Se aopta: P.,,= 11 kN.
2
_150-40-10" -1,2-270 ~1104-10° N.

T 1,2-270+2-300-28.8

9.14. Incovoierea barelor (grinzilor) de sectiune neomogena

Se considera o bara dreaptd cu sectiune transversald constantd, neomogena

H——¥

d+ —k

)

I
a4
N
x__
T

Yy

Fig. 9.31

formatd din mai multe straturi din materiale
diferite (spre exempulu o bara din lemn intarita
cu o platbanda din otel figura 9.31). Bara este
solicitata la incovoiere purd si pentru a deduce
relatiile de calcul se admit urmatoarele ipoteze:

- elementele barei sunt rigidizate inte ele si

lucreaza ca un tot unitar la incovoiere,

- materialele barei satisfac legea lui Hooke, sarcinile aplicate se afld intru-un

singur plan, care este totodata si plan de simetrie al barei,

transversale plane.

prin incovoiere se realizeazd ipoteza lui Bernoulli cu privire la sectiunile



Din bara se izoleazd un element oarecare de lungime dx (fig.9.32,a) si se

ataseaza un sistem de referinta triortogonal drept, considerand cazul a doud materiale,

fara a elimina astfel generalizarea problemei. Prin deformarea elementului sub

.\
§ \'\ -
EE
[»] \.
2 EEJ \
\
NN
' @] M M
0 X Zﬂ&cnﬁé\ Y18 \\- %VQ
\\\\\N , S s uf)dx i\
(/i A - —— V1
_dX @/ \E'ld)(
y Y
al ) -

Fig. 9.32

actiunea momentului incovoietor M, cele doua sectiuni marginale se rotesc

(fig.9.32,c). Se noteaza cu r, distanta de la centrul de curburd la axa neutrd, a carei
pozitie urmeaza sa fie determinata.

Bernoulli se obtine:

g, -dx g,-dx

Se considera cate o fibra oarecare in fiecare material la ordonatele y; si

respectiv y,, de axa neutrd. Prin solicitarea la incovoiere aceste fibre se alungesc.
Y

Considerand sectiunile transversale plane s1 dupa deformare, conform ipotezei lui
Y2

—, sau $1=L si 82=&
r r
normale o

Pe baza legii lui Hooke, alungirilor specifice €, le corespund tensiunile



01=E1-8,=E1-% si czzEz.szzEz%. (9.67)

Rezultd ca, tensiunile normale pe fiecare zond a sectiunii transversale
sunt proportionale cu distanta de la axa neutrd, factorul de proportionalitate fiind
functie de modulul de elasticitate longitudinal al materialului. In figura (9.32.d) sunt
prezentate diagramele de variatie a tensiunilor. Dacd modulul de elasticitate
longitudinal, este mare si tensiunile sunt mari si invers.

In figura s-a considerat E; > E,.

Scriind ecuatiile de echivalenta se obtine:

[c-dA=0;[c-z-dA=0; [c-y-dA=M. (9.68)
A A A

Aceste integrale se aplica pe cele doua zone ale sectiunii transversale.
Din prima integrala se obtine:

[o,-dA+ [o,-dA=0,sau E,- [y, -dA+E,- [y, -dA=0,

A1 A2 A1 Az
sau: E, -S, +E,-S,=0.

In cazul general al mai multor materiale se poate scrie:

S'E,-S, =0 (9.69)

i=1

unde s-a notat cu S, = Iyi -dA momentul static, al unei suprafete oarecare, fata de
Aj

axa neutrd. Relatia (9.69) determind pozitia axei neutre. Daca se noteaza cu ey, €;,..€,
distantele de la o dreapta arbitrara de referinta la centrele de greutate ale suprafetelor

de arie Ay, A,, ..A,, atunci din (9.69) rezulta:

n zn:Ei A e
DE A -(e;—e)=0, sau e=="——. (9.70)
SE, A,

i=1

Ecuatia a doua (9.68) este satisfacutda deoarece s-a facut ipoteza ca axa Oy este

axa de simetrie a sectiunii transversale.



Din relatia a treia (9.68) se obtine:

E E E -I.+E,- 1
M=_1.Iy12.dA+_2,Iy22.dA= 1 1 2 2
r

Al A r
sau pentru cazul general:

LU 9.71)

r iEi 'Ii

i=1

unde: I; este momentul de inertie al unei suprafete oarecare 1, fata de axa neutra.

n
Numitorul Y E, -I;, constituie rigiditatea la incovoiere a barelor de sectiune
i=1

neomogena.
Prin Tnlocuirea in relatiile (9.67) se obtin expresiile tensiunilor:

=E1°M'y1 $i 62=E2'M'Y2.

SE, -1, SE, -1,
i=1 i=1

o, 9.72)

Daca se considera drept module de rezistentd ale sectiunii neomogene

rapoartele:
Z E -1, 2E L
W, == i N — 9.73)
1 El .ylmax : EZ .y2max
atunci tensiunile maxime se pot calcula cu relatia lui Navier:
M : M
G, =— §i c,=—, etc. 9.74)
Wl WZ

Pentru aplicarea acestor relatii trebuie determinatd in prealabil pozitia axei

neutre cu relatia (9.70).

Aplicatia 9.11 Sa se determine sarcina capabild sa o suporte bara din figura
9.33 si pentru aceasta sd se traseze diagrama de variatie a tensiunilor pe sectiunea

periculoasd. Bara este confectionatd din lemn cuc,; =20 MPa,E,; =12 GPa intarita

cu o platbanda de otel cu 6,5, =150 MPa s1 E;;, =210 GPa.



Ly ® 18,2

M

40.1

III’I”/

Fig. 9.33

Pozitia axei neutre va fi:

Y E;-A;-y, 12-10°-50-80-40+2,1-10°-50-10-85

SE A, 12:10°-50-80+2,1-10°-50-10 oo

Rigiditatea barei la Incovoiere este:

D E L =12.1o3-[

50-10°

50-80°

+50~80~30,882] +

+2,1-10° [ +50-10-(85- 70,88)2} =9,317-10" Nmm®.

Din relatia 9.73 rezulta:

QE;-1)-0,  9317-10"-20

191N.
Par = Ly, 12-10°-1000-70.88

b QB 1) o, 9.317-10" - 150

capOL — 5 3481N
E, Ly, 21-10°-1000-(90—70,88)

Se adopta P, =2 kN, iar tensiunile pentru sectiunea periculoasa vor fi:

E M, -y, 12-10°-2-10°-1000-70,38

1max

>E I, 9,317-10"

G, = =18,26 MPa,

E .M, -y, 12:10°-2-10°-1000- (80— 70,88)

1max

>E I 9,317-10"

O = =2.,349 MPa,
Eg - M -y, _ 2,1-10°-2-10°-1000- (80 - 70,88)

- = = 41,11 MPa,
2ot ZE 1, 9,317-10"




M. - 2,1-10°-2-10°-1000- (90 — 70,88
G3OL _ EOL Mlmax YZ — 10( ) — 86,19 MPa
Y E -1, 9,317 -10

Variatia tensiunilor pentru sectiunea periculoasd au fost reprezentate in

figura 9.33.

9.15. Calculul de rezistenta al barelor drepte la incovoiere

in domeniul plastic

La toate problemele studiate pand acum, la acest capitol, s-a admis ca
materialele (ER) au deformatii elastice si satisfac legea lui Hooke. Deci, tensiunile
maxime au valori mai mici decat tensiunea corespunzatoare limitei de elasticitate a
materialului.

In practici se intilnesc probleme la care nu poate fi admisi legea lui Hooke, fie
din cauza depasirii limitei de proportionalitate a materialului, prin solicitarea
produsd, fie din cauza ca materialul nu are o caracteristica liniar-elastica. Din
prima categorie fac parte procesele tehnologice care dau deformatii permanente iar, in
a doua categorie se incadreaza materialele a cdror curba caracteristica nu are nici o
portiune rectilinie.

La solicitarile in domeniul plastic, nemai fiind valabila legea lui Hooke, nu

poate fi aplicat principiul suprapunerii efectelor si ipoteza deformatiilor mici.



Pentru calculul la incovoiere, in domeniul plastic al barelor drepte se considera
o portiune de bard dreapta solicitatd la incovoiere purd. Sectiunea transversald are cel
putin o axa de simetrie (axa Oy) ce este continutd in planul fortelor (fig. 9.34).

Materialul barei admite o curba caracteristica, identica cu cea de la tractiune.

st
I i“i{i. e

Ceal__ | 0y
dx

Fig.9.34

Momentul incovoietor care solicitd bara M; : o, -W, , are o valoare suficent de
mare pentru a produce si deformatii plastice. Datoritd faptului cd sectiunea este
simetricd fatd de axa Oy, axa neutra a sectiunii este perpendicularad pe planul fortelor
s1 pozitia ei trebuie determinata.

Axa neutra Tmparte sectiunea in doud zone, una intinsa (A;) si alta comprimata
(A,). Casi laincovoierea liniar - elasticd, se verifica ipoteza lui Bernoulli: sectiunile
plane si normale pe axa barei Tnainte de deformare raman plane si normale pe axa
barei si dupa aplicarea sarcinilor. Deci, se poate exprima alungirea specifica, a unei

fibre oarecare, situata la ordonata y, in functie de raza de curbura r, astfel:

e=Y . (9.75)
r

Tensiunea normald, produsd de momentul incovoietor, este functie de alungirea

specificd si se poate exprima astfel:

c=f(g)= % A(y). (9.76)



Relatia (9.76) ne aratd cd tensiunile normale la incovoiere sunt repartizate pe

inaltimea sectiunii, dupa o lege aseminitoare cu cea exprimati de curba

caracteristica a materialului.

- Din ecuatia de echivalentd a proiectiilor eforturilor elementare c-dA pe axa

longitudinala a barei,

[o-dA=0, 9.77)
se obtine pozitia axei neutre.
N v2 % Ve Yc Ve
3 2 ? ?Mifg g B Yy [
5 ( Mc,( - o _'\_
> M >
= 7. o '/é é == =U=
-]
) v 17 Ve Ve Ve Ve
a) b} o d) e)

Fig. 9.36

- Din ecuatia de echivalentd a momentelor fortelor elementare fata de axa

neutrd Oz, se obtine relatia dintre tensiunile normale 6 si momentul incovoietor M;:

M

iszc-y-dA.

Rezolvarea ecuatiilor

(9.78)

(9.77) si (9.78) presupune cunoasterea curbei

caracteristice a materialului si forma sectiunii transversale.

Se admite ca materialul este ideal elasto-plastic, adica are o curba caracteristica

schematizatd prin doua linii drepte (fig.9.35), portiuneca OC, are modulul de

% C ¥=% _C
Q‘;J
L\‘r
&
0 il
Ec 2

Fig. 9.35

elasticitate E = tga s1 CC’, modulul de plasticitate
Ep = 0. In acest caz stirile de tensiune care se
produc  succesiv cu cresterea momentului
incovoietor sunt redate in fig.9.36.

Pentru o valoare micda a momentului
incovoietor, tensiunile se distribuie liniar pe

inaltimea sectiunii $i pot fi determinate cu relatia lui



Navier. In acest caz axa neutra trece prin centrul de greutate al sectiunii (fig.9.36,a).
La o valoare mai mare a lui M;, tensiunea maxima atinge valoarea de curgere
o, (fig.9.36,b) si in acest caz valoarea momentului incovoietor este:

M, =0, W, (9.79)

La cresterea in continuare a momentului incovoietor apare o stare de solicitare
elasto-plastici. In acest caz relatia lui Navier nu mai este aplicabili. Axa neutrd nu
mai trece prin centrul de greutate decat in cazul in care axa Oz este axd de simetrie
(fig.9.32,c,d). Pe masura cresterii momentului incovoietor creste zona plastica
(fig.9.36,c,d) si zona elasticd se micsoreaza. La limita, momentul incovoietor limita
M, produce deformatii plastice in toata sectiunea (fig.9.36,¢).

Pentru o stare elasto-plasticd (Mc : M; : My) tensiunile se pot exprima astfel

(pentru fig.9.36,d):

o=". C., -pentru zona elastica , (9.80,a)
Y.
=0, -pentru zona plastica. (9.80,b)

Tinand seama, in ecuatia de echivalentd (9.77), de relatiile (9.80) se obtine :
Y Ye y Y1 _
o IS -dA+j_yc;.cc +dA+['o. -dA =0.
Simplificand cu o, rezulta:
1

—Ye
—, cdA+ .

J5y y-dA+[ldA =0.

Daca notam cu Ajp §1 Ayp - ariile suprafetelor marginale solicitate plastic, iar
cu S. - momentul static al zonei centrale, solicitatd elastic, fatd de axa neutrd se
obtine:

S.+y.-(A, +A,, )=0 (9.81)

Pentru cazul particular al sectiunii solicitate plastic in totalitate, la starea
limita:

Ap= Asp, (9.82)



adica axa neutra imparte o sectiune solicitata plastic in parti egale.

Inlocuind expresiile (9.80) in ecuatia (9.78) se obtine :

M, =—[ "o -y-dA+ [ Lo, y-dA+["c,. y-dA,

Ye
sau:

M, =c (W, +S,), (9.83)
unde s-a notat cu:

W, = 1. j_y; y2.dA: (9.84)

Ye

-modulul de rezistentd al zonei elastice calculat fatd de axa neutra:
_ —Ye . Y1 . .
Sp = j_y2 y-dA + jyc y;-dA: (9.85)

-suma momentelor statice calculate in valoare absoluta fata de axa neutra, a
zonelor solicitate plastic.

Pentru cazul particular al sectiunii solicitate numai plastic (W= 0) se obtine
expresia momentului incovoietor limita (IMy).

M, =0.-S,. (9.86)

Pentru aceastd valoare a momentului incovoietor intreaga sectiune este
solicitata plastic. Pe toatd sectiunea existd o = G, asa ca tensiunile nu mai pot creste.
Deci nici momentul incovoietor nu poate creste si se numeste moment limiti. In
acest caz alungirea specifica poate creste nedefinit (fig.9.35), o datd cu aceasta creste
nedefinit §1 rotirea sectiunii fatd de pozitia initiald. De aceea in sectiunea unde se
ajunge ca M = M|, se produce o articulatie plastica.

Diferenta dintre articulatia plastica §i articulatia mecanica este ca cea

plastica apare pentru o solicitare M = My, iar la articulatia mecanica M =0.



Aplicatia 9.12 Sa se determine forta capabila a barei din figura 9.37. prin
metoda starii limitd si prin metoda rezistentelor admisibile, daca o, = 240 MPa si
coeficientul de sigurantd impus este de ¢y = 1,6.

Rezolvare:

a) Metoda starii limita:
Pozitia axei neutre este datd de relatia:
Alp = Alpa

s1 pentru dimensiunile sectiunii din figura se poate scrie:
30-5+y,-4=20-5+(20-y,)-4,

din care rezulta:

20-5+20-4-30-5

=3,75 cm.
Ye 2

Momentul static al sectiunii este:

: 2-3,75)’
Sp:A-e:30-5-@+3,75j+4-3’725 +4-( 5 ) +20-5-(§+20—3,75):

=3369 cm.’
o, 200, (2
1-3000 ) 2

r [

T IT o 2 g~
# q’lgz N'—W/j O
® | =t | 300 ®

5 ¥y
Fig. 9.37

. . M .
Din conditia M, =—=, scrisd astfel :
c



> o.-S

«— = ¢ p
a 8 c
se obtine sarcina capabila la starea limita:
8-5.-S -240- .10°
Qe = <o _ 8-240 3369210 :449)2i.
c-L 1,6-3000 mm

Se adopta: qc, =450 kN/m.

b) Metoda rezistentelor admisibile:
20-5-2,5-420-4-15+30-5-27,5
20-5+20-4+30-5
305" +20-5°+4-20°
i 12
+20-4-(1689 —15)° +30-5-(27,5-16,89)" = 41066 cm”*,

=16,89 cm,

Yo

I

+20-5-(1689-2,5)" +

1ar sarcina capabild se obtine din conditia:

2
m_-4L ol
b 8 |Ymax

M. 12 . 2

o, =y Pl 4030000 66 208 MPa <o,
I, 8, 8-41066-10

8.0 -1 . . .10*

g <Ol 8:240-41066-10°

" 1,6-3000%-168,9

L [¥ e
Se adopta: qeap = 325 kN/m.

Observatie:
Daca se face raportul intre qgp, $1 qcap S€ Obtine:

9o 100= %9 10021385 %,
eap 325

deci se obtine o crestere a sarcinii capabile cu 38,5 % prin metoda starii limita fata de
metoda rezistentelor admisibile
Aplicatia 9.13 Pentru bara din figura 9.38, se cere sa se determine zona

solicitata plastic in sectiunea periculoasa pentru: . = 250 MPa si L = 2m.



M, =oc, -(We +Sp).
Admitem ca ipoteza, cd zona de delimitare intre portiunile de sectiune solicitate

plastic si cea elasticd, se afld pe portiunea inimii, la = y. de axa Oz si in acest caz

marimile geometrice sunt:

S, =2-{2-4-5+(2—yc)-%-1}=2-(42—y§)=84—y§,

. 2 2
We = 1 (2yc) = 2yc
6 3

2

1

M, =0, -(2§2 +84—y3j =2e.(252-y2),

3

Y

252 -y, =
3
y. =% (252 - M, _ \/252 _3:40-10 2200 =13,464 cm,
c. 4.250-10
y. =t 34,64 cm.
Observatie: Deoarece y.< 40 mm ipoteza adoptata este corecta.

Pentru determinarea abscisei x,, de la care incepe zona plastica, se pune

conditia: M,= o, W,, unde:



3 3
szl(4-1z 3-8
6 \ 12
M :P-Xp
X 2 >

de unde rezulta:

j =74,67cm’,
2

_2-0,-W, 2-240-74,67-10°

X
P P 40-10°

Sectiunea solicitata plastic este reprezentata in figura 9.39.

x ,= 896

=896 mm.

x ,= 896
| 1,
T
Nilizg :
AN =
——r i T
N A
o
L 1000 L _1000
2 2

Fig. 9.39




