8. RASUCIREA BARELOR DREPTE

8.1. Generalitati

O bara este solicitata la rasucire céand efortul din orice sectiune transversala a
barei este un moment de torsiune (rasucire).

Momentul de rasucire dintr-o sectiune oarecare, este egal cu suma tuturor
momentelor fortelor situate la stinga sau la dreapta sectiunii considerate.

M, =>(P-R,+M,) 8.1)
In care, P; sunt fortele exterioare normale pe axa barei, R; distantele de la axa la
suportii fortelor, si My; sunt momentele exterioare orientate dupa directia axei Ox.

Daca bara transmite o putere P*, in kW, la turatia n, in rotatii pe minut, atunci
valoarea momentului de torsiune este:

M 230 P*[kW]

t

T . n[rot / min] ' 8.2)

Cand valoarea momentului de torsiune variaza in lungul barei, pentru calculul
de rezistenta, se recomanda trasarea diagramelor de momente de torsiune si
precizarea sectiunii (sau sectiunilor) periculoase.

In domeniul de activitate al inginerului mecanic se intalnesc foarte frecvent

aplicatii ale rasucirii barelor drepte ca de exemplu: arbori, osii motoare, suruburi, etc.

8.2 Tensiuni si deformatii la rasucirea barelor drepte de sectiune

circulara si inelara

Se considera o bara dreapta de sectiune circulara si constanta in lungul ei
realizatd dintr-un material continuu, omogen, izotrop si care satisface legea lui
Hooke. Pe suprafata barei se traseaza cercuri §i generatoare, care formeaza o retea de
dreptunghiuri curbilinii, dintre care se considerd dreptunghiul elementar ABCD.

Consideram sectiunea (1) situata la distanta dx de sectiunea (2), (fig.8.1,a).



Dupa aplicarea momentului de rasucire, bara se deformeazd dupa cum este
reprezentatd in figura (8.1,b). Analizdnd deformatia barei se constata ca:

a) cercurile aflate in plane transversale raman tot cercuri continute in aceleasi
plane transversale, iar distanta dintre acestea nu se modifica semnificativ (se
confirma ipoteza lui Bernoulli, pentru punctele de pe suprafata exterioara si se
extinde si la punctele de la interiorul barei);

b) elementele dreptunghiulare de pe suprafata laterald se transforma in
paralelograme ale céror laturi 1si pastreazd lungimea;

c) cele doua generatoare (fibre) raman paralele una fata de alta, dar se modifica

in elici;
dx
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Fig. 8.1

Astfel ca, orice element dreptunghiular de pe suprafata barei se deformeaza
prin lunecare purd intr-un paralelogram (fig.8.1,c). Unghiul drept se modifica cu
lunecarea specifica maxima, definita de relatia (3.38):

—limf—E
yo_Ax—)OAX_dX'

Arcul Ae, este deplasarea prin lunecare a oricarui punct A sau B in Ad si
respectiv in Ba. Astfel, cercul (1) se roteste cu arcul Ae = AAa= BB3, fatd de cercul
(2). Unghiul cu care se roteste sectiunea (1) fata de sectiunea (2), care se afld la
distanta dx de sectiunea (1), se numeste deformatie unghiulara sau rotire relativa
si se noteaza cu do (fig. 8.2). Se poate scrie:

Ae=AA'=BB'=R-dp=7, -dx.



rezulta:

yO:R-d—(P:R-O,
dx

in care marimea :

0= do , 8.3)
dx
se numeste rotire specifica.
In mod similar, pentru arcul MM’, aflat la distanta r fati de axa barei, se
obtine:

MM'=r-do =y -dx,

din care se deduce lunecarea specifica la raza r

y:r.d—q):roe, (8.4)
dx

Intrucat materialul barei se considera continuu, omogen, izotrop si elastic,

rotirea elementara do are aceeasi valoare pentru toate punctele unei sectiuni. Deci do,

Fig. 8.2

fiind constanta pe toatd sectiunea transversald si rotirea specifica 0 rimane constanta



pe toata lungimea cercului de razd R. Astfel din relatia (8.4) rezultd ca lunecarea
specifica variaza liniar in functie de r. Are valoare nuld pe axa barei si maxima (y,=
R - 0) pe conturul exterior. Datoritd deformatiilor de lunecare in bard se produc
tensiuni tangentiale, care se pot determina, pentru solicitari in domeniul liniar-elastic,
cu ajutorul legii lui Hooke:

1T=G-y=G-r-0. (8.5)

Consideram un element de arie dA aflat la distanta R = d/2 (deci pe conturul
exterior al barei, (fig 8.2,a) si pe aceasta o tensiune tangentiala T avand o directie
oarecare. Aceasta are componentele T~ tangentd la contur si T radiald. Conform
dualitatii tensiunilor tangentiale unei tensiuni T4 i1 va corespunde o tensiune Ts, pe
suprafata exterioara a barei. Deoarece nu s-au luat in considerare forte de frecare
axiale, pe suprafata exterioara a barei, care sa produca tensiunea Ty, aceasta este nula.

Deci, tensiunile tangentiale continute in sectiunea transversald sunt
perpendiculare pe raza si variaza proportional cu aceasta. Conform legii
dualitatii tensiunilor tangentiale, perechea tensiunii T, este tensiunea Ty §i este
continutd in planul axial (fig.8.2,a), adica:

1=1,=7,=0-G"r. 8.5, a)

Scriind ecuatia de echivalenta dintre efortul M; si tensiunile din planul sectiunii
transversale vom obtine:

M, = r-(c-dA)
st inlocuind pe t din expresia (8.5) se obtine:

Mt=9-G-IAr2-dA=9-G-Ip. (8.6)

In relatia de mai sus s-a tinut seama ci:

r’.dA=1,
.[A p

este momentul de inertie polar (vezi § 5.4)
Inlocuind marimile 6 - G din (8.6) cu expresia rezultati din (8.5) se obtine

formula tensiunii tangentiale la rasucirea barelor de sectiune circulara:



T=—"-1, 8.7

din care se poate constata ca tensiunea tangentiald variaza liniar in functie de raza.
Din relatia (8.7), ce este reprezentatd grafic in figura (8.2,a), rezultd ca

tensiunile tangentiale sunt maxime pe conturul exterior al barei:

. M g M (8.8)

0=—t (8.10)

Deci, rotirea specifica este direct proportionala cu momentul de rasucire i
invers proportionala cu produsul G-I si care se numeste rigiditatea la rasucire a
barelor de sectiune circulard si inelard. Rotirea specificd se masoard in rad/m, sau
grade/m. Deformatia unghiulara a barei de lungime L sau rotirea relativd a barei,
notatd cu A@, ce reprezintd unghiul cu care se roteste sectiunea finala fatd de cea
initiala, se obtine din relatia (8.3) si (8.10), astfel:
M, -dx

8.11
e (8.11)

so=[ do=[0-ax=],

Daca bara este omogena, de sectiune constanta si efortul M, este constant pe
toata lungimea L, prin integrarea relatiei (8.11), se obtine:
_M,-L

G-I,

A (8.11,2)

iar daca valorile marimilor de sub integrala (8.11) sunt constante pe portiuni din

lungimea barei, atunci relatia (8.11) devine:



M, -1
A(p=2ﬁ. (8.11, b)
pi

Desi relatiile (8.7), (8.8), (8.10) si (8.11) au fost deduse pentru sectiunea
circulara se pot demonstra la fel si pentru sectiunea inelara.
in formulele (8.6)...(8.11), sunt mentionate marimile I, si W, care au
expresiile:
n-d* n-d’
I = T W, = 6’ (8.12, a)

pentru sectiunea circulara si:

- D4 4 T D3 4
L="3, (1-k*), W, = > (1-K%) (8.12, b)
: . 9 d
pentru sectiunea inelard, unde k = D’

8.3. Calculul de rezistenta la rasucire

al barelor de sectiune circulara

Calculul de rezistentd la rasucire presupune rezolvarea problemelor de
verificare, sarcind capabild si de dimensionare. Acest calcul are la bazd formula
traditionala consacrata a conditiei de rezistenta:

Tnax = T (8.13)
cat si cea de rigiditate:

0,.<0, sau Ap,, <AQ, 8.14)
in care Tm, se obtine din formula (8.8), 6.« cu formula (8.10) si Ag cu una din
formulele (8.11).

Valorile rezistentei admisibile la rasucire 1,, respectiv 0, sau A@, se stabilesc

pentru fiecare ER in functie de material, conditii de exploatare, rol functional, mod de

apreciere al fortelor, etc.



1. Problema de verificare se rezolva folosind formulele:

t

W

p

T =

max

<1, (8.15, a)

— t

max G-I

<0, sau A, = M, <A¢. (8.15, b)
P G-1,

In functie de rezultatele obtinute se vor da verdictele;

a) BARA REZISTA, daci toate valorile calculate (t, 8, sau Ag) sunt inferioare
celor admisibile si cel putin una este mai mare decat 0,8 din cea admisibila;
b) BARA NU REZISTA, daci cel putin o valoare este mai mare cu mai mult

de 5% din cea admisibila;
c) BARA ESTE SUPRADIMENSIONATA, daci toate valorile determinate
sunt inferioare valorii de 0,8% din cea admisibila.

In cazurile b, ¢ se calculeaza sarcina capabila.

2. Problemele de capacitate de incircare se rezolva cu relatiile:
M., =W, 1, (8.16, a)

_G-IP-A(pa.

Mt,cap =G- Ip -0, sau Mt,cap = L

(8.16, b)

Dintre valorile obtinute se ia in considerare valoarea cea mai micd; aceasta se
va utiliza in continuare pentru adoptarea unei valori rotunjite, intregi care sa satisfaca
conditia:

08-M,,, <M, <L05S-M, .

3. Rezolvarea problemelor de dimensionare, implica mai intai determinarea

momentului My,.x (din diagrama de momente), apoi se alege materialul si se adopta,

T, respectiv 0, sau A@, si pentru sectiunea circulard din relatiile (8.8) si (8.12,a) se

obtine formula :



d = 3/% : (8.17,a)

iar din formulele (8.10), (8.11), (8.12,a), pentru conditia de rigiditate se obtin

formulele:
= 4|——__tmax sau d =4 it et Sl . (8.17, b)

Pentru barele de sectiune inelard se adopta raportul k = D/d si din relatiile

(8.8), (8.10), (8.11), (8.12,b), se obtine:

Dnec =4 16thax 4\’ (8.18, a)
n-T, -(1 -k )
si respectiv:
D, .=, SEALIP N sauD, . =, 3IM,,, - L e (8.18, b)
n-G-0,-(1-k*) n-G-Ag,-(1-k*)

Cand se iau in considerare atat conditia de rezistentd cét si cea de rigiditate,
rezultd doua valori pentru diametrul ER. Se adoptd valoarea cea mai mare prin

rotunjire.

Aplicatia 8.1. Sa se dimensioneze un arbore din otel (G = 8,1-10° MPa, t,= 80
MPa, 0,= 1 grad/m) care transmite o putere de P'= 30 kW la o turatic de n = 200
rot/min. Arborele se va calcula 1n cele doua cazuri:

a). sectiune circulara

b). sectiune inelard k= D/d = 0,8.

Rezolvare:

Momentul de torsiune se determina ca fiind:

303030
n n w200

a). Sectiunea circulara:
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Se adopta d = 60 mm. Fig. 8.3

Observatie: Nu se poate adopta o valoare mai micd (d=55 mm) decat cea

calculata pentru ca la verificarea, in conditia de rigiditate se obtine:

6 3
0 - 32Mt4 _ 32 1,4323 104 .180 10 ~1,128°/ m> 1,050, .
n-G-D n-81-10°-55 T

b). Sectiunea inelara:

6
b -, __16M, . 16 1,4324 10" _ 53 65 mm
1, (1-k*) {m-(1-08%)-80
6 3
b ¥M . 2:1432:10° 10180 _ oo
n-G-Ga-(l—k) n-(1—0,84)-81-103 3w

Se adopta: D =65 mm, d =52 mm.
Economia de material, prin utilizarea acestei sectiuni inelare este de:

60> — (652 - 522)

A -A
41 - -100=57,75%.
60

I.100=

I
Aplicatia 8.2 Sa se dimensioneze arborele din fgura 8.3 incastrat la capete si
solicitat de un moment de torsiune My=3 kNm. Tensiunea admisibia este de
1, =110 MPa, iar d = 0,75D.
Rezolvare:
Aspectul static este:

Mtl +Mt2 = Mt >



iar aspectul geometric se scrie:
AQ,, +AQ, ; + Ay, =0

din care rezulta aspectul fizic:

Mtl '2a+Mt1 'a_l_(Mtl_Mt)'a
G-I, G-I,, G-1,,

Simplificand termenii asemenea si inlocuind d = 0,75D, rezulta:

M o__ M, 075 %3000

! 24+1+1 2-(1+0,75)

>

M, =M, - M,, =3000—360,5=2639 Nm

=361 Nm,

Diametrele necesare pentru arbore sunt :

16M 116-361-10°
dnecI-Z =3 1=z =3 16-361-10 =25,57 mm,
n-C, n-110

sirezultd: D, , = diy _ 34,04 mm.
0,75

b

16M : 103
Dpecoa =3 B4 =3\/16 2639-10 =49,62 mm.
TG, n-110

Se adopta valorile: D =50 mm, d =37,5 mm.

8.4. Energia de deformatie la rasucirea barelor

de sectiune circulara si inelara

Considerand un volum elementar din bard, datoritd actiunii tensiunilor
tangentiale T si a lunecarii specifice elementare y, se produce lucrul mecanic

elementar specific (fig. 8.4): dL, =71 -dy
Solicitarea fiind in domeniul liniar elastic T = G-y, astfel ca dy = d—é , 1ar lucrul

mecanic elementar va fi egal cu energia de deformatie, conform ipotezei ca in



domeniul elastic intreg lucrul mecanic efectuat prin Incarcarea barei se acumuleaza in
volumul acesteia sub forma de energie de deformatie:

T

dL1=dU1=ﬂ:-d](=G dr.

Grafic acest lucru mecanic, respectiv energia de deformatie elementara sunt

reprezentate prin trapezul hasurat din figura

Y
B 8.4.

T A : : :
" A Energia  specifica de  deformatie
e A

inmagazinata in elementul de volum unitar
cand tensiunea creste lent de la 0 la T va avea
=~
forma urmatoare:
dA ! dv <’
0 _[° [T
] lde U, = J’O du, = jo s (8.19)
¢
L—M"——J 1ar cea acumulata in volumul elementar este:
. 2
Fig. 8.4 dU=U,-dV=—"-dV.
2G

Pentru bara dreapta de sectiune circulara:

4
Mt'r, | =Ir2'dA=n d , dV=dA.dX’
I PoJa 32

P

T =

asa ca energia de deformatie acumulatd in bara de sectiune circulard, de lungime L,
solicitata la rasucire va avea valoarea:

2 2 2
U=IdU=IT—-dV= Mjrz-dA=IM. (8.20)
v g L2G- T L2G 1,

Daca bara este omogend, de sectiune circulara constanta si solicitatd pe toata
lungimea de acelasi M;, atunci energia de deformatie acumulatad va avea valoarea:

U_Mf-L_16-Mf-L.

_ _ (8.21)
2G-1, G-d'




< . . 9 . . d :
Daca bara este de sectiune inelard cu factorul dimensional k = D’ energia de

deformatie va avea expresia:

U= 16M; - L .
n-G-D4-(1—k4)

(8.21,2)

8.5. Calculul arcurilor elicoidale cu pas mic

Arcul elicoidal se confectioneaza dintr-o sarma de otel avind diametrul d care
se infagoard pe un cilindru sub forma unei spirale. Distanta D/2 de la axa cilindrului
la axa sarmei infasurate, se numeste raza de infasurare. Asupra arcului actioneaza o
forta P de-a lungul axei cilindrului. Daca forta se va reduce in centrul de greutate al
unet spire se va obtine o fortd P $i un moment M =P - R.

Descompunind forta P si momentul M dupd axa spirei si perpendicular pe
aceasta se obtin eforturile:

N=P -sina ;

T=P- cosa;

M,=P -R, -cosa;

M, =P -R -sina.

La arcurile elicoidale cu pas mic unghiul de infasurare al spirei are valori mci,
astfel ca se poate face aproximarea:

sina 0 ; cosa =1

In acest caz eforturile din orice sectiune a arcului sunt:

Mt=PoR=P-%si T=P. (8.22)



Tensiunea  tangentiala

produsd de forta taietoare este
foarte mica in comparatie cu

cea produsa de momentul de

torsiune, astfel ca se va lua In

calcul numai efectul

momentului de torsiune. Va

rezulta :

Fig. 8.5

T = M, _ 16P-l3)== 8-P-3D. (8.23)
W 2w -d m-d

p

Relatia (8.23) se utilizeaza in calculul de rezistentd pentru:
verificare, capacitate de incarcare, dimensionare,

Din aceasta relatie se obtine diametrul spirei:

d, =3P (8.24)
T. T

Rezistenta admisibila a otelurilor pentru arcuri (OLC55A, OLC65A, OLC75A,
OLCS8S5A, 51SI17A, 60SI15A, 5SICR11A), se ia: 1,=400..800 MPa.

Deformatia arcului se defineste ca fiind scurtarea sau lungirea acestuia sub
actiunea unei solicitari (fig.8.5) si se numeste sageata.

Relatia de determinare a sagetii se obtine considerand egalitatea dintre lucrul

mecanic al fortelor exterioare aplicate si energia potentiald de deformatie acumulata
. . o P-f . : . 5
in volumul arcului. Tinand seama ca L = 5 iar energia de deformatie este data de

relatia (8.20), in care se fac substituirile:

_P-D

M, ; L=n-D-n,
2

egalitatea L = U devine :



respectiv:

2
16-n-D-n-(P'2D)

P-f
2 n-G-d*

>

din care rezulta formula pentru sageata:

f=8-P-D3-n
G-d*

(8.25)

Aplicatia 8.3 Sa se verifice arcurile suspensiei din figura 8.6, solicitate de o

forta P = 3,2 kN, dacd elementele arcurilor sunt D;= 64 mm, d;= 8 mm, n;=10 spire,

D,= 80 mm, d,=10 mm, n,=8 spire.
Rezolvare:
a) Aspectul static:
P,+P,=P,
b) Aspectul geometric:
fi=1,
¢) Aspectul fizic:
8-P-D}-n, 8 (P-P)-D;-n

G-d? G-d} ’

din care rezulta:

P = 4P3 = 3’2003 =1294 N,
149 D on o 107 647 10
di D n, 8* 80° 8

P,=P—-P, =3200—-1294=1951N.
Tensiunile tangentiale 1n cele doua spire rezulta:

. _8:P D, _8:1249.64
max n-d; n-8°

=397,77 MPa <1,

Py
1
P
2
2
P
Fig. 8.6



. _8:PD, 8:1951-80
moned) 10°

=397,65 MPa<r,.
TE .

Deci, SUSPENSIA REZISTA.

Observatie: Deoarece tensiunile maxime din arcuri sunt apropiate de valoarea

admisibild se poate spune ca aceasta suspensie a fost proiectatd economic.

8.6. Rasucirea barelor de sectiune dreptunghiulara

Teoria generald a rasucirii barelor de sectiune oarecare a fost elaborata de
Barré de Saint-Venant si are la bazd o demonstratie complicata. Ipoteza sectiunilor
plane, verificatd si utilizata pentru sectiunile circulare si inelare nu mai corespunde la
barele de sectiune oarecare. Acestea se deplaneaza prin rdsucire.

Pe suprafata unei bare de sectiune dreptunghiulara, in stare nesolicitata
(fig.8.7,a), se traseaza linii drepte echidistante, paralele si perpendiculare pe axa
barei. Se obtine o retea de dreptunghiuri.

Dupa solicitarea la rasucire, bara se deformeaza ca in fig.8.7,b, la care se

a)
Fig. 8.7
observa ca:
a) dreptunghiurile din imediata vecindtate a muchiilor barei isi pastreaza forma,

deci in aceste puncte deformatiile si tensiunile sunt nule;



b) dreptunghiurile aflate in imediata vecindtate a mijlocului fetelor isi schimba
cel mai mult forma, devenind paralelograme. Deci, in apropierea mijlocului laturilor
lunecarile vor fi maxime si ca atare aici se vor produce tensiunile maxime.

Distributia tensiunilor tangentiale, determinata de Saint-Venant, este prezentata
in figura 8.8.

Variatia tensiunilor tangentiale nu este
liniardi pe nici o directie. In colturile
dreptunghiului si in axa de simtrie Ox, tensiunile Y

tangentiale sunt nule.

Pentru sectiunile dreptunghiulare cu

-
i

raportul h/b mic se poate considera ca tensiunile e
tangentiale de pe contur variaza parabolic. Daca y i
h/b este mare (profile subtiri) se poate considera Fig. 8.8

ca t este constant pe latura mare si variaza liniar

pe grosime.

Relatiile de calcul deduse de Barré de Saint-Venant, sunt:
- Pentru tensiunea tangentiala maxima ce se produce pe mijlocul laturii mari a
dreptunghiului:

M, (8.26)

T =T =—,
" k,-h-b’

- Pentru tensiunea tangentiala la mijlocul laturii mici este:

TZ = k3 : Tmax’ (8'27)
- Pentru rotirea specifica, a barelor de sectiune dreptunghiulara:
0= LS (8.28)
k,-G-h-b

In relatia de mai sus s-a notat cu b latura mai mica a sectiunii dreptunghiulare
1ar ki, k,, k;, depind de raportul h/b al laturilor.Valorile acestor coeficienti sunt date
in tabelul (8.1) .



Tabelul 8.1

Wbl 1 [120]1,50]1,75] 20 [ 2530407 50]60] 80
k; ]0,208[0,219]0,231[0,239]0,246[0,258]0,267[0,282]0,291[0,299]0,307
k> |0,141]0,166]0,196[0,214[0,229]0,249]0,263 0,281 (0,294 [0,299]0,307
k; | 1,000] 0,93 [ 0,86 | 0,82 [0,795]0,766]0,753 10,754 (0,744 [ 0,743 ] 0,742

Pentru valori mari ale raportului h/b (h/b >10) se poate lua: k= k,= 1/3, iar
relatiile (8.17) si (8.19) devin:
_3M, 0 3M,

T = =t 8.29
" h-b*’  G-h-b’ (8:29)
Daca vom nota cu :
W, =Kk, -h-bz, (8.30,a)

si pe care o numim, caracteristica geometricd de rezistenta la rasucirea barelor de
sectiune dreptunghiulara si cu:

I,=k,-h-b’, (8.30,b)
numitd caracteristica geometricd de rigiditate la rasucirea barelor de sectiune

dreptunghiulara, relatiile (8.26) si (8.28) devin:

Tnax = D‘;I]t > (8.26, a)
t
si
0 ax = —GMi : (8.28, a)
“ Lt

ceea ce permite generalizarea calculului i pentru alte forme de sectiuni.

Expresiile caracteristicilor geometrice de rezistentd W, si de rigiditate I;, pentru
alte forme de sectiuni, sunt date in Anexa nr.6.

Calculul rotirii relative A se va face cu relatiile:
M, - dx M, -L;

t

sau Ap=)y —*+—1
G-1 ? Z G-I,

A¢=I
L



Aplicatia. 8.4. Bara de sectiune dreptunghiularda din figura 8.9 este
confectionata din otel (G = 81GPa). Sa se determine tensiunea maxima si rotirea
relativa totala daca este solicitata de un moment de torsiune M, = 20 kNm.

Rezolvare: Tensiunea maxima se produce

Mt
la mijlocul laturii mari a dreptunghiului §i este )'/f 2
egala cu: k- -

g "
M, 10-10°
’[max = "[1 = > = 2 =
k,-h-b~ 0,231-150-100
=57,72 MPa;

lar tensiunea tangentiala la mijlocul laturii mici

este:

Fig. 8.9

1,=k,-1,=0,86-57,72 =49,64 MPa.

In relatiile de mai sus s-au inlocuit k=
0,231 si k,= 0,86 pentru h/b = 1,5, (Anexa 6).

Rotirea relativa totala va fi

~M,-L ML 20-10°-2000

= - = . +=1,680-10"rad = 0,9624°,
G-I, G-k,-h-b> 0196-81-10*-150-100

A

unde, k,= 0,196 tot pentru h/b = 1,5, (Anexa 6).

Aplicatia 8.5. Bara cu sectiune eliptica

avand raportul semiaxelor b/a = 2 este
confectionata din otel cu G = 81 GPa, 7= 80 T opax
MPa i 0 =2 °/m (fig.8.10) si se cere: 3 B
a) dimensionarea barei §i variatia r
tensiunilor pe sectiune; °
b) tensiunile efective in cazul unei bare

circulare de aceeasi arie cu cea eliptica,
) ) Fig.8.10
c¢) economia de material daca se adopta

bara de sectiune circulara.



Rezolvare:
a) Din anexa 6 se obtine:

n-b-a’ . n-a’-b’
1It:—2 >
a“+b

iar din relatia de dimensionare va fi:

W, =

- din conditia de rezistenta:

se obtine:

6
a,.. =4 M, :41/24 10 =45,71mm.
T-T, m-80

- din conditia de rigiditate:

Sau

6 3
2 o M :4\/5 24-10 1830 10’ _ 3¢ 05mm.
8-1-G-0, 8-m-81-10°-2n

Se adoptd a =46 mm s1 b =92 mm.
Vor rezulta urmatoarele tensiuni:

6
T s = 2 Mtz _ 2410 - =78,49 MPa;
n-b-a® w-92-46

. . 6
Tg = 2 E/L = 24 10 =39,24 MPa,
n-b°-a mw-92°-46

iar reprezentarea este data in figura 8.10.

b) Din egalitatea ariilor rezulta:



n-d?

=m-a-b;

d=+v4-a-b=+4-92-46 =130, mm.
M, 16-24-10°

Ty = —
oW, w130,

=55,63 MPa.

c¢) Dimensionarea barei de sectiune circulara:

- din conditia de rezistenta:

6
d_ = 16-M, :3/16 24-10 ~ 1152 mm,
T-T, n-80

- din conditia de rigiditate:

. . . 6- . 3
0= 32-M, =4\/32 24-10 3180 10’ _ 46 43 mm.
n-G-0, n-81-10"-2-m

Se adoptda d =115 mm.

Economia de material in (o) va fi:

n-115°
A —A, 79246 —

n="21"22 4o0= 4 100=21,86%.
A, T-92-46

deci rezulta o economie de 21,86 % in cazul utilizarii sectiunii circulare in locul celei
eliptice.

Aplicatia 8.6. Sa se determine forta capabild si sdgeata corespunzatoare
acesteia la un arc elicoidal confectionat din sarma patratd de laturd a = 8 mm, n = §
spire si D = 60 mm, daca t,= 230 MPa si G =81 GPa.

Rezolvare:

W, =k, -b-t*=0,208-8 =106,5 mm’,

I =k,-b-t’=0,141-8" =557,5 mm".

Aplicand relatiile (8.30) si (8.21) obtinem:

p _ T W, _230-1065
cap R

=8165N ; P=800 N



Considerand egalitatea L = U (vezi § 8.4) in cazul sectiunii drepunghiulare se
obtine:
fe n-d’-n B 1-0,8-60° -8

= =2321 mm .
4G -1, 4.81-577.5

M,y t;
—
el
I"“[t | ey Tlma;[ /-\Mﬂ -
/ \ = b, + + 2
T
= Ihqlrzm o (Z:{;jm
=
| My
a) b)
Fig. 8.11

8.7. Rasucirea barelor cu pereti subtiri, deschise

Prin bare cu pereti subtiri deschise se Inteleg profilele laminate sub forma L, T,
U, I, sau alte forme obtinute prin laminare sau prin indoire si/sau sudare din benzi de
tabla laminati. In aceasta categorie intri profilele ce au elemente de grosime mici (h
> 10 -b) s1 nu inchid goluri (sectiunea este simplu conexa) sau daca inchid un gol au
cel putin o generatoare nesudata.

Se considera bara din figura 8.11 solicitata la rasucire. Elementele ce compun
bara sunt cele doua talpi si inima.

Problema se trateaza descompunand bara in trei dreptunghiuri componente si
din cele trei aspecte rezulta:

a) - Din aspectul static:

M, =M ,+M,+M, :thi’



b) - Din aspectul geometric:
0,=0,=0,=0
¢) - Din aspectul fizic:
M, M, M, M, +M +M, M

t1 t3 t

G-1, G-I, G-I, G-I, +I_+L ) G-I,

Din aceastd relatie rezultd caracteristica geometrica de rigiditate la

rasucirea barelor cu pereti subtiri, profil deschis:
1
L, =1, +1, +I, =21, =§-Zbi -t (8.31)
In cazul profilelor subtiri laminate se ia:

I, =(L, +1,+L)=>1, =%Zbi £,

in care o = 1 la profilele cornier, a = 1,1....1,2 la profilele U iar a = 1,3 la profilele I.
Din relatia aspectului fizic se obtine:
It.
Mti =M, —,
I,

astfel ca tensiunea maxima pe conturul elementului i rezulta:

.
~b, - t;
M, 37" 7' _M,

M.,

ti _

Timx: -
TOW 1b.-t.2

3 i i

* ti .
I, I

tq

Deci, tensiunea maxima este functie de grosimea t; a profilului. Rezultd ca

tensiunea cea mai mare (dintre t;) va exista in elementul de grosimea cea mai mare

(tmax) :

Tmax = Mt : tmax = Mt N (8‘32)
Itd Wtd
Marimea
I o
wW=—-t-% Fph.¢, 8.33
td t 3t i i ( )



se numeste caracteristica geometrica de rezistentd la rasucire a profilului cu
pereti subtiri, profil deschis si este similard modulului de rezistentd polar de la
sectiunea circulara.

Din aspectul fizic se poate scrie:

0= —r 8.34
G-I, (8:34)
si respectiv:
Acp:jM* X _ MLy (8.35)
L G- Iy G- Ly
Aplicatia 8.7. Sa se calculeze momentul de rasucire
capabil sa-1 suporte sectiunea din figura 8.12 i L2 : ' o
5 : . e : % g B_
corespunzator acestuia, rotirea specificd (sectiunea se g A
compune din doua profileU 20 fara sa fie sudate intre ele). 75
Se cunoaste: 1,=210 MPa. !
Rezolvare :

L : _— Fig. 8.12
Caracteristicile geometrice ale sectiunii sunt:
Ld=%§]1¢§=21%§[203§4{27§-Q8Q4J5ﬂ=47A4anﬂ

I
W, =4 =lsz:15J66mn?

b L15

max

Momentul de torsiune capabil rezulta:

M, =1, W, =15166-120-10" =1,8199 Nm.

tcap ~ “a

Se adopta: M= 1800 Nm.

Rotirea specificd corespunzatoare este:

M, _ 1800-10° 180
G-1, 81-10°-1744-10° x

10°=73%m .




8.8 . Rasucirea barelor cu pereti subtiri inchise

Consideram o bara tubulard cu pereti subtiri, ce are sectiunea transversala de
forma oarecare, dar constanta in lungul barei (fig.8.13,a). Notam cu Q aria inchisa de
fibra medie a profilului sectiunii, cu s lungimea fibrei medii §1 cu t grosimea
peretelui. Sub actiunea momentului de torsiune, in sectiune se produc tensiuni
tangentiale paralele la linia medie a profilului. Se admite cd la grosimi mici ale
peretelui aceste tensiuni sunt repartizate uniform pe toatd grosimea peretelui.
Aceasta ipoteza concordd cu atat mai bine cu realitatea cu cat grosimea peretelui este

mai mica.

Izolam din bara un element de lungime dx (fig. 8.13,b). Din aceasta detasam o
fasie longitudinald cuprinsa intre generatoarele (1) si (2). Pe fetele fasiei apar
tensiuni tangentiale care satisfac legea dualititii tensiunilor tangentiale (fig.
8.13,b). Din conditia de echilibru a fortelor elementare se obtine:

T, -t -dx=1,t, -dx,
din care rezulta ca in orice punct al sectiunii transversale produsul 1-t este constant:

Th =T, =Tt =ct (8.36)



Fig. 8.13

Acest produs se numeste flux al tensiunilor tangentiale. Deci valoarea
tensiunilor tangentiale este maximd unde grosimea peretelui este minima §i are
valoarea minima unde grosimea peretelui este maxima.

Din relatia de echilibru a elementului obtinem:

M, :J'Ar-r-dA:ft-r-t-ds,
S

unde s-a notat cu r bratul efortului tangential dT =1 - dA, de la acesta la centrul de
rasucire O si dA =t -ds.

r-ds

Din figura se observd ca dQ= , adicd aria triunghiului elementar

corespunzator lungimii de arc ds pe fibra medie. Cu aceasta notatie momentul de

rasucire rezulta :

M, :r-t-§r-ds=2ﬂ:-t-Q,
S

1ar expresia tensiunii tangentiale este:

Mt
. 8.37,a
2:t-Q ( )

Tensiunea maxima care se produce in dreptul grosimii celei mai mici, este:



Tmaxzz.t t'Q:Wt (8‘37)

in care,

Wi=2 tmin-C2, (8.38)
este caracteristica geometrica de rezistentd la rasucire a barelor cu pereti
subtiri profil inchis.

Pentru determinarea rotirii specifice se scrie egalitatea dintre lucrul mecanic
exterior, produs prin aplicarea momentului de rasucire, pe un element de lungime
dx =1, cu energia de deformare potentiald acumulata in element .

M,-0 .1

2 -] 2G

Inlocuind pe t din relatia (8.37,a) si pe dV =1 - t - ds, se obtine:

M M
0= ds__ M, (8.39)
4697t G,

in care marimea:

_4Q2 _4Q2
i ds

Zi

t

(8.40)

este caracteristica geometrica de rigiditate la rasucire a barelor cu pereti subtiri
profil inchis.
Relatiile (8.34) si (8.35) sunt formulele lui R. Bredt.
Daca grosimea peretelui este constantd in lungul fibrei medii atunci se obtine:
oS (8.41)
4-G-t-Q
Analog ca la celelalte structuri rotirea relativa se determina cu relatia:

Ap= JM dx Mﬁ-Li.

(8.42)



Aplicatie 8.8. Pentru bara din otel (G = 81 GPa, s1 14=90 MPa) cu sectiunea
din figura 8.14 se cer:

a) caracteristicile geometrice la rasucire, profil deschis si profil inchis;

b) momentul de torsiune capabil;

c) rotirile specifice maxime corespunzatoare momentelor de torsiune calculate;

d) tensiunile tangentiale si diagramele de variatie pe sectiune.

Rezolvare:

a) caracteristici geometrice:

- profil deschis:

Sectiunea datd se descompune in dreptunghiuri subtiri. La arce de cerc

lungimea dreptunghiului este egald cu desfasurata pe fibra medie.

L,=2.3b ' =1 .(2.8-0,6° +7-53-0,6° +13-1,2°) = 0 220em*
3 3 4
70
I R CA ¢
W, =—%= 2839 _ 8,2cm’.
t L2 '
D M,
- profil inchis: * g
Se duce fibra medie si se calculeaza aria ! NI AN
inchisa de aceasta: 106
& 72 130
Q=10,6-8,6+ 2 _1352cm?,
Fig. 8.14

W, =2-Q-t_ =2-1352-0,6=1623cm’,

400 4-1352°
a 106 2-86 w53
+ +

z§

t 1,2 0,6 0,6

I =1122cm".

In ultima relatie s inseamna lungimea fibrei medii:

b) Momentele de torsiune capabile:



Mips =Ta - W,g =90-82- 107 = 0,738 kNm,
Mipi =7, W; =90-162,3- 107 =14,61 kNm.
Se adopta:
M,,= 0,75 kNm;
M= 14,5 kNm.
¢) Rotirile specifice maxime se determina cu relatiile (8.34) si (8.40) si se
obtine:
0,0, = M, _ 0’375“06 —=9,411-10rad / mm = 5,392° / m,
G-I, 81-10°-9,839-10
M, 14,5x10°

0. = = : - =1,595-10"rad/mm =0,9141° / m.
T G-I, 81-10°-1122-10

d) Se determina tensiunile tangentiale cu relatiile (8.32) si respectiv (8.37):
- profil deschis:

M, 075-10°

Ty —=91,46MPa,
W, 82-10

M -10°
Ty = td -ti = 0975 10 2 6:45,73MP3
CI 9,839-10
- profil inchis:
M, 145-10°
Ty == =89,3 MPe,
bW 162,3-10°
M, _ 145-10°

Ty, = = ———=44,67 MPa.
T 2.0-t, 2-1352-10°-12

Observatie: Comparand momentele de torsiune capabile se observa cd la
acelasi consum de material profilul inchis rezista de 19,8 ori (14,62/0,738) mai mult
decat profilul deschis, iar dacd se compard rotirile specifice se observd ca bara
realizatd din profil deschis este mult mai elastica, de 5,9 ori. Adoptarea uneia sau
alteia din solutii se va face in functie de scopul urmarit si anume:

- pentru structuri rigide se adopta profilul inchis;



- pentru structuri elastice se adopta profilul deschis, care admite deformatii

mari fard a se depasi tensiunea tangentiala admisibila.

8.9. Generalizarea relatiilor de calcul la rasucire

Analizand forma identicd a relatiilor (8.8), (8.26,a), (8.32) si (8.37) pentru
calculul tensiunilor tangentiale maxime la rasucirea barelor drepte, a relatiilor (8.10),
(8.28,a), (8.34) si (8.39) pentru determinarea rotirilor specifice si respectiv (8.11),
(8.30), (8.35) 51 (8.42) se pot scrie relatii unice i anume:

M
T, =< (8.43)
Wt
M
0,.,=—"<0,, (8.44)
G-I,
M, -dx M. -L.
Ap=|— = —— < AQ,. 8.45
¢ !G-It 2o She, (8.45)

t
Daca in aceste relatii se inlocuiesc W, si I; cu caracteristicile geometrice la
rasucire corespunzatoare fiecarei forme de sectiune si anume:

- la sectiunea circulara:

3
w,sw =9
16
n-d*
I, -1 = 37

- la sectiunea inelara cu factorul dimensional k = d/D:

W, > W, = “'1]6)3 (1-k*),

I, >1, :“'3]2)4 (1-k*).

- la sectiunea dreptunghiulara (h > b);

W, > W, =k, -h-b,



I, >1, =k, -h-b°,

- la bare cu pereti subtiri, profil deschis (b>>t):

It
W, ->W, = ,

max

Italtd:%Zb-ﬁ,

unde: o = 1 pentru toate sectiunile cu exceptia profilelor standardizate pentru
care avem, o. = 1,1..1,2 pentru profilul U, a = 1,3 pentru profilul I.

- la barele cu perete subtire profil inchis:

W, —)Wi[ =2-Q-t_.,
40> 40
ds s’

t

I >, =
in care Q este aria inchisd de fibra medie iar s este lungimea fibrei medii.

8.10. Rasucirea barelor cu pereti subtiri cu sectiuni dublu conexe

Modul de rezolvare a unor astfel de probleme va fi exemplificat prin aplicatia
urmatoare.

Aplicatia 8.9. Pentru bara cu sectiunea din figura 8.15 sa se determine
momentul de torsiune capabil si corespunzator acestuia rotirea specifica (G = 81 GPa,
7,= 90 MPa).

Rezolvare: Izolam un element longitudinal (fig.8.15,b), din ecuatia de
echilibru in lungul axei Ox:

Tt =1, 41,05, (a)
s1 din ecuatia de echivalentd rezulta:

M, = [(c-t)r-ds=2-(1, -t,-Q, +7, 1, -Q,), (b)



& & _ x
8 3 _ = o
= %R
& 53 [ 8
o J
= T ’ =
10 12 @ § m- & 52/
' i E [ 11| t5 t
A ' gy
S .
e
__160 o 120
a) b)
Fig. 8.15

Aspectul geometric se poate scrie tindnd seama ca sectiunea transversald este
indeformabila in planul ei:
6=0,=0,=0,. (c)
Scriind conditiile de rigiditate pe cele doua contururi obtinem:
(ABCD) 1,-t;+15-t;=2-G-0-Q,, @
(CDEF) T, t,—1T;t,=2-G-0-Q,.
Rezolvand sistemul de ecuatii (a si d) se obtine:
T, =L111-7,;
T, =0,09263 - 1,.
care inlocuite in relatia b):

My =2-(t,t,-Q +1,-t,-Q,)=1,-(2-1,-Q, +2,222-t,-Q,).

De pe desen se obtine:

20410

Q, 16 =240 cm?,

80420

Q, -12=168 cm”.

$i cu aceste valori si pentru T, =t momentul de torsiune va fi:

M, =90-(2-10-240-10> +2,222-8-168-10)-10* = 70,08 kNm.



Se adopta: M¢ =70 kNm.
Rotirea specifica:

oottt T -(t, +0,09263-t, ) M, -(t, +0,09263-1,)

2-G-Q, 2-G-Q, :2-G-Q1-(2-t1-Q]+2,222-t2-Qz)

~ 70-10° - (10 +0,09263 - 8)
2-81-10°-240-107 (2-10-240-10> +2,222-038 - 168-10°)

= . =7 — . -2 °
=3793-10"rad/ mm=2,1-10 /n

8.11. Bare de sectiune circulara solicitate elasto —plastic

Consideram o bara de sectiune circulard cu diametrul d solicitata la rasucire de
momentul M. Daca solicitarea este elastica tensiunile tangentiale variaza liniar, de la
valoarea maxima pe contur pand la zero pe axa barei (fig.8.16,a). Distributia
tensiunilor nu se modifica pana la M, = M= 1. - W, (fig. 8.16,a) unde s-a notat cu
M. - momentul maxim panda la care sectiunea este solicitatd in Intregime in
domeniul elastic.

Cand momentul de rasucire creste peste valoarea My atunci numai o
parte din sectiune se va deforma elastic (cea cuprinsd in distanta r < a) iar coroana va

avea deformari elasto-plastice.



¢ g
fc 7__5 ) &l c Zl o “
| |
i Y ’ v o T o i
l |
| f
Mt My ]
W‘Mt%w Ao < Mt}dtg, ot Mf},ge | £ Mg |
N y
N N
Q §r § o
&max <y émax =3¢ Zmax g a PN
o bl s 0
Fig. 8.16

Daca bara este realizata din otel de rezistentd mica si mijlocie ce are palier de
curgere lung, atunci curba caracteristica (t = f(y)), se poate schematiza printr-o
diagrama de tip Prandtl pentru material ideal elasto-plastic (fig.8.17). Pentru aceste

materiale curba caracteristicad are o portiune liniard (t1=G-y, pentru y < y.) si un

palier de curgere (t = T, pentru y > v.). In acest caz, cand M, > M., tensiunile
tangentiale se distribuie Tn sectiune asa cum sunt aratate in figura (8.16,c,d).

Pentru a stabili limita dintre zona solicitata elastic si cea solicitatd in domeniul
plastic, fiecdrei sectiuni 1 s-a atasat o curbd caracteristica schematizatd pentru
materialul ideal elasto-plastic (conform ipotezei facute). Punctul de pe fiecare
caracteristica reprezintd starea de solicitare-deformare. Lunecarea specifica 7,
corespunzatoare inceputului palierului de curgere va preciza marimea “a” a razei
maxime a zonei solicitate elastic.

Lunecarea specifica are o distributie liniara de la zero pe axa barei la . pe
conturul exterior. Tensiunea tangentiala nu poate depdsi limita de curgere 1., fiind

constanta pe zonele solicitate plastic (t = t.) §i variaza liniar de la 0 la t. pe zonele

solicitate iTn domeniul elastic (zero pe axa barei).



Ecuatia echivalentd dintre momentul de rasucire si tensiunile din sectiune,
considerand dA =2m - r - dr,
Mt:.[r-(r-d )=
4’ ( 233J (8.46)
T,

:Jgr-:-rc -(2n-r-dr)+I:/2r-rc -(27c-r-dr):n1'2-

unde:

- T =1, pe zona solicitatd in domeniul plastic r e[a, 5}

r A . .

- T=—-1_ pentru zona solicitatd in domeniul elastic r e[O, a] )
a

Momentul de rasucire are doua limite:

—— 1. =W -1_, (8.47)

pentru a = d/2 (vezi relatia 8.15) s1 momentul de torsiune limita:

3
L= “13 T =1, -S,. (8.48)

cand intreaga sectiune este solicitata Tn domeniul plastic (fig. 8.16,a) si unde s-a notat

cu:

3
S, = nl ; , (8.49)

caracteristica geometrica de rezisteta la rasucire in domeniul plastic a barelor de
sectiune circulara.

Raportul dintre momentul de torsiune limitd in domeniul elastic (M) si
momentul limitd (Mg ) al barelor de sectiune circulara este:

M
M

L Tc'sp _TC‘d3 ) 16

T.-W 12 =w-d

te c p

- =1333.

Deci, bara de sectiune circulard are rezerve de rezistentd de 33,3 % ce se pun in

evidenta prin calculul la rezistenta la starea limita.



Aplicatia 8.10. Si se dimensioneze o bara de sectiune circulard incastratd la

ambele capete (fig. 8.18) solicitatd de un moment M, = 31,4 kNm, prin metoda starii

limitd, cunoscand t.=180 MPa si coeficientul de siguranta impus c,= 3.

Rezolvare: Daca M, aplicat, creste

M

atunci deformatiile plastice apar mai Intai

=
_2a

in zona mai scurtd a barei. Bara mai poate b

suporta o crestere de moment de rasucire
pana cand ambele regiuni devin solicitate

plastic.

| 1

Fig. 8.18

In aceasta stare, din conditia de echilibru la starea limita va avea:

1 ntd3
Mtl :Mtz :EMtl :Tcﬁ 5
Dar:;
3
M, =Moo T 20
C c 12

din care rezulta:

d =3 =
T,

=99,98 mm.

6M,, ¢ 3\/6~31,4-106~3
n-180

Se adopta: d = 100 mm.

Aplicatia 8.8. O bara de sectiune inelara
(fig. 8.19) este solicitata la torsiune de un moment
M =9KNm. Limita de curgere a materialului

1, =180MPa, d= 0,8 D si se admite un coeficient

de siguranta c= 2,5. Sd se dimensioneze bara.

Rezolvare. Din relatia de echivalenta rezulta:
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unde k = d/D.
Stiind ca

M
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M, = 'TE-D3.(1_k3) T

in care s-a notat;:

s, =T‘é)3 (1-%7), (8.50)

caracteristica geometrica la rasucire in domeniul plastic al barelor de sectiune

inelara, se obtine:

| 12M,-¢ [ 12:9-10°-25
D“e°_3\/n-rc-(1t—k3)_3\/7:-180-(1—0,83)_93’17mm'

Se adopta: D=100 mm si d= 80 mm.



